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《中 国 科学 院 研究 生 教 学 丛书》 新 


在 21 世纪 曙光 和 初 露 ,中 国 科技 、 教 育 面临 重大 改革 
和 鞍 和 寺 发 展 之 际 ,人 《中 国 科学 院 研究 生 教学 丛书 一 一 这 
穴 凝 从 了 中 国 科 学 院 新 老 科 学 家 、 研 究 生 导 师 们 多 年 心 
血 的 研究 生 教材 画 世 了 .相信 这 上 套 从 书 的 出 版 ,会 在 一 定 
程度 上 缓解 研究 生 教 材 不 足 的 围 难 , 对 提高 研究 生 教 育 
质量 起 着 积极 的 推动 必用. 

21 世纪 将 是 科学 技术 日 新 月 异 , 迅 猛 发 展 的 新 世纪 ， 
科学 技术 将 成 为 经 济 发 展 的 最 重要 的 资源 和 不 揭 的 动 
力 , 成 为 经 济 和 社会 发 展 的 首要 推动 力量 .世界 各 国之 间 
综合 国力 的 竞争 ,实质 上 是 科技 实力 的 竞争 .而 一 个 国家 
科技 实力 的 决定 因素 是 它 所 拥有 的 科技 人 才 的 数量 和 质 
量 . 我 国 要 想 在 21 世纪 顺利 地 实施 “科教 兴国 ”和 “可 持 
续 发 展 " 战略 ,实现 邓小平 同志 规划 的 第 三 步 战 略 目 标 
一 一 把 我 国 建设 成 中 等 发 达 国 家 ,关键 在 于 培养 造就 一 
支 数 重 宏大 、 康 质 优良 、 结 构 合理 、 有 能 力 参 与 国际 竞争 
与 合作 的 科技 大 备 , 这 是 押 在 我 国 高 等 教育 面前 的 一 项 
十 分 业 重 而 光荣 的 战略 任务 . 

中 国 科学 院 作 为 我 国 自然 科学 与 高 新 技术 的 综合 研 
窜 与 发 展 中 心 ,在 建 院 之 初 就 明确 了 出 成 果 出 人 才 并 举 
的 办 院 宗 前 ,长 期 坚持 走 科研 与 教育 相 结合 的 道路 ,发 挥 
了 高 级 科技 专家 多 、 科 研 条 件 好 、 和 料 研 水 平 高 的 优势 , 结 
合 科 研 工 作 , 积 家 培养 研究 生 ;在 出 成 果 的 同时 ,为 国家 
培养 了 数 以 万 计 的 研究 生 . 当前 ,中 国 科学 院 正在 按照 江 
泽 民 同志 关于 中 国 科 学 院 要 努力 建设 好 “三 个 基地 ”的 指 
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示 , 在 建设 具有 国际 先进 水 平 的 科学 研究 基地 和 促进 高 
新 技术 产业 发 展 基地 的 同时 ,加 强 研 究 生 教育 ,努力 建设 
好 高 级 人 才 培 养 基地 ,在 肩负 起 发 展 我 国 科 学 技术 及 促 
进 高 新 技术 产业 发 展 重任 的 同时 ,为 国家 源源 不 断 地 培 
养 输送 大 批 高 骸 科 技 人 才 . 

质量 是 研究 生 教 育 的 生命 ,全 面 提高 研究 生 培 养 质 
显 是 当前 我 国 研 究 生 教育 的 首要 任务 .研究 生 教 材 建设 
是 提高 研究 生 培 养 质 量 的 一 项 重要 的 基础 性 工作 . 由 于 
各 种 原因 ,目前 我 国 研 究 生 教材 的 建设 灌 后 于 研究 生 教 
育 的 发 展 .为 了 改变 这 种 情况 ,中 国 科 学 院 组 织 了 一 批 在 
科学 前 灌 工 作 , 同 时 又 具有 相当 教学 经 验 的 科学 家 撰写 
研究 生 教 材 , 并 以 专项 资金 资助 优秀 的 研究 生 教 村 的 浊 
版 .希望 通过 数 年 努力 ,出 版 一 套 面向 21 世纪 科技 发 展 、 
体现 中 国 科 学 院 特色 的 商 水 平 的 研究 生 教学 从 书 . 本 从 
书 内 容 力求 具有 科学 性 、 系 统 性 和 基础 性 ,同时 也 兼顾 前 
沿 性 ,使 阅读 者 不 仅 能 获得 相关 学 科 的 比较 系统 的 科学 
基础 知识 ,也 能 被 引 时 进入 当代 科学 研究 的 前 湛 . 这 套 研 
完 生 载 学 从 书 , 不 仅 适 合 于 在 按 研 究 生 学 习 使 用 ,也 可 以 
作为 高 校 教师 和 专业 研究 人 员工 作 和 学 习 的 参考 书 . 

“桃李 不 言 , 下 自 成 蹊 . "我 相信 ,通过 中 国 科学 院 一 
批 科学 家 的 辛勤 耕耘 ,《 中 国 科学 院 研究 生 教学 丛书 》 将 
成 为 我 国 研 究 生 载 育 园地 的 一 从 鲜花 ,也 将 似 润 物 春 十 ， 
滋养 甘 苹 学 子 的 心田 ,把 他 们 引 向 科学 的 屡 党 ,不 仅 为 科 
学 院 , 也 为 全 国 研 究 生 教 育 的 发 展 作出 重要 贡献 ， 
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李 群 理论 是 SLi 在 研究 微分 方程 的 积分 曲线 族 在 什么 变换 
作用 下 不 变 时 发 现 ， 并 且 建 立 起 来 的 ， 早期 的 李 群 理论 ， 实 际 上 
是 研究 李 群 的 局 部 性 质 ， 而 且 很 快 就 化 为 纯 代 数 的 问题 ， 即 研究 
李 代 数 的 构造 和 表示 论 . 从 20 世纪 40 年 代 起 ， 流 形 概念 已 经 很 
明确 地 形成 后 ， 才 逐渐 从 局 部 性 质 的 研究 转向 整体 性 质 的 研究 ， 

从 提出 到 形成 李 群 和 李 代 数 的 完整 理论 ， 已 经 有 100 年 以 上 
的 历史 .由于 李 群 定 光 实际 上 是 有 机 地 联结 流 形 和 和 群 这 两 个 概念 
而 形成 的 ， 固 此 很 自然 地 ， 它 是 属于 几何 和 代数 的 交叉 学 科 ， 在 
长 期 发 展 后 ， 已 形成 所 谓 李 理论 这 个 独立 的 学 科 ， 而 县 由 于 李 群 
理论 在 各 方面 的 广泛 应 用 ， 在 国际 上 李 群 课 已 经 成 为 基础 数学 研 
究 生 的 主要 课程 之 一 ， 但 是 在 我 国 只 有 少数 数学 系 开设 这 门 课 . 
编写 这 本 书 的 目的 是 希望 推动 这 方面 的 发 展 . 

这 里 值得 一 担 的 是 李 群 ， 李 代数 理论 在 理论 物理 中 的 应 用 . 
熟知 的 Einstein 的 相对 论 成 功 地 运用 了 (3.1) 型 Lorentz 群 为 运动 
群 ， 来 研究 时 空 的 物理 理论 ， 再 如 在 基本 粒子 理论 中 的 轻 粒子 理 
论 是 用 李 群 、 李 代数 理论 来 描述 的 ， 因 此 发 现在 自然 界 中 存在 一 
个 新 的 轻 粒 子 ， 且 以 后 为 实验 所 证 实 ， 近 年 来 ， 由 于 量子 场 中 的 
量子 反 散 射 理论 和 规范 场 的 研究 ， 从 李 民 数 的 通用 包 络 代数 出 发 
成 功 地 引进 了 9 量子 化 和 量子 群 的 概念 ， 使 得 李 理 论 有 了 更 广阔 
的 发 展 前 最. 

本 书 是 李 代 数 和 李 群 的 入 门 书 ， 而 且 着 眼 于 李 群 入 门 ， 所 以 
我 们 不 涉及 到 Kac-Moody 李 代 数 以 及 量子 群 ， 而 是 只 考虑 复 及 
实 的 有 限 维 李 代数 和 李 群 ， 实 际 上 本 书包 含 了 两 方面 内 容 ， 主 要 
部 分 比较 详细 地 给 出 复 李 代数 和 实 李 代数 、 复 李 群 和 实 李 群 的 基 
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础 知识 ; 作为 应 用 ， 本 书 介 绍 了 Hermite 对 称 空 间 

Hermite Yi RZ EE H E Cartan Jf АНУ, E K 
# ДТ} ЖЕ MAS e- АА ЛОТЕ, = hj САЛ rR. 
另 一 方面 ， Hermite 对 称 空 间 又 是 一 类 特殊 的 复 齐 性 有 界 域 ， 对 
Hermite 对 称 空 间 的 了 解 提供 了 研究 复 齐 性 有 上 异域 的 思想 源泉 . 

Hermite 对 称 空间 上 的 耳 数 论 ， 从 历史 上 看 ， 有 两 种 做 法 . 一 
种 是 以 华 罗 康 和 Siegel 为 主 ， 对 不 可 分 解 Hermite 对 称 空间 (ВП i 
тм, КАГАТ АЛЕП. ко 4855 5 — 


РИИ 9e Hermite 对 称 空间 

本 书 作为 一 本 入 门 书 , 其 目的 也 是 帮助 从 事 Hermite 对 称 空间 

研究 的 科研 工作 者 以 及 研究 生 较 快 地 进入 这 一 领域 . 由 于 是 从 李 

ab. Hermite 对 称 空 间 ， 寺 此 有 必要 论述 复 半 单 李 代数 、 
实 半 单 李 代 数 ， 李 群 的 基本 概念 以 及 紧 李 群 ， 这 些 构成 了 本 书 的 
前 一 部 分 ,也 是 主要 部 分 . 第 二 部 分 是 考虑 Hermite 对 称 空间 , 我 
们 将 实 半 单 李 群 的 一 些 性 质 也 放 在 其 中 ， 但 是 不 打算 专门 讨论 ， 
而 是 着 前 介绍 Harish-Chandra KE, 

本 书 共 分 六 章 . 第 一 章 完整 地 讲述 复 半 单 李 代数 的 构造 和 趁 
示 , 但 略 去 具体 的 实现 (包括 略 去 例外 单 李 代 数 的 构造 和 表示 的 实 
Ж). 第 二 章 论 述 实 半 单 李 代 数 的 构造 所 必须 的 基本 理论 ， 仍 然 路 
去 具体 的 实现 ， 读 者 可 以 参阅 严 志 达 和 许 以 赵 合 著 的 《 李 群 及 其 
李 代 数 》 (高 等 教育 出 版 社 1985 年 出 版 ) 一 书 . 前 再 章 构 成 李 代数 
的 入 门 内 容 . 第 三 章 介 绍 李 群 的 基本 理论 .第 四 章 讲 述 紧 李 群 的 
构造 和 表示 的 基本 内 容 , 特别 包括 了 Wel 特征 公式 及 Реѓег-Меу] 
定理 ， 这 两 章 构成 李 群 的 入 门 内 容 ， 第 五 章 介 绍 Hermite 对 称 空 
间 的 Harish-Chandra IRA, 351 Riemann 流 形 和 Hermite 
HE, Ж Hermite 对 称 空间 的 分 类 化 为 李 代 数 问题 ， 进 一 步 给 出 
Hermite 对 称 空间 的 分 类 ， 介 绍 Harish_Chandra ЖА ЛЕ: ЕЕ 
实现 所 作 的 进一步 展 并 .第 六 章 利 用 С" 中 药 齐 性 有 界 域 必 全 纯 
辣 构 于 齐 性 Siegel 域 (Vinberg, Piatetski-Shapiro Gindikin 的 结果 ) 
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和 齐 性 Siegel 域 必 线 性 同 构 于 正规 Siegel 域 ， 给 出 了 Hermite 对 
BZR С° 中 的 实现 {作者 的 结果 ), 其 中 包括 É.Cartan 在 1935 
年 没有 能 够 在 C" 中 实现 的 两 个 例外 典型 域 的 实现 . 进一步 ， 我 
们 还 考虑 了 例外 典型 域 的 性 质 . 

本 书 由 1996 年 上 半年 在 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 研 究 生 班 
讲课 二 个 月 的 讲稿 整理 而 成 ， 在 写作 过 程 中 得 到 了 史 济 怀 教 授 和 
班 上 很 多 同学 以 有 中国 科学 技术 大 学 出 版 社 李 梦 峰 先 生 的 帮助 ， 
本 书 的 出 版 得 到 中 国 科 学 院 研究 生 教学 从 书 出 版 基金 的 资助 ， 在 
最 后 修改 时 ， 作 者 用 这 讲稿 在 河南 大 学 数学 系 研究 生 班 讲课 二 个 
月 ， 得 到 班 上 很 多 局 学 的 帮助 . 另 一 方面 ， 科 学 出 版 社 毕 颖 女士 
的 辛勤 劳动 ， 使 本 书 得 以 早 月 问世， 作者 在 此 表示 衷心 的 感谢 . 
最 后 ， 必 须 指出 ， 书 中 难免 出 现 各 种 错误 ， 欢 迎 读 者 批评 指正 . 


许 以 超 
中 国 科 学 院 数 学 研究 所 
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第 一 章 FRAR 


在 这 -- 章 中 ， 我 们 引进 李 代 数 的 基本 概念 和 基本 技巧 ， 给 出 
复 半 单 李 代数 的 分 类 理论 以 及 表示 论 ， 


8 111 李 代数 的 基本 概念 


Ж Ж 111 设 £ 为 域 丰 上 的 线性 空间 ， 车 在 公 中 引进 运算 
[相称 为 换 位 运算 )， 使 得 它 适 合 条 件 : 
(U) БВ 


iy r] = ~[z, у], za € 8; 
(2) 双 线 性 性 


[Az + ру, 21 = Afr, z] + шу, 2]. ЖА, € F. ryer 


(3) Jacobi 恒等式 
le и], 21 + [z, 2], y] + [ly,2), z]= 0. Жул,уЕ € £. 


NU £ Жл F 上 的 李 代 数 . 
若 线性 空间 L 的 维 数 为 n. 由 © 称 为 域 F EI n EFRA; 
车 的 维 数 无 限 ， 则 LRA 无 限 维 李 代数 . 另 -- 方 面 ， 当 域 已 为 


复数 域 时 ， LRA EPRE. 当 F 为 实数 域 时 ， ££ 称 为 RER 
数 . 


本 书 只 考虑 有 限 维 实 李 代数 和 复 李 代 数 ， 
ЖУ 1.1.2 ilen, en ШЕР Еп 维 李 代数 的 一 组 


.1. 


ж, шя RAR 
[е,е;| = У Chex, 1 <z,j < т. 
k=1 


ERRET п? 个 元 素 C%, 1 < ç, J. k < n, ЖЕРДЕ € 的 构造 常 
数 . 

由 李 代 数 的 定义 ， 显 然 有 

引 理 1.1.3 设 2 为 域 玉 上 的 ” 维 李 代 数 . na 个 元 素 СД ЄК 
为 李 代 数 £ 的 构造 常数 ， 当 且 仅 当 C8,1 <1,),К < юй АЖ] 


cE + C$ = 0; 


т. ть т 
УС + УСС + УСС 0154ка. 
1-1 


t=1 【一 1 


EX 11.4 j F Nb K BJ 5k, Ы F E 89 + 256 
Ж. EL Ch A eren M 


EE =S IS hei YAn OA ЄК} 
i=l 


ЖЕКЕ LM K 化 ,其 中 È Ae, 为 域 K 上 的 形式 线性 组 合 ， 
它 有 Y Ae, = Y ире У НАУ ЩА = pl < í < n. 

由 过 代数 的 定义 ， 可 以 证 明 

引 理 1.1.5 ккк ETR ARF EKn EFR 
数 ， 则 李 代数 & К 化 S 在 换 位 运算 


> Aiei, Y je] = Y Aingle ez] = >` миуС ек 
i i iJ 


ijk 


下 构成 域 KEK n 维 李 代数 ， 且 李 代 数 £* ЕУ Уан с 
的 基底 选取 无 半 ， 
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证 前 一 断言 由 李 代 数 的 定义 可 直接 验证 .后 一 断言 证 明 如 
+: 在 域 下 上 的 李 代 数 £ 中 另 取 一 组 基 /, 5 则 有 


ті 

其 中 aj € F. 性 取 py, 5, Pn EK, 则 由 YT D;Gk; Є К,1 < k < n, 
31 

有 


ть 


Уез = У; PjûkjEk = >` (Узак) ек є g, 
j=l J.k=1 k=1 j=l 
这 就 证 明了 断言 ， 证 完 . 
特别 重要 的 是 取 F В, K = C, 这 时 ， 实 李 代 数 £ 的 Wir 
£C 是 复 李 代数 ， 而 且 有 


£? = +V 12, dimo(8S) = dim pil). 


引 理 1.1.6 n 维 实 李 代数 & 的 复 化 ЄС 也 是 2л 维 实 李 代 
数 ， 记 作 {8c}r.， 且 对 于 李 代 数 L 中 任意 一 组 基 een, M 
ET ta Ena vler, vlen 为 实 李 代数 (LC)R 的 一 组 基 . 

定义 1.1.7 блп 维 复 李 代数 ，£0 为 п 维 实 李 代数 . 
Lo RA £ 的 实 形式 , 如 果 r. 的 复 化 86 = ge. 

FR, BBA 

引 理 1.1.8 设 双 为 n 维 复 李 代数 ， 则 42 有 实 形式 当 且 仅 当 
在 李 代 数 L 中 存在 一 组 基 e:,… ,en, 使 得 这 组 基 的 构造 常数 全 由 
实数 构成 . 

由 引 理 1.1.8 可 知 ， 并 不 是 任 一 复 李 代数 都 有 实 形 式 . 

下 面 给 出 两 个 重要 的 李 代 数 的 例子 ， 

例 1 ЕР ЖЫ, УЖЕГ ЕЮ m 维 线性 空间 ， 记 gV) 
为 了 上 的 所 有 线性 变换 构成 的 集合 , ЖЕТЕЛЕ ШЕЕ ЛП ЖН 
下 ， 显 然 它 构 成 一 个 线性 空间 、 在 线性 空间 (И) 中 引进 换 位 运 
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算 [AB] = АБ — ВА. 易 证 这 时 gl (V) 为 李 代 数 ， 称 为 一 般 线 性 

B2 ig F Ab. ie glim, F) 为 城下 上 的 所 有 mx r Е 
HEERA. 在 方 阵 的 加 法 和 纯 莉 积 下 ， 显 然 它 构成 一 个 m ER 
Hib. EAEE slon P 中 引进 换 位 运算 [А,В = AB- ВА, 
易 证 这 时 glon F) 为 m 维 李 代数 ， 称 为 -一 般 和 矩阵 李 代 数 . 

显然 有 

引 理 1.1.9 РЖ, V XK F Ет 维 线 性 空间 .一 
RETER TE gl(V) 为 m° 维 李 代 数 ， 在 V 中 取 定 基 el ,em 
则 线性 变换 的 答 阵 表示 构成 m? 维 一 般 和 矩阵 李 代 数 . 

为 了 进一步 展开 李 代 数理 了 论 ， 先 约定 一 个 符号 . W £ Xe F 
上 上 的 李 代 数 ， 人 名 和 本 为 £ 上 的 两 个 子 集 ， 则 区 ,各 | 记 由 元 素 集 
[mn] | m £ я пе G} ЗЕЕ АВЕ т (А. 

我 们 有 

定义 1.1.10 设 名 为 城下 上 的 李 代 数 ，& 的 线性 子 空间 e, 
FA 子 代 数 (或 理想 )， 如 果 S. lC (а [e pj c g). # 
ЖЕН © 的 理想 ， BEILL 称 为 李 代 数 人 关于 理想 €, 
的 RERS, 如 果 在 商 空 间 АЖ 中 引进 换 位 运算 

[e + Liy t] = e l + P, V m,y € Š. 


显然 , 遍 李 代数 中 引进 的 换 位 运算 的 定义 和 等 价 类 集 e p, 中 
的 等 价 类 的 代表 元 素 选 取 无 关 ， 且 商 李 代数 是 李 代 数 . 
X 1111 $h F £ ҖЫ F BERA. £ 到 £, 内 
的 线性 映射 т 称 为 李 代 数 的 FJ ИА ЯН, 如 果 
а([2, yl) = [otz), oly), Y z, y € £. 


这 射 称 S, 和 £, 同 态 . {ДА £ 到 对 的 同 态 映射 o 5 Ж 
跨 射 , 这 时 称 = 为 李 代 数 的 自 同 态 . 当 李 代数 的 同 态 映射 z 为 到 
上 的 一 一 映射 时 , 称 为 李 代 数 的 辐 构 映射 . 这 时 称 ©, 和 e, 同 构 . 
ERE LE о ВВГ о 称 为 自 同 构 映射 . 这 时 称 e 为 李 代 
жну 息 同 构 . 
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显然 ， 李 代数 的 同 构 是 等 从 关系 ， 李 代数 的 构造 理论 ， 即 分 
类 理论 ， 就 是 找 出 同 构 下 的 全 系 不 变量 以 及 在 每 个 回 构 等 价 类 中 
找 出 一 个 代表 元 素 . 

从 定义 出 发 ， 容 易 证 明光 于 李 代 散 同 态 的 重要 定理 . 

定理 1.1.12( 李 代数 的 同 态 基本 定理 ) Жо AR FEBER 
数 £, 到 б, AREAS, MEARE ol281) 为 李 代 数 p, 的 子 代数 ， 
EA t ker (o) = c (0) 为 李 代 数 £1 的 理想 . 另 一 方面 ， 自 然 映 
射 Ë 一 21/kerto) 为 李 代 数 8, 到 商 李 代数 £1/ker (с) 上 的 辣椒 
映射 ， 且 存在 商 李 代 数 £1/ker (о) 到 李 代 数 оя) 上 的 同 构 映 射 
p, 使 得 

g = рот. 

现在 引进 伴随 表示 如 下 : 设 总 为 域 王 上 的 李 代 数 , EBR r e p. 

则 在 李 代 数 各 土 有 线性 变换 


ad(z): у [z y|, Ve €. 
于 是 有 线性 变换 集 
ad (£) = {ad (z) | Vz € £} c g1 (€). 
利用 李 代 数 的 定义 ， 容 易 证 明 ， 


引 理 1.1.13 符号 同上 .线性 变换 集 ad (£) 为 一 般 线性 李 代 
数 BlL( 的 子 代 数 ， 且 有 


[ad (z), аа (9 = ad([z,z]), У,у Є №, 


又 上 映射 ad : т ad (z), vz € £ HERM С SJ аа (5) 上 的 同 态 
ВС}. ИЯК аа ЖЖ Š 的 伴随 表示 . ad (О) ВК PE 
B8 ЖЕ 6935. 

定义 1.1.14 (1) 域 三 上 的 李 代数 上 的 子 代数 [L] 称 为 
FRR C 的 换 位 子 代数 ， (2) 李 代 数 £ 称 为 交换 李 代 数 , 如 果 
[0,0] = 0. (8) RF EKES L 的 子 集 


С(8) = (z € £| (х, £] = 01 


AEE € BJ 中 心 . 

显然 有 

引 理 1.1.15 李 代 数 £ 的 中 心 CO 是 李 代 数 £ 的 交换 理 
想 ， 且 是 李 代 数 £ 的 伴随 表示 的 核 . 

下 面 引进 四 类 重要 的 李 代 数 . 

EX 1.1.16 БЕЖЕ Р ЕРК. БЕВ 


g! = L, £ 一 [66-106], k 一 2,3,---, 
eu) = g. eu) 一 [900-10 08-0] Е =2,3,---. 


Ко РАО ( k 可 解 的 }， 如果 存 在 自然 数 М 使 得 
2N =0 (或 2 = 0). 

引 理 1.1.17 交换 李 代数 必 寡 零 ， 赛 零 李 代数 必 可 解 ， 又 交 
换 、 EF, 可 解 李 代 数 的 子 代数 仍然 分 别 为 交接 、 寡 零 АГАНАС. 

证 后 一 断言 由 定义 立即 囊 短 . 下 面 证 明 前 一 断言. 显然 , 交 
KORF. 为 了 证 明 宪 截 必 可 解 ， 只 要 证 明 S C 如 天 二 12， 
就 够 了 ，、 这 由 归纳 法 立即 可 知 ， 证 完 . 

引 理 1.1.18 еб FERRERA, WERA с 的 换 位 
子 代数 LO = 22 = [e.g] ЖЕРЕ А {ҮК O 可 解 ， 

证 由 于 

(80) > (E дн) = 1,2,8, 


所 以 由 ЕК) 寡 零 可 知 上 可 解 . 证 完 . 

显然 有 

引 理 1.1.19 ЕМЕ Р БА К, Me 的 任意 两 个 罕 
= (或 可 解 } 理想 的 和 仍 为 老 零 ( 或 可 解 ) 理想 . 

H 5|3E 1.1.19 可 知 ， 在 有 限 维 李 代 数 £ 中 存在 最 大 可 解 理想 
ЯА 及 最 大 靠 零 理想 Ro. 

定义 1.1.20 ЕМЫ F Бп вә. охи 
理想 称 为 的 需 零 根基 , 最 大 可 解 理想 称 为 £ 的 根基 . 根基 等 
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于 零 的 李 代 数 称 为 半 单 李 代 数 . 又 无 非 零 真 理想 的 李 代 数 称 为 单 
FER. 

H ë пг 8 

引 理 11.21 (1) -EERE DARRERE, HARFA 
жр. (2) 可 解 李 代 数 £ 必 有 LP = [e g] z g. (3) 维 数 大 于 1 的 
单 李 代 数 必 半 单 ， 

引 理 1.1.22(É.Cartan) 域 下 上 的 李 代 数 半 单 ， 当 和 且 私 当 它 
没有 非 零 交换 理想 . 

证 设 李 代数 有 非 零 交 换 理 想 EE 由 于 交换 必 可 解 ， 所 以 也 
有 包含 艺 的 最 大 可 解 理想 St. 这 证 明了 李 代 数 e ора, FZ, 
ПЪК Е РД, ШИНЕ R Z 0. 由 于 Я Та е й, 
由 定义 可 知 存在 最 小 自然 数 N. 使 得 


RN-D 0, RN) = RN- 1) gN- = 0. 


这 证 明了 ROO 为 李 代 数 的 非 零 交 换 理想 ， 证 完 ， 

为 了 在 下 一 节 展 开 复 半 单 李 伐 数 的 分 类 理论 ， 我 们 需要 给 出 
下 面 两 个 重要 定理 . 

定义 1.1.23 一 般 线性 ( 或 矩阵 ) 李 已 数 的 子 代数 称 为 线性 
FRR (或 矩阵 李 代 数 )， 李 代数 到 线性 RERE) 李 代 数 上 的 
同 态 上 映射 称 为 李 代 数 的 线性 表示 ( 或 矩阵 表示 ). 

定理 1.1.24(Lie 定 理 } 设 眉 是 特征 为 零 的 代数 闭 域 ， 人 为 域 
六 上 的 一 般 线 性 李 代 数 gl (V) 的 子 代数 ， 若 李 代 数 Лр, MeL 
在 线性 空间 V 中 有 公共 特征 向 量 . 

证 对 线性 李 代 数 £ 的 维 数 作 归纳 法 ， 当 dim (€) = 1 PF, Œ 
理 显然 成 立 ， 现 在 考虑 n 维 可 解 线性 李 代 数 8 由 引 理 1.1.21 的 
(2) 可 知 £O) = [S, g] £, 所 以 dim (82) < n. ERES 00) д 
n — 1 维 子 空间 Со, TÆ [60.50] С (6,8) = L c po, BH g, Ж 
代数 2 的 一 1 ЕГЕР. я] n 1 维 线性 可 解 理想 fo 应 用 归 
纳 法 假设 ， 所 以 存在 理想 б, ERREK AG, 使 得 线性 空间 V 
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的 子 空间 
Va = {vo € V | (vo) = Mo Yy € Бо} Z 0. 

他 . 
dim (8) = dim (йо) + 1, 
ER z € £, z # £o, M 

£ = + < z >, 

其 中 <r> 表示 以 x 为 基 的 一 维 子 空间 ， 因 上 此， 问题 化 为 在 线性 
空间 у 的 子 空间 Vo 中 寻找 非 零 向 量 o, 使 得 u 为 线性 变换 z 的 
特征 向 量 . 

AE, FER vo € Vo, vo Z 0. 作 向 量 序列 


uk = zË(ua), = 1,2,.... 


记 V, 为 由 线性 空间 У 的 向 量 集 {vk = 0,1,..-} 线性 生成 的 子 
空间 ， 显 然 存在 最 小 自然 数 r, E vo ,v1 线性 无 关 ， 而 


r-l 
Ur = ; #0, 
j=0 


其 中 Bort А-1 EF. 由 归纳 法 易 证 Voy VI Url 为 子 空间 V, 
的 一 组 基 ， 由 此 也 推出 x(Vi) с, BH V, 在 线性 变换 = 的 作用 下 
不 变 . 
今 任 取 y € бо, WA Woo) = Ag)w. 由 归纳 法 不 难 证 明 
Ku = A VE + HER (VV + + род (у)оо, 


其 中 ga] (u) € F,0 < í < k. RHH y) C YW, BBT SE [B] V, 在 h 
的 作用 下 不 变 ， 且 对 子 空间 V, 的 基 vov, -o-o 有 tru(y) = 
гА(у), Yy € Lo $ ФМ) C VM) C W,Vy € Lo, X [æy] € 
[6,2] соф, 所 以 tra ([5,0]) = truley — yz) = О, 这 证 明了 
Aey) = 0, V € Lo, 所 以 

[zu] 66) = 0, Уує fo, *o € W. 


今 用 归纳 法 有 |r y) = 0 事实 上 [ie y] Є [Eo r]. 

а yeri) = [жу робе) = [куу], б) + elie, (0), 
MLLE У [z yllo) = 0, k = 0,1,5. SHARE, A yle) = 
№уђъһ. 事实 上 ， 由 

u(uk+1) = u(z(uk)) = [у r] uk) + (ок) = (Ayur) = AOL 


ЮЧ? ny uk НА 
уе) = А(у)ов, Е 0,1,:.-, V u € fo, 


Е, ve € Vo, BH V, C Vo. 

S V, 为 线性 变换 z 的 非 零 不 变 子 空间 ， 所 以 在 V, 中 存在 线 
性 变换 z 的 特征 向 量 H ç € Vi C Vo HJH АЕО € КОДУ 
ЖЕЕ Ж. 定理 证 完 . 

推论 BF ARERR, gV) 为 天 上 的 一 般 线性 
EE. ВС Б (У) 的 可 解 子 代 数 ， 则 在 V 中 存在 一 组 其， 和 使 
得 £ 中 元 束 的 方 阵 表 示 全 部 为 上 三 角 方 阵 . 

证 对 线性 空间 V 的 维 数 m 作 归 纳 法 . 由 Lie 定理 ， 在 线性 
空间 V 中 存在 向 量 en 关 0, E rlen) = Aleen V z € £, 其 中 
Alr) 为 李 代 数 ££ 上 上 的 线性 函数 ， 记 Vo 为 由 en 线性 生成 的 一 维 子 
空间 ， 则 商 空间 V/V 为 m 一 1 维 线 性 空间 .又 任 取 z c £, 则 由 
z(Vo) C Vo p| RI z 诱导 了 商 空间 Vvo LRTI T, 它 定义 为 

Fv+ Vo) = 200) 00, YEEL, ЄЙ. 
BR coi JERAS, MA 
Ë = {7| Yz e £) C gl(V/V) 


仍 为 可 解 线性 李 代 数 ， 由 归纳 法 假设 可 知 在 线性 空间 Y/W 中 在 
在 基 ez + Уо, ез 十 加 ,en 十 他 ,使 得 


z(eí + Vo) 一 Y ине; +W), 2<#<пт, 
了 一 了 


因此 有 
z(ei) = uui, 
m(e;) = русе + Уне, Daian. 
з=? 

这 证 明了 线性 变换 z 的 方 阵 表示 为 上 三 角 方 阵 ， 证 完 . 

定理 1.1.25 ( Enge 定理 ) 设 色 为 域 六 上 的 一 般 线性 李 
代数 gl(V) 的 子 代数 ， 设 £ 由 线性 空间 V 上 的 禾 零 线性 变换 构 
成 ， 则 £2 在 线性 空间 V 中 有 特征 根 为 零 的 公共 特征 向 量 . 

证 由 归纳 法 术 难 证 明 

k 
(ad (x))"y = 》 (1) Cia" yzi, Yay € £, 
i=l 

由 条 件 可 知 z 为 线性 空间 V 上 的 考 零 线性 变换 .由 此 推出 ad(z) 
为 李 代 数 S ЕЖЕ EE, 

为 了 证 明 Engel 定理 , 我 们 对 线性 空间 V 的 维 数 以 及 线性 李 代 
数 民 的 维 数 作 双 重 数 学 归纳 法 . ТЕЖЕП О С gl(V) 蕴含 dim (@) < 
(dim (V))2. эң dim (0) = 1 时， 对 任意 的 线性 空间 V, 只 要 £ C 
g1(V) ё 由 线性 空间 V КЖ ЕЕЕ, MUJ @ 在 V rh 
有 特征 根 为 零 的 公共 特征 向 量 . 

由 归纳 法 假设 ， 对 任 一 线性 空间 У 及 钱 性 李 代 数 总 C gl (P), 
其 中 dim (8) <n-1, 且 入 由 六 上 的 一 些 等 零 线 性 变换 构成 , 则 在 
线性 空间 六 中 存在 总 的 特征 根 为 零 的 公共 特征 向 量 . Stim 维 线 
性 空间 V 上 的 线性 李 代 数 £ 进行 讨 论 , 其 中 dim (e) = > 2, HL 
由 线性 空间 了 上 的 一 些 千 零 线性 变换 构成 . 由 于 ЛИК ИЗ 
数 2o 的 维 数 > 1, ЕҢ zo € £o, 则 ad (zo)(£o) C fo, 所 以 ad (zo) 
诱导 了 商 空间 £/£o ЕЖЕ ЕЛЕ 7. НН zo 一 ad(zo) 为 
李 代 数 同 态 可 知 ， ad (го) — zo 也 是 李 代 数 同 态 ， 所 以 


To = (Zç | V zo € £o} C gl (€/£o) 


为 线性 李 代 数 ， 且 б HAAR б 上 的 一 些 宪 零 线性 变换 构 
RR. “>= dim (o) < dim (£o) < dim (£), 由 归纳 法 假设 ， 在 &/ao 中 
存在 Do 的 特征 根 为 零 的 公共 特征 向 量 ， 即 存在 a € £, аў to, 
使 得 而 (e+ £o) = O + £a, EH [zo,a] E £o, V zo € o. 这 证 明 
了 [а,б ы] 和 Bo, 所 以 李 代 数 £ 的 极 大 真子 代数 Ло 在 ad(a) F 
不 变 .， 另 一 方面 ， 由 于 oc€ 9, aglo i < a > Ah a 线性 生 
成 的 一 维 子 空间 ， 则 李 代 数 £ 有 子 空间 £, = + < a >. I 
[£1 elec [Lo Lo] + [£oa] сес, 所 以 为 李 代 数 о т 
数 ， 但 是 Po 为 极 大 真子 代数 ， 这 推出 £1 = £. 所 以 证 明了 


L= hot <a>, |8, 0с, 


即 &o 为 李 代 数 £ 的 小 一 维 的 真理 想 . 
对 理想 & 用 归纳 法 假设 ， 于 是 在 线性 空间 V 中 存在 б 的 
特征 根 为 堆 的 公共 特征 向 量 оо. 因此 线性 空间 V 的 子 空 间 


V; = (u € V | z>ofu) = 0, V zo € Lo} z 0. 
A 19, бе] C £o, ER vi £ Vo, 由 z(a) = Ü, V r £ Жу, 有 
Toafvi) = [zo a]{vi) + azolu) = 0, Уто € Lo. 


这 证 明了 alvo) C Vo. ЕП, а 在 线性 空间 V БЕНЯ 
№, 所 以 在 不 变 子 空间 Vo Eb ЛЕ ЕКЕ РЕАК. 因此 在 子 空间 V, 
中 有 线性 变换 a 的 特征 根 为 零 的 特征 向 量 ш. 于 是 ， wo Z 0 为 李 
代数 2 的 特征 根 为 零 的 公共 特征 向 最 至 此 证 明了 定理 ， 证 完 . 

推论 1 НЕЕ Р Еу РЕ ш (У) 的 子 代 数 ， 
且 吕 由 线性 空间 Y 上 的 一 些 短 零 线性 变换 构成 , 则 在 线性 空间 V 
中 存在 一 组 基 e1, ez,… ,en, 使 得 上 的 元 素 在 这 组 基 下 的 方 阵 表示 
都 是 上 三 角 方 阵 ， 且 对 角 元 素 为 堆 . яр £ JERR 
数 . 

证 前 一 断言 和 定理 1.1.24 的 推论 一 样 证 明 ， 为 了 证 明 后 一 
断言 ， 只 要 证 骨 所 有 对 角 元 素 为 零 的 mx 和 上 三 角 方 阵 构成 的 李 
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代数 GEF, РАТ r Kari Аа 事实 上 ， 易 证 省 的 任意 m 
个 元 素 在 算 阵 乘法 下 的 乘积 为 零 ， 所 以 推出 要” = 0, BI @ FR. 
因此 证 明了 后 一 断言 ， 推论 证 完 . 

推论 2 ЖР 上 的 李 代 数 SEF, SEKH ad) hgk 
的 螺 零 线性 变换 构成 ， 

证 由 推论 1, 我 们 只 要 证 明 当 李 代 数 上 军 堆 时 , 李 人 代数 ad (5) 
由 人 上 的 千 零 线性 变换 构成 ， 事实 上 ， 出 £ 窒 零 ， 即 存在 自然 数 
М, 使 得 ӘМ = 0, 所 以 (аа (8) 9105) =0, 即 (ad (8)N-1=0. 所 
DL. N — 14 ad(£) йул. НЕ, Наа (х) Ар 
№, Yre. 证 完 . 

容易 证 明 , 域 忆 上 的 李 代 数 愉 可 解 ， 当 且 仅 当 ad (£) 可 解 . 
事实 土 ， 由 定理 111.12, 3403 ad(£) 同 构 于 商 李 代数 L/C), 
其 中 C(2) 是 李 代 数 б 的 中 心 ， 设 ad (5) TE, WEEN, 使 得 
(ACID = 0, Bš et) CC 所 以 LUTD = 0, MERR p 
可 解 . 

推论 3 ИР ЕЮ е а, SARH я 的 的 位 字 代 
数 L, £] Ж. 

证 由 引 理 1.1.18 可 知 ， 我 们 只 要 证 明 ， 若 李 代 数 £ 可 解 ， 
则 它 的 换 位 子 代数 [LIEF б Тш Lie €H, ЫЫ F Er 
张 ， 热 知 存在 包含 域 F 的 最 小 代数 闭 域 F. 考虑 域 F 上 的 李 代 
ош Fo Ik, IHE Lo = L5. 由 总 可 解 可 知 李 代数 с 也 可 
Ж. AA |0,0] 为 李 代 数 £ 的 理想 ， 且 作为 5% 的 向 量子 集 ， 有 
[££] С [£o 20], 由 定义 可 知 , 为 了 证 明 域 F 上 的 李 代 孝 & 的 换 位 
子 代数 [E GEF, ПОЕН Fo 上 的 李 代 数 n. 的 换 位 子 代数 
[£o бо] ЖАЙ Т. 因此 , 我 们 无 妨 假设 域 FARRAR. 因为 李 
代数 也 可 解 , 所 以 李 代 数 ad (g) 为 可 解 线 性 李 代数 , 由 Lie 定理 的 
推论 可 知 ，ad (£) 同 检 于 由 一 些 上 三 角 方 阵 拘 成 的 抢 阵 李 代 数 口 ， 
FÆ, [аа (1), ад (21)] 由 一 些 对 角 元 素 为 零 的 土 三 角 方 阵 构成 ， 
六 此 由 索 零 方 阵 构成 ， 所 以 证 明了 [ad (£), аб (e) = ad ([£,£)) 由 
一 些 宕 零 线性 变换 构成 . 由 Engel 定理 的 推论 2 可 知 李 代数 Ls] 
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寡 零 ， 至 此 证 明了 推论 3. 证 完 . 

土 商 证 明 的 Lie 定理 和 Engel 定理 都 是 限制 在 线性 李 代 数 的 
情形 ， 由 下 面 一 个 著名 的 定理 可 世 ， 这 两 个 定理 实际 上 刻画 了 李 
代数 的 本 质 性 质 . 下 面 的 定理 可 在 某 些 李 代 数 书 中 找到 ， 

定理 11.26(Ado 定理 ) 特征 零 域 上 的 李 代 数 必 同 构 于 一 个 
线性 李 代 数 ， 所 以 辣 构 于 -个 和 矩阵 李 代 数 . 

显然 所 有 m xm 上 三 角 方 阵 构 成 可 解 李 代 数 . 它 的 任 一 子 
代数 也 是 可 解 李 人 代数， 这 时 对 域 未 加 任何 条 人 忻 . 而 Lie 定理 告诉 
我 们 ， 对 域 加 上 特征 零 且 代数 闭 的 条 件 后 ， 研 究 一 般 的 可 解 李 代 
数 ， 在 同 构 等 价 意 闵 下 就 是 研究 上 三 角 方 阵 构成 的 可 解 李 代数 的 
所 有 子 代 数 , 同样 , 所 有 m xm 上 三 角 方 阵 ， 且 对 角 元 素 全 为 零 ， 
它们 的 全 体 构 成 知 零 李 代数 ， 而 Engel 定理 告诉 我 们 ， 对 域 加 上 
特征 零 的 条 件 后 ， 研 究 一 般 的 寡 零 李 代数 、 在 同 鬼 等 价 意义 下 就 
在 钙 究 对 角 元 素 为 零 的 上 三 角 方 阵 构 成 的 寡 零 李 代 数 的 所 有 子 代 
数 ， 

在 结束 这 一 节 之 前 , 我 们 不 加 证 明 地 引进 Теуі-Мајсеу 定理 ， 
ЖЖ ЖЕЕ 05 3825. 

EX 1.1.27 ҖЕ БЇК БАРА А 称 为 李 代 
Ж £ ЕЮ, 如 果 线 性 变换 A 适合 条 件 


Aley) = Ale), y| + |z, А), V z,y € #. 


FRR 6 上 的 所 有 微分 构成 集合 Der (€), 称 为 李 代 数 上 上 的 微 
эки. 

容易 证 明 

引 理 1.1.28 ЖР ЕЕ КЛ БИЛК Der (0) 为 一 
般 线 性 李 代 数 gl (©) 的 子 代数 ， 

引 理 1.1.29 БЕЖЕ г БЕЖ, 则 线性 李 代 数 ad (п) 
为 Der (£) BJ BAB. 

证 由 Jacobi 恒等式 有 


ad{z)([y, 2]) = [(аа (z))(z), z] + РА (аа (а))()], У,у, Є £, 
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所 以 任 取 z € Š, HH ad (z) 为 微分 这 证 明了 ad (£) с Der (8). 

再 任 取 Ac Der (8), z € £, WA 

[D,ad (z)|(g) = D(ad (z))(g) ~ (ad (z))D(y) = D(Iz,z]) — (2, РИ 
= [Dz y] = (ad (Dey V g € £. 
这 证 明了 了 
[D.ad(z)] =ad(Dr}) €ad{£), Vr € Z. 

所 以 [Der (£), ad (£) C ad (£), Bl ad (£) 5 Der (£) 的 理想 , 证 完 ， 

定义 1130 LAM F ЕЕ, аа (с) 的 元 素 称 为 
李 代 数 工 前 内 微分 , 市 线性 李 代 数 ad (£) 称 为 李 代 数 £ 的 内 微 
分 代数 . 

АШ, SA F = R sk F — C 时 ， 邓 于 线性 空间 了 上 上 上 的 任意 
线性 变换 A, 则 

exp (А) = y г дк 
k=u ` 


仍 为 线性 空间 L 上 的 线性 变换 H dim (£) =n. 记 А, --,М„ 为 
线性 变 摘 A 的 nn 个 特征 根 ， 则 e^, o, ehr 为 线性 变换 exp (А) 
的 п 个 特征 根 ， 因 此 det (exp (.A)) = exp (tz (,А)). 我 们 有 

引 理 1.1.31 设 研 为 实 或 复 李 代数 ， О 为 李 代 数 ЕИ 
分 ， 则 exp (D) AFRA L EK AEH. 

证 { гх,уєЄ £, 则 有 


D(z, y} = ID(z), y} + [z, Ю(и)]. 
由 归纳 法 可 证 


` k 
Р®([=,3]) = > СР? (г), “3 (у), 


其 中 
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于 是 


[D te), Dy) 


оо k 
(exp (Бу). sl) = кн I 


定义 1132 设 £ 上 为 实 李 代数 或 复 李 代数 ， 任 取 z £ £, HU 
exp (ad (z)) 称 为 李 代 数 € 的 内 自 同 构 ， 由 exp {ad (2)) 生成 的 群 
称 为 李 代 数 © 的 内 自 同 构 群 , 其 中 的 元 素 也 称 为 李 代 数 中 的 内 
自 同 构 . 对 本 代数 £ 的 任意 两 个 子 集 ( 或 元 素 ) 如 果 存 在 李 代 数 
人 的 内 自 同 构 使 之 互 变 ， 则 这 两 个 子 集 (或 元 素 ) 称 为 Н+ 
的 ， 

下 面 不 加 证 明 地 引进 

定理 1.1.33{Levi-Malcev 定 理 } 设 上 为 实 或 复 李 代数 ， 它 的 
根基 为 А, 则 在 李 代 数 £ 中 存在 半 单 子 代数 ©, 使 得 李 代 数 2 有 
如 下 子 代 数 直 接 和 分 解 

t =m +ë. 

HEPA 只 有 了 两 种 Levi-Malcev 分 解 
£ = + 6, = R + 6, 


К б, 及 б, 为 李 代 数 £ 的 半 单 子 代 数 ， 则 ë, 和 б, 互相 共 
$E. 

这 个 定理 的 重要 性 在 于 它 将 实 或 复 李 代数 在 同 构 等 价 意 义 下 
的 分 类 问题 化 为 ， (1) 可 解 李 代数 及 半 单 李 代 数 在 同 构 等 价 意义 
下 的 分 类 ; (2) 给 定 半 单 李 代数 С, 如 何 来 确定 可 解 李 代数 9, 使 
得 6=R+ 6 为 Levi-Malcev 分 解 . 关于 半 单 李 代 数 的 分 类 问题 ， 
EH Ё.Самап 最 终 完成 ， 而 可 解 李 代数 的 分 类 问题 ， 至 今 没有 解 
决 ， 
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复 半 单 李 代 数 的 分 类 ,主要 用 到 Killing 型 、Cartan 子 代数 、 
根系 和 单 根 系 ， 从 而 将 分 类 问题 化 为 一 个 简单 的 图 论 问题 . 下 面 
我 们 系统 地 叙述 这 个 理论 ， 

定义 121 设 Fiz, 切 为 域 玉 上 的 李 代 数 吕 上 的 对 称 双 线 性 
ЮЖ, Лу) 称 为 不 变 对 称 双 线性 函数 , 如 果 


fijas], и) + fix, [2 人 一 D Ушу € £. 
з 2 的 子 空间 
ker(f)= {ye 8 | f(y, 5) = 0) 


称 为 对 称 双 线 性 函数 f 的 核 . 当 ker (У) =0 时 ， 对 称 双 线 性 函数 
f 称 为 非 退 化 的 , 否则 称 为 退化 的 . 

显然 有 

引 理 1.2.2 设 了 为 域 下 上 的 李 代 数 了 上 的 不 变 对 称 双 线性 
函数 ， 则 有 

(1) F BE ker(f) AERE L 的 理想 ; 

(2) f EHE {КД 的 任 一 子 代 数 上 仍 为 不 变 对 称 双 线性 
函数 

定义 123 设 了 为 域 忆 上 的 李 代 数 € 上 的 不 变 对 称 双 线性 
А, MAFRA 2 的 子 空间 ， 则 


prt = {гє £} f(z, 9t) = 0} 


称 为 子 空间 ОЛ 的 正 交 梓 ， 这 时 ， MAM 的 元 素 称 为 互相 正 
交 的 . 

引 理 1.24 W SRL 为 域 下 上 的 李 代数 £ 的 子 空间 m 关于 
上 的 不 变 对 称 双 线 性 陪 数 的 正 交 补 ， 则 олі 为 李 代 数 £ 的 子 空 
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E. чол 为 本 代数 上 的 理想 时 ， 正 交 补 tJ 仍 为 李 代 数 & 的 理 
想 ， 特 别 地 ， 当 不 变 对 称 双 钱 性 两 数 f 在 李 代 数 荆 上 非 退 化 时 ， 
李 代 数 LATERA £= M+M, 
证 SEM AERA c EA, B (а, m] С ОЛ. 则 
FEM, M) = —f(m-+,[€,90) = 0. 


所 以 [6,912] c S+, Ер 91 ARE aA e E tE 
EX 125 ШОЕ F EKRI, ШОО Eig% 
В(х.у) = tr {ad (z2))(ad (y), Ут,уєЁ 


Ж £ EN] Killing 型 . 

引 理 3.2.6 КЕМЕ Ба, MJ e En Killing 型 为 
不 变 对 称 双 线 性 函数 ， 且 有 

(1) 设 名 为 李 代 数 忆 的 理想 ， 则 李 代 数 工 上 的 Killing 型 限 
制 在 理想 ОЛ 上 为 李 代 数 SR 上 的 Killing 型 ; 

(2) Roo AFRA SRRA G 上 的 同 构 ， 则 李 代 数 人 上 
的 Killing 型 В(х, у) 有 

Ву(е(ж),о(у)) = В(=,у), V z,y € #1, 


其 中 Bi(u,s), Vu, € Ёз 为 李 代 数 L 上 的 Killing $. Palb, 
当 o 为 李 代 数 € 的 自 同 构 时 ， 有 


B(e(z). о(у)) = B(z,g), V z,g € £. 


证 AEREE L EHI Killing 型 Biy) 为 不 变 对 称 双 线 
性 函数 .事实 上 ， 只 要 证 明 不 变性 就 能 了 ， 今 任 取 rye £, M 


В([т,у], 2) = tr ad[z,y] ad z 

= tr {adz ad y — ad y ad z)ad z 

= іг ady adz айх – tr ady adz ad: 
~tr adz(ad [2, z]) 
— Bly, |=, 2]). 


这 证 明了 不 变性 ， 

再 来 证 (1). EPRA £ 的 理想 SR PRE e1,…,er, 再 取 李 
代数 £ 的 基 为 E1; ' Êr erti em. 由 理想 的 定义 可 知 ， 这 组 基 
Еа Ф) 


[ее] = У Сев, 1 < z < r, 1 < J < n, 
TL 
[е:,е3] = 5 Cher r+1< ij <n. 
因此 任 取 1<iij<"1<k<n, 有 


le: Í Ejs erl] = эс кер] 一 = У СРС ег. 


p.q=1 


所 以 


r 
В(е еу) = tr ade; ade; = у cr Cb. 
k.p=1 


记 李 代数 的 理想 SR 的 Killing 型 为 Б.(о, 0), 由 直接 计算 有 


Byle; ез) = У Сэ, Се, 1 <j < r. 


k,p=1 


这 证 明了 李 代 数 立 上 的 Killing 型 限制 在 理想 SR 上 为 李 代数 mt 
的 Killing 型 ， 

最 后 证 (2). 在 李 代 数 £ PRE eer ren НЯ с 为 李 代 
数 £ 到 李 代 数 £1 上 的 同 构 ， 所 以 oleholeh ,olen) 为 李 代 
жо. Е. © 


lei e;] = Усу 1<4ј <n. 
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双方 作用 李 代数 的 同 构 o, 有 
[(6:), о(;)] = 0% (ek LSJ EN 
于 是 本 代数 É RERE 如上 的 Kiling 型 分 别 有 


В(е,еј) = У САС, В! (а(е;),о(е;)) = У САС. 
k,p=1 Кур=1 
由 此 证 明了 В(ж,у) = B (о(х),с(у)), V х,у € &. 证 完 ， 
定义 1.27 ШЕЖЕ F БАЕК, З £ ВЯ $ 
称 为 李 代 数 上 的 Cartan 子 代 数 , 如 果 它 适合 条 件 
(1) 帮 为 李 代数 © 的 W K W SE T FQ B 
(2) 9 的 正规 化 子 


М9) = (z€ £| [z,9] C 6) = 9. 


为 了 给 出 复 李 代数 的 Cartan 子 代数 的 存在 性 ,我 们 先 讨论 复 
李 代 数 关 于 Cartan 子 代 数 的 根子 空间 分 解 . 下 面 的 结果 在 特征 零 
的 代数 闭 域 上 也 成 立 ， 

引 理 128 ROA n 维 复 李 民 数 8 的 冠 零 子 代 数 ， 则 李 代 
数 公关 于 线性 李 代 数 ad 5 有 根子 空间 直接 和 分解 


£ = 60+ Ý La, 


w€ A 


其 中 А ЖЖК 上 的 非 零 线性 函数 构成 的 有 限 集 ， 使 得 
£a Z 0, Va € А. Lla 定义 为 


£a = (z€ £ | (adh – afhjid j e = 0, vh € 9). 
ХС, EP Po 定义 为 
£o = {z € £} | (ad (1))"z = 0, V h € 9). 
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再 有 阶 化 性 质 , 即 有 
[6.09] C farg, Yo 8 € AU (0), 
这 里 ， 约 定 当 a +B # AU10 FF Sara = 0. 

证 ТИЗЕР, ВИЕ 6 的 维 数 作 归纳 法 . 
SSRF, A SHARR ad) ERE, В ad, ad 5] = 
ad [95,95] = аа. {£E ad $ PERAH аа[5, 9] 的 低 一 维 子 空间 
Фо, 于 是 [819,90] C ad[6, 65] C Фо, ИЖ ЕЕ {ЧЕ айз 的 低 一 
ЕЮ. 在 同 态 ә — ad F, ad 的 理想 Bo 的 完全 原 像 
АХА o 的 理想 ， 记 作 $0, 于 是 有 Bo = ad 90. 由 $o 
为 短 堆 李 代数 的 理想 ， 所 以 份 宕 零 ， 香 由 dim go = біш (аі 9) — 1 
可 知 dim fg < dim $. 

HERE e ЮНЕ У 多 用 归纳 法 假设 ， 所 以 李 代 数 u 
ЖРЕТ К аа (бо) 有 根子 空间 直接 和 分 解 

£ 一 To + D Éa, 
aca 
À 为 李 代数 % 上 的 非 零 线性 函数 构成 的 有 限 集 ， 又 名 C Š, 
Ša = (z € € | (ad h — B(h)(id ))”z = 0, V he ño), 
其 中 ac {0} и А. 我 们 来 证 [$s б] c Eas, V 8,ó e Á U 10). Ж 
实 上 ， 任 取 h € яо € “з є. 于 是 有 
{fadh – B(h)(id })" = 0, (аал – ё(Һ) (а ))"у = 0. 
由 归纳 法 易 证 ， 任 取 大 E N, 有 公式 
(аал — (00) + ó(h))id ) “|z, y] 
k 
= УС айл — A(h)Gd ))*т, (ad h — 8(h)(d )) ty]. 
і=0) 
所 以 我 们 有 (ad h — (B(h) + 806) 04 e, у] = 0. 再 利用 复线 性 空 
人 向 上 的 线性 变换 的 Jordan 标准 形 理论 ， 便 证 明了 
(adh — (3(А) + (a) lid ))°[=, y] = 0, 
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BI х, у] € Явц. 所 以 证 明了 (Ea, s] с fars, Y fE AU {0}. 

特别 地 , 我 们 有 [So, Ёз] C Éa, V 8 8 До{0}. 注意 到 бо ЖЖ 
零 李 代数 5 ЮТ {ИШ 所 以 有 自然 数 N. 使 得 (ad ño) = 0. 
这 证 明了 9 c Šo, 因此 [9, з] c в, V8 e À {0}, 即 根子 空间 
Ša, YB e Аш {0} 都 在 ad FRE, 其 中 ，h ҖЕ ЕШ S BJ 
任意 元 素 . 

今 由 

dim ad бо = dimad $; — 1, 

任 取 元 素 A cadh, A # ad $o, 则 存在 元 素 h c Я, h @ бю, 使 得 
А = adh. R 8 8 À {0}, 由 于 子 空间 Ёз 在 ad h 下 不 变 ， 所 
以 És 又 可 分 解 为 关于 ad h 的 根子 空间 直接 和 ， 至 此 证 明了 在 李 
代数 £ 中 存在 基 ， 使 得 ad 与 的 所 有 元 素 同 时 表示 为 Jordan 标准 
形 ， 即 李 代数 © 分 解 为 关于 震 零 李 代 数 ad 的 根子 空间 直接 和 


£ = to + 5 ` La. 
оєА 

最 后 ， [ee £0] с Barg, V а,д є A U {0} 的 证 明和 上 面 关于 
[Ša É] C вьв, У 8,5 є Аџ {0} 的 证 明 完 全 相同 ， 至 此 证 明了 引 
JE. 证 完 . 

下 面 对 复 李 代 数 的 Cartan 子 代数 来 证 明 

定理 1.2.9 Бепо 的 Cartan 子 代 数 ， 则 复 
李 代 数 £ 关于 线性 李 代 数 ad ñ 有 根子 空间 直接 和 分 解 


2#=9+ La, 


ag 


其 中 A 为 Cartan 对 代数 入 上 的 非 零 线性 钞 数 构成 的 有 限 集 ， 称 
为 李 代数 L XF Cartan Р H 的 根系 , B + 


[19,9] ся, 
[H Ee] СР, V ae A. 
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Xa -ae 各 时， 还 让 
[Ea 2-a] С. 


再 有 阶 化 性 质 


[Ea ба] С.да, Ve, EAU}, е+бєди{0}, 
[£a £] =0, Ya, fE, a+A g Au {0}. 


又 对 李 代 数 中 的 Kiling 型 В(тх,у), 有 


В(ӯ, S .)=0 Уаєд, 
B(ËŠa Ea) = Ü, Ya BEA, о+5 0. 


证 由 引 理 12.8. 我 们 来 证 明 £L = 多 ， 事实 上 , EWS 
£o, XA [9,80] C [£o £o] C So, 所 以 аай 为 李 代 数 £ 的 子 代 
уб. 上 的 线性 李 代 数 . 由 ads HAPHE, TA ad $ НЕ 
性 变换 构成 ( М Enge 定理 的 推论 2 及 子 空间 бо HEX) 由 
Engel 定理 可 知 ， 在 线性 空间 бо 中 存在 一 维基 ， 使 得 线性 变换 集 
ad $ 同时 春 示 为 对 第 元 素 为 零 的 上 三 名 方 阵 . 因此 记 dim £f, = r, 
WME fo 上 有 (adRí( (аалз): (ad Ah.) = 0, V hh- € 9. 所 
以 证 明了 (ad$%)"(Š,) = 0. H Cartan 子 代 数 的 第 二 个 人 条件 以 及 
(аа ñ)((ad H) THL) = 0 C 9 ВЯ (adL) C $, 由 归纳 法 
便 证 明了 б C 5. Ж ЊЕН Г £, = 5. 

由 Killing 型 B(x,y) 的 定义 易 证 

B(Lla, £a) =0, Yaga, 8 8 AU[0. z+ 8 Z 0. 

定理 证 完 ， 

为 了 给 出 n 维 复 李 代数 £ Саап 子 代 数 的 存在 性 ， 我 们 
引进 


定义 1.2.10 设 £ 为 n 维 复 李 代数 . 任 取 z c £. 线性 空间 2 
上 的 线性 变换 ade 的 特征 多 项 式 记 和 作 


det (Aid) – айх) = А + а{т}А 1 +... Ба, (z), 


其 中 cifzh an_if2) ЕА L БАЕВ, Н ani ПЛ 
Ар, 则 非 负 整数 i 称 为 ЖЕК О ДЕК. 又 使 得 a, (х) Z 
0 的 元 素 z RAER: ЛЕШ: Ж, 否则 入 为 ENTE. 

НЕХ, RERE е 的 元 素 zx 为 正则 元 素 当 且 仅 当 线 性 
变换 айт 的 届 尝 特征 根 零 的 根子 空间 的 维 数 怡 为 !， r AEN 
元 素 当 且 仅 当 线 性 变换 ad z 的 属于 特征 根 堆 的 根子 空间 的 维 数 大 
Ti 男 一 方面 ， 由 录 数 a, (т) 的 连续 性 可 知 ' 复 李 代数 £ 的 所 
有 正则 元 素 构 成 只 的 开 子 集 ， 而 所 有 非 正 则 元 素 构成 上 的 低 维 闭 
TE, MAMARA EMILRE € 中 为 稠密 子 集 . 

我 们 有 如 下 的 Cartan 子 代数 存在 性 定理 ， 

定理 1211 FR n 维 复 李 代数 Š 的 正则 元 素 zo, 则 李 代 数 
L 上 的 线性 变换 adzo 的 属于 特征 根 零 的 根子 空间 p 为 复 李 代数 
£ 的 Cartan FHS. 

Ш HZ zo ARERR Ө 的 正则 元 素 . 考虑 线性 变换 ad zo 的 
Jordan 标准 形 ， 所 以 线性 空间 £ 关于 ad ro 有 根子 空间 分 解 


£2=5+45 8, 
171 


其 中 е, 为 的 属于 非 零 特征 根 入 ; 的 根子 空间 ， 而 A1,… A. 为 
线性 变换 adro 的 所 有 不 同 的 非 零 特 征 根 . 且 不 难 和 引 理 1.2.8 — 
样 证 明 

(SD CH [SL CA, 1<i< r. 
FA 9 № айта 的 属于 特征 根 零 的 根子 空间 ， йип» =1, 5 
李 代 数 £ 的 子 代数 ， 

我 们 先 来 证 明 9 为 李 代数 £ ORFS. H Eegel 定理 的 
推论 1 可 知 ， 只 要 证 明 ad s5 КЕЛЕЕ КЕЛЕА ЕЕ T. 这 里 
ad, En ВЯ ad ЫЕ 方 上 的 作用 ， 

记 Éo = Da РЖ £ = $ + 20 为 空间 直接 和 ， 任 取 h c p, 
则 有 (аал) с $, (ad h)£o C €o. 任 取 te C, Alt) = zo + th, WH 
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det (Айа )—аа e (ROH Æ t HLTA, 所 以 只 有 有 限 个 根本 ,…… ,ts. 
EE t tj j=l pos, M ad (h(t)) ЖЕ £o ЕЗЕР, В ad(A(t)) 
的 属于 特征 根 零 的 根子 空间 6, C 6. 但 是 ， ad (h(t)) 的 特征 根 为 
零 的 根子 空间 的 维 数 > 1 = dim 5. 这 就 证 明了 9. = 9. 所 以 hlt) 
为 £ 的 正则 元 素 , H ad (h(t)) 在 入 上 为 宕 零 线性 变换 . HH 5 pE 
代数 £ ЮЕШ C Ж ДЕ ЕЕН] 5 的 开 子 集 ， 且 在 $ Ба, 
PW PA EBR Atih 则 存在 正则 元 素 序 列 hltaj) = zo +tojh — h(t;). 
这 证 明了 ad s (А(4;)), j= 1,…,s 由 线性 空间 Ө ЕП ЕЕЕ 
换 构 成 ， 所 以 ad (я) 由 线性 空间 5 БАЖАЕВ. Н 
Engel 和 定理 的 推论 1 可 知 李 代数 ай» ХЕНК, РТ 9 3 
李 代 数 人 的 每 零 子 代数 . 

再 证 9 EFRA £ 上 的 正规 化 子 N(5) = 5. 3E3E E, E 
He = € N(9). HT 2 = ñ + €o, 以 及 5 c N(5), 可 知 NG) = 
ñ + Ëo 为 子 空间 直接 和 ， 其 中 Šo c бо. 由 正规 化 子 的 定义 可 知 
(бо, Ө} с 139), Ө} c $, X 838 [Čo Ө} C [60,5] c Lo, 所 以 证 明了 
Eo] C HNL = 0. 这 证 明了 (хо, 50] = 0. 注意 到 正则 元 素 的 定 
义 ， 所 以 证 明了 Šo = 0, 即 N(5) = 9.. 

最 后 证 6 为 李 代 数 € 的 Cartan 子 代 数 ， 事 实 上 ， 只 要 证 明 
5 A КЖ ЕТЖ T. WES 不 是 极 大 赛 零 子 代数 ， 则 存 
在 策 零 子 代数 p, 使 得 5 C 5. 由 车 截 李 代数 的 定义 可 知 ， 存 在 
自然 数 N. 使 得 (ая), = (0) c 9. 利用 NG) = 9 及 归纳 法 
便 推出 Ў.с, REAT ЕКЕТ. ERER. 

由 上 面 最 后 的 证 明 可 知 ， п 维 复 李 代 数 的 Санап 子 代数 5 
的 定义 可 改 为 : (я АТТ, (2) 5 在 李 代 
数 £ 的 正规 化 子 N(6) = 5, 而 极 大 性 是 推论 ， 

男 一 方面 ,关于 复 半 单 李 代数 的 Cartan 子 代数 ， 有 如 下 唯一 
性 定理 . | 

定理 1212 W 5 i, 5; 为 复 半 单 李 代 数 4 的 两 个 Cartan + 
代数 ， 则 存在 复 半 单 李 代 数 中 的 内 自 同 构 о, 使 得 c(54) = 9, В} 
Cartan ГКК Fg —. 


. 24 . 


这 个 定理 的 证 明 我 们 放 在 第 四 音 , 作为 紧 李 群 的 Cartan 子 群 

aw x nes Е Н, RATRAT ERL. 
面 给 出 关于 可 解 李 代 数 及 半 单 李 代 数 的 Cartan 判别 条 件 . 

定理 1215 复 李 代数 £ 可 解 当 且 仅 当 李 代 数 < 的 换 位 子 
代数 [2,2] 的 Killing 型 恒 为 零 . 

证 设 复 李 代数 Š 可 解 ， 则 由 Enge 定理 的 推论 3 可 知 它 的 
ЖЫЕН 由 Enge 定理 可 知 在 李 代 数 & 中 存在 一 组 基 ， 
使 得 аа [2 中 的 元 素 同 时 用 对 角 元 素 为 零 的 上 三 角 方 阵 来 表示 . 
因此 任 取 v, y € (6. 0], аа (rjad (у) 仍 用 对 角 元 素 为 零 的 上 三 角 
方 阵 表示 ， 所 以 (гаа (ааа (у) = 0. 这 证 明了 可 解 李 代数 £ 的 理 
48 [S £] 的 Killing HHE ЖЖ. 

K<, ШИИ С 的 换 位 子 代 数 j£, 的 Killing HEA 
Ж. 为 了 让 明 Š 可 和 解 ， 只 要 证 明 [8,9] = £ ЙТ. үк e 中 取 定 
Санап (V S, 由 定理 1.2.9, EI £ KF Cartan FR L A 


根子 空间 分 解 
2=9+ 32, 


аєА 


ЖИЫ [0,6] # £. RETR, WMA [8 ©] = 2. 由 定理 1.2.9 可 
知 


ñ= [9. 95] + Уу [Eas £a] = >` [52,84], 


«аел а. -аєАш{0} 


АШ, w= 9. (ER o c AU{0}, 设 -ae Auf{0} {ER 
rE [Sa Ea] W 3 8 А, fE RE 


8 - pa, 8 о,8,8 toa... + де, 
19 3 – (p+ 1)e,8 + (q + 1)a é À U {0}. 考 虚 子 空间 


q 
оң = > Фарр 


j=—p 
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© z€ [Ë a £ a], 我 们 无 妨 取 这 种 元 素 z = ly, z]y € ÉQ, z € ba 
来 讨论 . 这 时 子 空间 Mo Æ ady 及 adz 下 不 变 ， 而 


tr sn ad z = tr ad [y, г] = гол, [ad y, ad z] = 0. 


但 是 zx = [иг] Є {2,2_a] C 5, Ш айт 在 Larya ЕЖ dim зза 
个 特征 根 B(z) + ja(z). 因此 
q 
tran ad z = У (dim 634 ;)(8(2) + јо(х)) = 0. 
ј=—р 


这 证 明了 
B(z)= mazal) YEA, 


其 中 
È jdim Larja 
ј=—р 

mag = ——— V 

б> dim batje 

与 元 素 z 的 选取 无 关 . 

另 一 方面 , 由 于 = € (0,2) 3 (0,0) Б Kiling 型 恒 为 零 , 所 


以 
B(z,z) = tr (ad z)? = У p(x} dim £g 
PEA 
= a(r)? У т2 gdim £a = 0. 


PEA 
Fha -асА 可知 有 根 链 
Q- pa, 2.0 — @,@,а +, O + qa, 
使 得 o (p+1)a,a+(a+3)a g AU{0}, Жер p > 2. R 8 = (1-р)а, 
则 根 链 可 改写 为 8.8 二 a,…,8 十 (p 十 ja. 这 证 明了 тов < 0. 所 


以 а(х) = 0, 因此 S) = 0, V 8 e A. 于 是 eu „]) = 
0, V e, —e € À L {0}. RI 8(5) = 0, MA 8 = 0, ВА = 0. жЕ 
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明了 复 李 代数 上 关于 Cartan 子 代数 5 RTZEN £ = 9. 
TELEP, [É,£] Z £. 这 与 假设 [6,0] = £ РН. ТАЕ Y 
假设 [€, £] 上 的 Killing 88892. M [6, £] Z €. 于 是 用 归纳 法 便 
ERTER 0 可 解 . 定理 证 完 . 

Wit Bitat Killing 型 的 核 为 可 解 理想 . 

证 由 于 李 代 数 的 Killing 型 限制 在 理想 上 为 理想 的 Killing 
型 ， 又 由 于 Kiling 型 的 核 的 Killing 型 恒 为 零 ， 所 以 证 明了 核 为 可 
解 理想 ， 证 完 . 

定理 1.214 复 李 懂 数 半 单 当 且 仅 当 它 的 Killing 型 非 退 化 . 
这 时 ， Killing 型 限制 在 任 一 Cartan 子 代 数 上 也 非 退 化 . 

证 由 定理 1.2.13 的 推论 可 知 ， 若 复 李 代数 半 单 ， 则 可 解 理 
想 只 有 和 零 ， 所 以 复 李 代数 £ 的 Killing 型 非 退 化 . 反之 ， 若 复 李 代 
数 ë BU Killing 型 非 退 化 ， 记 为 复 李 代数 £ КИНЕ, ERAO, 
于 是 在 李 代 数 c 中 存在 非 零 交换 理想 Ө. 在 G 中 取 基 ei,.…,e;， 
于 是 李 代 数 Ө 中 存在 基 eren en 且 有 


[e] =0, 1<ў<т, 


lene} = у Се, 1<ї<т, r+1<j<n. 


{ЕҢ 1 < í < r, 1 < p < n, WJ 
(adep ade;je; =0, 1<3< +, 


(ad ep ad ei) )e; 一 y ok ij Chen r+1<j<n. 
k,1=1 


这 证 有 明了 trade,ade, = 0, 所 以 Killing Ж В(0,6) = 0, 这 与 假设 
复 李 代数 £ 上 的 Kiling 弄 非 退化 饿 盾 ， 所 以 复 李 代数 С зеи. 
定理 证 完 . 

利用 定理 1.2.14, 我 们 有 

定理 1215 复 半 单 李 代数 的 微分 必 为 内 微分 . 
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证 任 取 复 半 单 李 代数 上 的 微分 D. 由 引 理 1.1.29, 内 微分 代 
数 adt AMARA Der (€) 的 理想 . 另 一 方面 ， 复 半 单 李 代 数 的 
中 心 为 堆 ， 所 以 伴随 表示 £> аас 为 复 半 单 李 代 数 的 到 上 的 同 
Fu. 这 证 明了 线性 李 代 数 ad £ 复 半 单 ， 

记 Bo 为 复 李 代数 Der (£) 的 Killing Ж. 于是， Der (8) 的 
理想 ad £ 的 正 交 补 (adL) 仍 为 微分 代数 Der (8) 的 理想 . 由 于 
Bo 限制 在 理想 ad 人 上 为 内 微分 代数 ad £ 的 Killing 型 ， 而 ad ë 
复 半 单 ， 由 定理 1214 可 知 Bo 限制 在 ad e LIBRE, RAe 
Т (ad2) п (ad£)+ = 0. НЕН D є (ad £), MJ [ad z, D] = 
—ad(Dz) є {ad £) п (ай) = 0, BP adDe = 0. 所 以 证 明了 
Dz = 0, V z € £, BB) D = 0. 这 证 明了 (а) = 0. 由 线性 
代数 理论 可 知 ， 著 ad £ & Der(ë), M| (ad £)+ 0. 因此 证 明了 
Der (Ë) = ad £. 定理 证 完 . 

为 了 进一步 讨论 复 半 单 李 代 数 号 的 Cartan 子 代数 的 性 质 ， 
我 们 引进 Jordan 分 解 如 下 ， 

定义 1.2.16 设 为 域 五 上 的 线性 空间 .， V 上 的 线性 变换 
АЖА ЖЕТЕД ЫЙ, 如 果 存 在 m < N, 使 得 Am = 0. у 半 
单线 性 变换 , 如 果 它 的 方 阵 表 示 在 域 下 的 代数 闭 包 上 相似 于 对 角 
形 ， 即 初等 因子 都 是 一 次 多 项 式 . 

引 理 1.2.17(Jordan 分 解 ) 记 A 为 复线 性 空间 V 上 的 线性 
变换 ， 则 存在 线性 空间 V 上 的 半 单 线性 变换 S ЖЕКЕ КЕЛЕШ 
М, 使 得 

А=86&+ М? 


且 在 条 件 SN = NS 下 分 解 瞧 一 ， 这 时 3 及 Л 都 是 线性 变换 A 
的 带 数 项 为 稚 的 多 项 式 . 

证 明 可 见 参 考 文献 [43], 393—396 页 ， 定 理 13.3.12. 利用 Jor- 
dan 分 解 ， 我 们 有 | 

定理 1.2.18 ЖУР БЮ, р (и) 为 一 般 线 性 
李 人 代数. {Щу Ае gl(V). За А= 5 Л БЕЯ А 的 Jordan 


HR, EPSA, МЕТ, H SN = М5, Wi 
ad.À = ad 8 + a 


МЕЕ КО g1(V) 上 的 线性 变换 ad А #9 Jordan 分 解 , 其 中 ad S 


半 单 ， ad V FẸ. 
证 ш А=5+Л Жад = adS+Aad N, 又 由 


[ad S,ad АЛ] = ad [S, N] = 0, 
所 以 只 要 证 明 ad ЗЕЕ, аал Жа Гоа. 


ЖЛЕ ad A ЖЖ. жЕ, пл 人 为 容 零 线性 变换 ， 所 以 存 
ВЖ р, 使 得 (NM)”= 0. SER Z € gl (V), 由 归纳 法 可 证 


k 
(ад А) = У (- 1) МЛ, 


ї=1 


取 k = 2р, 所 以 有 (адА/}?РЕ = DY Z є gl(V)， 这 证 明了 
(аа N) = 0, ЁШ ad N Ж. 

最 后 证 ad S 半 单 . HERRER F 的 代数 闭 包 К, 将 线性 空间 
V 作 天 化 VX. hF ads 为 线性 空间 VK 上 的 线性 变换 ， 所 以 我 
们 无 妨 设 域 F 为 代数 闭 域 ， 由 于 S 半 单 ， 所 以 在 线性 空间 了 中 
存在 一 组 基 є,--- ,ea, 使 得 


S(e] = ме, 1<ї<п, 


ДФ А, l. AT € P. 另 一 方面 , 在 线性 空间 (У) 中 取 基 Ej 1 < 
¿j < m, ВАТЕ УЛ 


eijler) = дф е, 1 < z,j,k < n. 


为 了 证 明 ads 半 单 ， 我 们 来 证 ey, 1 < ¿j < п 为 ad S 的 特征 向 
E. 事实 上 , WS = Улус, ШІН Sle) = hep 有 ЎЎ zijeij(es) = 
i,1=1 


Аер, Вр È 21е: = Apep 这 证 明 了 Tip 一 брАр. 于 是 5 = P ApEpp. 


W H: 


(ad (ку) = УА, (аа) єз) = Al Epp <ij] 
= DNp(eppes ~ ejes) = (À, А), 1 S j S n. 


这 证 明了 ads Ф, ЈЕНЕ. 

定理 1219 APERA б 的 子 代数 5 为 Санап FH 
数 ， 当 且 仅 当 万 为 极 大 变换 子 代数 , Н ado 由 李 代 数 € ЕЕЕ 
单线 性 变换 构成 . 

证 设 务 为 复 半 单 李 代 数 号 的 Cartan FER, БТ] 9 0 
X39335 f Vs, H о # ЕЛЕУ N(5) = 9. 由 定理 1.2.9, = 
代数 5 关于 ad 性 有 根子 空间 分 解 

Б=б+ у £as 
rE 

HERY L W Killing 型 B(z,y) 限制 在 Cartan 子 代 数 99 Eid 
退化 . F s ЖЕ, Ц ad AF, H| Lie 定理 可 知 ， 在 李 代 数 £ 
中 存在 一 组 基 ， 司 得 ad 与 的 元 素 可 同时 表示 为 上 三 角 方 阵 ， 因 此 
аа [9, $] = [ad $, ad 9] 的 元 素 可 同时 宸 示 为 对 角 元 素 为 零 的 上 三 
ЖЕ. 于 是 В([8,%®), 5) = trad[6, јә $ = 0. 但 是 李 代 数 人 .上 
B Kiling 型 在 务 上 非 退 化 ， 这 推出 [9,9] = 0. 所 以 与 为 变换 子 
КЖ. 再 由 身 ХЕ ЕТ. птш з» 为 报 大 交换 子 代数 . 

现在 来 证 明 айз) HERE. ER he я, 考虑 线性 变换 
adh. 今 在 钢 中 取 基 ， 再 任 取 a c A, ТЕ G, ФЕ, T adh E 
£ EHA Jordan ЕЕ, ТЕ & 上 的 对 应 Jordan №. Т Jordan 
分 解 的 存在 性 证 明 , 就 是 用 Jodan 标准 形 的 对 角 元 素来 决定 半 单 
线性 变换 S 的 ， 所 以 对 adh 的 Jordan 分解 ad h = S+ N, Еф S 
E, АЕ) WS 

S(%)=0, S(>m,) = e(h)yz,, YCA. 


正直 接 计 算 可 以 验证 Sie, y) = [Sie у] + |z, 5(0)), V т,ує 0, A 
以 S 为 李 代 数 的 微分 .由 定理 1.215, 存在 ro € £, 使 得 5 = 
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ad ro. 再 由 5(9) = 0, 有 [20,9] = {0} c ñ, 所 以 zo € N(9) = 9. 
B Л = ad(h)— 5 = ad(h — zo) £ ad 5, ЁШ Л 为 ad $ Я DU 
Z. WUES PEER, SAB N 对 应 对 和 角 元 素 为 零 的 上 三 角 方 
阵 ， 于 是 B(h — rgo Ã) = (гасб (А ~ zo)ad = 0. 由 Kiling 型 BB 在 
5 上 非 退 伐 便 证 明了 产 ~ zo = 0. ВТМ S = adzo = adh, В ad $ 
的 元 素 都 是 半 单 元 素 ， 至 此 证 明了 充分 性 . 

下 面 证 必要 性 . 设 驻 为 复 半 单 李 代数 的 檬 大 变换 子 代 数 ， 且 
ad $ 的 元 率 都 半 单 , SH [9, 5] = 0, 所 以 [ad $, ad $] = 0, # ad $ 
由 了 本 两 可 交换 的 半 单 线性 变换 构成 . 所 以 在 李 伐 数 £2 中 存在 一 组 
Ж, 使 得 ad 的 方 阵 表 示 都 是 对 角 方 阵 . 因此 李 代 数 呈 关于 ad ñ 
有 根子 空间 分 解 

£ = + У £a 
аЄє А 
其 中 A 2 9 БИЧЕ Ж КЫ ШЕ X 
£a = {r € © | [h.z] = B(h)z, Yh € $}, Y8 E A U 10). 


特别 地 ， [5, £o] = 0, 由 与 交换 可 知 C ëo. 我 们 来 证 60 = 5. 事 
实 上 ， 由 £o = (z € 8 | [h,z] = 0, V h € $) = С(9), # ë, z p, fE 
Я z € Co,z Z $, MJ $ Жото 生成 dim 5 + 1 维 交换 子 代数 .这 和 
生 的 极 大 交换 性 了 矛盾. 所 以 证 明了 £, = 9. 

Ш $ 的 正规 化 子 N(5) = 5. XE, ER z E N(9), HH 
有 [z, Š] C Яй. 4 = = > хв; 其 中 za € ба. 于 是 [h, z] = 


вєАо(о} 


> za, Y h€ 5. № [hz] € ñ EAT A(h)zə = 


HEAU{D 
0, Y BEA. 注意 到 8(л) RS h e 59 AX, 与 ra 无 关 . 6650, 
所 以 存在 he 5, 使 得 (А) # 0. 因此 证 明了 ze =0,Y ñ e A. 所 
以 由 € М5) 推出 z = zo. 这 证 明了 МЯ) = 9. 

田 一 方面 ,注意 到 Cartan 子 代 数 的 定义 中 ， 极 大 赛 零 条 件 曹 
含 在 寡 零 性 及 正规 化 子 的 条 件 中 ， 而 交换 必 赛 零 .， 至 此 证 明了 子 
代数 5 为 复 半 单 李 代 数 8 的 Самап 子 代数 .定理 证 完 . 
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现在 在 复 半 单 李 代 数 & 中 取 定 Cartan PRA S. 由 定理 1.2.9, 
所 以 李 代 数 £ 关于 Cartan 子 代数 盘 有 根子 空间 分 解 - 


£= f + Y La, (1.2.1) 
єл 
它 有 
[9,91 =0, [$5,020] Cla V x € A, (1.2.2) 
[Ea £a] C Pata, V w,B. a + B € A, (1.2.3) 
[Ë a £a] C 5, ца, -ає A, (1.2.4) 
[£a бв] =0, V а, ñ EA atg A {0}. (1.2.5) 
НХ Kiling 型 Б(хж, у), 有 
В(, 2.) = 0, YagA, (1.2.6) 
Bl£oa, Ba} = 0, Уа бел, а+8 šQ. (1.2.7) 
由 定理 1.2.19 有 
£a = {2 € 2] [h,z] = a(h)m, Vh € Ж} € A. (1.2.8) 


另 一 方面 ， 由 于 Killing 型 B(z,y) PRERA AERA L E 
非 退 化 ， 且 限制 在 Cartan 子 代数 入 上 也 非 退化 . $ А X Cartan 
子 代数 5 上 的 有 限 包 个 非 零 线性 函数 构成 的 集合 ， 任 取 a c А, 
则 唯一 存在 元 素 ha є 5, 使 得 


B(ha,h)= a(h), he Я. (1.2.9) 
记 Cartan 子 代数 $ 的 有 限 子 集 
ha = (ha | Ve € A}. (1.2.10) 
BRE AR ha 上 的 一 一 对 应 
| aha, УаєдА. (1.2.11) 


按照 上 面 的 符号 ， 我 们 有 
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引 理 1.2.20 
(1) -A= À; (1.2.12) 


(2) [Ea t-a] = B(z.,z_a)ha, Y Sta € Lia, Q € A; (1.2.13) 


(3) TR Ü = Ea Е Eas 存在 T-a Є Bas 使 得 


B(za,zm_a)= l, Уаєд; (1.2.14) 

(4) Һа = ha Yaceh, (1.2.15) 
HRE ha 复线 性 生成 Саап 子 代数 9; 

(5) B(ha ha) Z 0, V e€ A; (1.2.16) 

(6) dim f. = 1, У=єА; (1.2.17) 


(7) kA ŞEK, A a,ka € А, ЩН k= 1 BE k=l. 

证 下 面 我 们 依次 来 证 明 上 面 的 性 上 质 . 

(1) R a € A0 £ Ia € Л. FEE Q € £. HÉ (1.2.1) 
有 y= h+ D ya Жр h e ўуз € Ёз,” ñ € A. H (1.2.6) 和 


(1.2.7) A B(z.,u) = 0 4 -a А АУ. ЗИ, х. Є ker (B) = 0. 
所 以 导出 矛盾 ， 因 此 证 明了 一 a € A. 即 式 (1.2.12) 成 立 . 
(2) 尾 取 ae A, tta € Lia. TE [£a ta] € [La £a] C 5. 
因此 任 取 h € 9, 由 式 (1.2.8) 和 (1.2.9), 有 
B(h,[za,z_.]) = В(ІА, ta] 2-a) = a(h)B(z.,2_a) 
= В(Һ, Һ.) (22,2) = B(h, B(za.,z_a)ha). 


这 证 明了 В(9. ([Za, 2-a] — B{£a:2-a)a)) = 0, 所 以 式 (1.2.13) 成 
3F. 

(3 任意 取 定 0 Z r, E ш, Ж Bla, L-a) = 0， 则 由 式 
(1.2.6) 和 (1.2.7) 可 知 B(xa,2) = 0, 因此 z, € ker(B) = 0. 
这 导出 矛盾 . 于 是 存在 у. € Lo, WB Blaya) #0. Ez 
Toa = В(га,у-.) Y-a € 2-a, ШЖ B(z.,z_.) = 1， 这 证 明 
Т (1.2.14) 成 立 . 
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(4) 由 Ra 的 定义 可 知 
B(ha,h) = a(h), B(h.,,h) = —a(h), V h € 9, 


这 证 明了 Biha t+ h-ah) = 0. 所 以 hoa = 二 一 ha, 即 式 (1.2.15) 成 
з. 余下 证 Сабап 了 代数 © HARTE ha 复线 性 生成 Л. Ж 
XE, FERRER ес, 5 Z ñ. 由 于 Killing Ж B # $ E 
ЗЕКЕ, PD) D ТЕ 5 НАЕ (+ Z 0. ER ho € (97), 
MWA B(h.,ho) = 0, V a € A. HE afko) = 0, V e € A. 所 以 
(аал), = 0, V ç € A. H (ad ho) = 0 Т (ad ho)£ = [ho, £] = 
О, ВРШЕН f 8 O К £ р» r ЗЕ Җ Ж. 但 是 £ 的 根基 为 
零 ， 这 导出 耶 盾 ， 所 以 证 明子 子 集 ha 复线 性 生成 5. 
(5) SER ae A, WE A Ú (0) 中 有 根 链 
B— po B- aa BHB +ga, (1.2.18) 


其 中 p,9 为 非 负 整数 ， 又 
8- (p+ 1)e, 8 + (q + ja Z A U {0}. 
和 和 定理 1.2.13 —#FUFBBE, RJS 


B(z) = maga(s), V z € [£6, £6), (1.2.19) 
其 中 
q 
2, jdim gyja 
тоз = ————. (1.2.20) 
У dim 66 
J=—p 


由 性 质 (3), 存在 Tha Ë a, 使 得 B(z.. £a) = 1. 由 性 质 (2), 有 
[Ea t-a] = ha. 因此 取 r= Бе, 则 有 


B(ha) = B([za,z-a]) = mapa(ha) = mag B(ho, ha). 


BE B(ha, ħa) = 0, WJ Alha) = B(ho,hg) = 0, V 8 £ A. 因此 
B(ha,ha) = 0. 由 性 质 (4) 有 Biha, 5) = 0. 这 和 Killing 型 B 在 
$ EBF. RAR (1.2.16) 成 立 . 


(6) 现在 来 证 dim g. = 1, V a € A. 
由 式 (1.2.13) 及 式 (1.2.14), 存在 є. € бл, 使 得 


[Ex E-a] = Bleare ajha = Ва, V e€ A. (1.2.21) 


构造 复 半 单 李 代 数 £ 的 子 空间 
M= Ф. + $ + Ë, + бз. +», 


其 中 Ga 是 由 е-„ 线性 生成 的 一 维 子 空间 ， 显 然 (айе „ЛС 
97, (ad es) c M, 所 以 (ad ha)9t c 9л. 于 是 


tr mad ha = tr mad [ea, €a] = tr mlad ea, ad e-a] = 0. 
由 [Ra 6-a] = 一 a(ha)e-a BJ MI 
tr madha = oha) + a(he)dim £a + 2e(ha)dim +: 
由 式 (1.2.16) 有 a(ho) = B(has ħa) #0, 所 以 证 明了 


Уба. = 1. 

221 
这 证 明了 dim £, = 1, X дип б, = 0,3 > 1, HB jà ё А,1 > 1. 由 [а4 
Ҥй, И dim £a =1, бм; = 0,3 > 1, I -јафА,ј>1. 
至 此 证 明了 式 (1.2.17) 成 立 , 且 证 明了 (7): kac Ak#0, ШК = 1 
或 上 = —1. 引 理 证 完 . 

本 书 作 如 下 的 符 导 约定 ， 有 时 元 素 h. єў Еа. 所 以 有 时 
“єў, 有 时 aE 5*. RE, p 是 线性 空间 角 上 的 所 有 线性 函数 
构成 的 线性 空间 ， 称 为 线性 空间 5 的 对 偶 空间 . 

引 理 1.2.21 符号 同上 , 任 取 aea,6eAutol 有 Aufol 
中 的 根 链 

月 一 pagaa ,PB— e, 8, 8 + a, ñ + вые, (1.2.22) 
其 中 pga, qas 为 非 负 整 数 ，B- (pga +1)a, B+ (qas 1а @ AU{0}, 
则 


2B{6, | 
ү =) = рва 一 98а, (1.2.23) 


ҢА+КЕ A U 101, 其 中 k > gaa ү k < Pse. 
Ш ш 20 = 9, 构造 复 半 单 李 代 数 £ 的 子 空间 
qaa 
m= y` Epika 
Е=—рза 


取 Lia 的 基 元 素 ers, 使 得 


[lease_al = В(е„,е_„}е = а. 


由 式 (1.2.17)—(1.2.20) 有 


可 So 
7dim Leora 
bla) = -alo), vAea. 
у; ашё 
了 一 一 PBa 


车 后 十 ja € A, —Pna < j < daas 则 dim Lg+ja = 1. 于 是 Bla) = 


2 (Рв — Фва)а(о), 即 式 (1.2.23) 成 立 . 若 存在 


了 Є {—рваз` t —1,0,1,:--,9ва}, 
使 得 8+ ja = 0, РЕ 8 = 一 ja. 由 引 理 1.2.20 的 (7) Я ; = 1 
或 了 = -i ARH 8 = a 时 ， 根 链 只 有 a 一 20,0 — aa BD 
faa = 0, Paa = 2. 而 рь 一 faa = 2, 所 以 式 (1.2.23) 也 成 立 . 当 
В = 一 a 时, 根 链 从 有 一 a 一 a 十 a, 一 a 十 2o, B P-a = 0, -aa = 2. 


_ _ _„ 2В(а,а) _ _ 、 
而 р-аа—@—аа = ~2, Ba = 2. 所 以 式 {1.2.23) 也 成 立 . 


这 证 明了 前 一 断言 . 
现在 证 后 一 断言 . 今 


В+ (qas + 1)а, ---,8 + (ва + r)o ¢ AU {0}, 
В + (gaa +r +1)a, -0,8 + (qas + r + s)a € A u [0), 


H 8+ (qaa +r +s + 1)a é AU{0}. RĀ = 8 + (qaa + r + 1), 则 有 


2В(8, а) = —(a — 1)В(а, о). 


代入 有 
2B(B,0) = — (s – 1)B(e,o) — {ga + r + 1В(0, о) 
= – (208. + 2r + s +1) В(о, a). 


这 证 明了 рво — qaa = —2qaa 一 27 一 8 一 1. 所 以 pas Р9во 271-8 = 1. 
因此 ”= 0, р 8 + qa e @ A U (0). ХЖ два 的 选取 牙 盾 ， 
再 8 一 (ppa + 1)a, ,8 — (рва + т)о ё A U {0}, B — (Psa +r + 
l)e;- ,B— (рва +T + S)O Є Au{0}, B-(pea tr+st la ё Ашо}. 
Ez 8 = 8 – (рва + r + sya, WA 28(8,а) = 一 (s – 1) В(о,а). 由 
В = a – (рва +т + з)а, 有 
2B(8,a) = 一 (8 一 1)B(asa]) 十 2(paa +r + 5) В(а, о) 
= (2рва + 2r + 8 + 1)B(a, а). 


УХ ШЕ ЯД 了 Pase — qaa = 2рвь +2т+8+1, 所 以 Ра tgga F 2r+s+1 = 0. 
又 推出 矛盾 .至 此 完全 证 明了 引 理 . 证 完 . 
引 理 1.2.22 符号 同上 .我们 有 


(1) [£26, £] = Lag, tx, Ba + 8 Є A; ` (1.2.24) 

(2) Ваа) = 4( E (Paa — 9.8) Т! уаєд; (1225) 
PEA 

(3) Iz-a,[za,z8]] = 2 ава (ppo + 1)В(о,а)ав (1.2.26) 


其 中 卫士 ae Є Lia, Za € Хв, а, В € A; 


(4) Hacs, ME c> 0, Ж co € A, | c= 1 8 c = -1. 

证 (1) W e,Bñ a + B € A. HFEA аю; = 1, V ë € A, 
所 以 为 了 证 [£a Sal] = É, +a, 只 要 证 [La Sa] #0 ЖТ. ШК 
然 ， 即 有 [a , £a] = 0, 考虑 根 链 


B-—pa,--. 8-a, B, B + =, Bñ + ga, 


其 中 6 — (p + 1)e, ñ + (q + l)a @ A Ú (0), 所 以 有 2B(6,a) = 
(р =9)B(taeal， 另 一 方面 ， 考 虑 复 半 单 李 代数 С 的 子 空间 ОЛ = 
>: й+о: 由 [Ee #a] = 0 可 知 ade,(£a) = 0, V e, € Л H 
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式 (1.2.13) Ж (1.2.14), 我 们 可 取 еъ. € Lao, 使 得 [ea,e-a] = 
Blen e-aja = а. 于 是 有 (айе„}йЙ CM, (adea) McM. 因此 ， 
(adoj)9R C WM. X trado = tmad[eue-a = 0. 另 一 方面 ， 
trmado = 2 十 (ojidim Lasia. 我 们 来 证 当 i < 0,8-1 Є 


A BJ, аш буа = 0. ERE, 车 B+ia =0, 8 = -ia, 所 以 
只 有 := -1, 即 有 =a 但 是 a+6 eA, 这 导出 秘 盾 ， 所 以 证 明 


了 B+iae Ai=0,-1…,-p. ШУ (B(e,8) – iB(a, a)) = 0, Bl 
i=0 
有 2B(a, 8) – рВ(о, а) = 0. 但 是 2B(a, 8) = (n— д) В(а, а), 所 以 
4 一 0. ЖУ 38+еєА FA. 至 此 证 明了 式 (1.2.24) 成 立 . 
(2) 为 了 证 式 (1.2.25) 成 立 ， 直接 计算 
В(о,а) = tr (ad a}? = у, (В(а))? = >》 B( Bla, 8)?. 


ГЕ a Be A 


由 式 (1.2.23), 所 以 有 Bloa) = 3 Y (рәв — во)? В(о, а 由 式 


4 = 
(1.2.16), 所 以 式 (1.2.25) 成 立 ， 
(3) 为 了 证 式 (1.2.26), RER te E bias 使 得 [ga -al = 
BB(za,X_a)a = о. 于 是 问题 化 为 证 明 


[E-a [£a zg] = 24р + 1)B(e,o)za, (1.2.27) 


К 8 – ра,-.-,8 – 0,8,8 +0,--:,8 + да є АО {0}. УЖ 
B-(p+1)o,8+(q+1)a ¢ AU{0}. 于 是 有 2B(5,a) = (p-q)B(e, о). 
Hasat, A q = 0 所 以 式 (1.2.27) 显然 成 立 ， 当 有 za 

时 ， 在 s-ra 中 取 基 zo, 作 向 量 序列 
zk = (ad To) xo € Хвара, k=0,1,2,..., (1.2.28) 


BE k > p+g 时 有 zx = 0. 由 式 (1.2.24), 我 们 有 z; Z 0,k = 
0, 1,---,р+9. 下 面 用 归纳 法 来 证 明 


п + Ер +а- Ё) 


[£-a, [£a £k] = Bia, а)хь. (1.2.29) 
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EXE, Ba (p+ 1)a g АЦ {0}, 所 以 [r-a zo] = 0. 因此 
(=, [Ta xol] = [=_2, za]. zo] + EZT [za zol 
= — |æ, zo] = —{(е) — pa(e))zo 
= (рВ(а, а) ~ B(e,8))zo = 274 В(а, о)то. 
这 证 明了 当 上 二 0 时 式 (1.2.29) 成 立 . W k = m 时 式 (1.2.29) 成 
3F, FULDERTUF k = m + 1 时 式 (1.2.29) R. 事实 上 
[z-。， [£a Z+a+1]] = [z-a Tals m+] + [ra, [£as Zm+1]]. 


由 
[ta T-a] = а, “m+ € Lgrtmti-p)a 
所 以 
[2,2 Tmti] = [azm+il = (B) + (m + 1 — р)е(е))ть+1. 
将 28(e) = 2B(e, 8) = (p —q)B(a,a) 代入 ， 有 


+ 
[tarta], тау] = (m +1- #—)В(а, ademt. 


又 由 式 (1.2.28) 及 归纳 法 假设 ， 有 


[£as [т_„, Ж] = [tas [z_a, [£as zam]] 
_ (m + 1)(p +q — m) 
2 


В(а, а)[т, Em) 


Ні 


_ (т + 2)(p + q — m — 1) 


> B{a, а)ты д. 


[e-a [Za 2m] 


H 3485 ВЯ TA (1.2.29) 成 立 . 
ЇН, R k= р, HJ zp € La, BOL rp 为 za, WE 


(1 + p)q 
2 


[T-a [zas za]! = В(«,е)тд. 


即 武 (1.2.26) 成 立 . 

(4) 设 c 关 0 为 复数 ， 且 a,ca € A， 取 6 二 ca, 作 根 链 
(c—p)a,:-, (e—-1l)e,e,(c+1)a,... (etaa, HP {e—p- lja, (ctat 
оф AU {0}. FES 2Н(се,е) = (р 4) В(о,а). X В(о,а) #0. 
因此 证 明了 c = 2—7, BB c 为 整数 或 为 半 整 数 ， 由 引 理 1.2.20 的 
(T) 可 知 ， 当 上 为 整数 时 ， 由 ce 关 0 [д e = 1 BÉ c = —1; 5 c 2 
半 整 数 时 ， 记 作 c= itm 其 中 mm 为 整数 ， 由 c= 
链 可 政 写 为 


ptg Ptg 
-P ia, Ea, 

而 p+9 为 奇数 .这 说 明了 zaeA 或 -zaeA' 而 55а) = a. 
由 引 理 1.2.20 的 (7) МЕШ РШ. ЖЕН Y c 必须 为 1 或 —1. 
引 理 全 部 证 完 . 

定理 1.2.23 记性 为 复 半 单 李 代 数 £ 的 Cartan 子 代数 ， 且 

#=5+ б 
«єл 

为 根子 空间 分 解 ， 其 中 A 为 根系 . ЩА 实 线性 生成 复线 性 空间 5 
的 实 线 性 子 空 闻 Sr 9r 有 性 质 

(1) 复 半 单 李 代数 L B) Killing 型 B(x,y) 限制 在 实 线性 空间 
Hr 上 为 内 积 ; 

(2) 根系 A 的 元 素 (为 复线 性 空间 六 上 的 线性 函数 ) 限制 
在 实 线性 空间 Өк 上 为 实 线性 函数 ; 

(3) 实 线性 空间 Sr HEIE HE = 

证 H> (1.2.23) 和 (1.2.25) A, ER e,8 E€ A, Д B(a,8) 
为 有 理 数 ， 这 证 明了 复 半 单 李 代 数 习 的 Killing 型 B(z,y) 限制 在 
实 线性 空间 Sr 上 为 实 对 称 双 线性 函数 ， 我 们 来 证 它 正定 ， 事 实 
E, ERX MaYa cA, 使 得 无 = Ула +0. H h € p, 有 

B(h, h) = tr (ad h)? =>, Bih 8) = Y (35 MBla, 8))# > 0, 


ЗЄА EA 
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B BR) = 0, W 57 А. В(а. 8) = 0,v8 є A. H5]3 1.2.20 的 
xc A 
(4) 可 知 B( 57 Лао, а) = 0. 但 是 Killing 型 在 身上 非 退 化 ， 所 以 
жє А 
h= У Аа = 0. 这 证 明了 B(h,h) 在 实 线性 空间 Әр 上 为 内 积 . 
og 


所 以 (1) 成 立 . 

$ h € $a. A h = Уу, Aab, 其 中 А € R,v8 £ А. SER 
e € À, W о(ћ) = 55 Аза(8) = Y Xa B(a,8) € R. 所 以 证 明了 名 的 
元 素 限 制 在 实 线性 空间 Өл БОЗ ЕЕ Ж, ED (2) 成 立 . 

最 后 证 实 线性 空间 9r 的 复 化 为 Cartan 子 代 数 . 事实 上 , 由 于 
А 为 бн 的 实 线性 生成 元 素 ， 由 引 理 1.2.20 的 (4) TH А 复线 性 
生成 9. 这 证 明了 Өк 复线 性 生成 5, ME 8 = ña + V Sr Z 0. 
邻 复 半 单 挛 代 数 Š É) Killing 型 Blz, 切 在 Өл 上 正定 ， 所 以 在 
V 一 15R EAE. ЖН (ña) n(V-15aR) 上 既 正 定 ， 也 负 定 ， 所 
LEFF. 这 证 明了 pan IINR = 0. 所 以 实 线 性 空间 S 的 复 
化 55 = 9. EEEE. 

现在 在 实 线性 空间 Өң 中 引进 一 种 序 如 下 ， 在 sx 中 取 定 一 
组 基 ei... es. Әл 的 元 素 h = У ме, 其 中 А) =. = X. = 


0, Аг > 0, ШЖ А 为 正 元 素 ， 即 > 0. 显然 ， 它 有 性 质 

(1) 人 在 取 两 向 量 hh єк, ES h > k q h - b > 0. 于 是 
Эп "ЕРИН И hh 6 бн, h > M E h = h А! > h; 

(2) ВА, АА" E Ñr, HB h> h ht > h', WE à > h”; 

(3) h hig € Bn, B h > №, g > g', WMH h+ g > h tg 

(4) RA Rk esa X€ R H >O WH ñ > kK АҺ > АМ. 

这 样 一 来 ， 我 们 在 实 线性 空间 Sr PITIE. MA, 
这 个 序 与 基底 的 选取 有 关 ， 

由 于 李 代 数 上 的 Kiling W B(s, y) 限制 在 实 线 性 空间 条 pn 上 为 
内 积 ， 于 是 可 考虑 Өн ЕУ Б] 5. 利用 бл 上 的 内 积 Bley), 
我 们 建立 线性 同 梅 f — hr 使 得 Fh) = Б(Һ,Һу), Yh € Sr 因此 
对 实 线性 空间 Sa 的 序 , 可 以 定义 共 固 空间 р 的 序 , EI һу > ha 
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当 且 仅 当 了 > g, Vf.g € Ў". Ж} $h 的 这 种 序 ， 性 质 (1) —(4) 仍 成 
3. 利用 这 个 序 ， 在 根系 A 中 可 以 进行 比较 . 我 们 有 

X 1.2.24 很 设 和 符号 间 上 . 

(1) ЖКА 的 元 素 o 称 为 EM, 即 a > 0, (h, > 0) 根系 
A 的 元 素 = RA я, BD a < 0, (h. < 0). 根系 A 的 所 有 正 根 构 
RETR AT 称 为 复 半 单 李 代数 4 关于 Cartan FRE H i EAR 
系 . 根系 A 的 所 有 负 根 构成 的 子 集 A 称 为 复 半 单 李 代数 三 甘于 
Cartan FRA S 的 ШЖ. 

(2) ERER AT 中 取出 正 根 о. o 称 为 单 根 , 如 果 a 不 能 表 
示 成 两 个 正 根 的 和 ERA АУ 的 所 有 单 根 构成 的 子 集 URAN 
FEER о KT Cartan FA H M ARE. 

由 正 根 系 和 负 根 系 的 定义 可 知 有 


A = ATUA, AD 门生 -一 有 -At = A. (1.2.30) 


显然 , 正 根 的 定义 和 次 序 有 关 , 从 而 单 根 的 定义 和 次 序 有 关 ， 
因此 和 实 线性 空间 Sr 的 基底 选取 有 关 ， 

单 根 系 的 重要 性 在 于 它 刻画 了 复 半 单 李 代 数 在 同 构 下 的 全 系 
不 变量 .为 了 证 明 这 一 事实 ， 我 们 来 讨论 单 根系 的 性 质 . 

引 理 1.2.25 符号 同上 ， 复 半 单 李 代 数 ë 关于 Cartan FR 
数 5 的 单 根系 II = {a1,…,cu} 有 性 质 | 

(1) ERa дєп, Ша- 8644; 


@) едеп, arp, А RCE зеен, 


(3) ÆR A € At, a ë II, WFE o cI, #8 а-а; € A+; 
(4) ÆR e € At, 则 存在 正 根 序 列 


Ci 十 Dis Oi + aa +--- + о, = x; (1.2.31) 


特别 地 ， 正 报 为 单 根 的 非 负 整数 线性 组 合 ; 
(5) 单 根系 工 = {ол, a) 构成 实 线 性 空间 б 的 一 组 基 ， 
因此 {han has} 构成 实 线 性 空间 Sr 的 一 组 基 . 
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证 (1) 8 e, d e IL Ea — B 8 A, M 8 — a € A. 所 以 
我 们 无 妨 设 3=a- 8eA+. 这 证 明了 o = ó + 8. 即 单 根 a 为 两 
TER 8.5 的 和 . 这 和 和 单 根 定义 巴 盾 ， 所 以 证 明了 a 一 B84¢ A, Вр 
(1) 成 立 . 

(2) 任 取 wa,8eIa 关 8 ЕЖ (1) A 8 — = @ À Ú (0). 所 
以 有 根 链 8,68 1+a,... B + дво, ПВ — =, 8 + (gaa tija @ AU 10), 
ВП paa = 0. 由 引 理 1.2.21 可 知 


2В(а, д) _ _ _ _ 
Bla, a) = Phe ~ ffa qaos 


即 为 非 正 整数 . 这 证 明了 性 质 (2) 成 立 . 

(3) ER oac Atag RAKETE ic {1,2,...,1}, 使 
得 a 一 ai € At, RETR, Ша-а g AT,1 < í< L. 于 是 a 2 
T =; 的 根 链 有 рь, = 0, 所 以 


2В(а, о) = — qea, (аң, о) < 0. 


由 于 正 根系 为 有 限 集 ， 而 a 为 正 根 ， 所 以 a BP o,a 的 
非 负 整数 线性 组 合 a = E ma. 于 是 有 


i Н 
2B(e,o) =2B(a, Уто) = 2 У\т.В(а,о:) < 0. 
t=1 i=1 
ЊТ £ #0 Killing 型 B ТЕ Өл 上 正定 ， 这 证 明了 a = 0, 所 以 
Жаєдї FA. 这 证 明了 (3) 成 立 . 

(0 ВЖ (3), ER a c A+, Жа 为 单 根 ， 记 作 о, ME 
©, = Жао ЊВ, MFE i Є {1,2,...,1), Ж aaa € 
А+. 因此 由 归纳 法 便 证 明了 性 质 (4) 成 立 . 

(5) 我们 来 证 单 根系 H = {an a) 为 实 线性 空间 pa 的 
一 组 基 . 由 性 质 (4) 可 知 ， 任 取 a < A, Шо Emo, 其 中 
ma ma 同时 为 非 正 整数 或 同时 为 非 负 整 数 . Sr 由 A 实 线 
性 生成 ， 这 证 明了 ял 由 ai ,a 实 线 性 生成 。 因 此 ， 汶 了 证 
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{ол с.о} 为 Ән 的 一 组 基 ， 内 要 证 明 ai,……az 实 线性 无 关 即 
п]. 

RETA, ШТЕТЕ Ла АЗС ац, с-а 使 得 > aa; = 0. 
因为 在 下 面 证 明 中 指标 的 次 序 并 不 重要 , 我 们 无 妨 设 存在 1<r7 < 
L 使 得 

a> 0 ea >0, аы ai 一 0 
所 以 в 中 有 元 素 


r 


А = Уу aia; = у) (—a;)a;. 


i=1 i=r+1 


邻 复 半 单 李 代 数 全 的 Kiling 型 В(г,у) 有 


0 < B(h,h)= В(У ао, Y  (—a;)a;) 


了 一 十 1 
一 Уу у, a (—a;)B(a;,a;). 
i=} j=r+1 
今 ө Z аз, 由 性 质 (2) 可 知 Blai,ay) < 0. 这 证 明了 B(h,h) = 0. 
FFEIL h = 0, EP A = У ao = 0. BE a Ee At, фа > 0.1 < í < +. 
i=l 


由 aoar>0 可 知 У ao > 0. 这 就 导出 矛盾 ， 所 以 证 明了 性 
i=] 


质 (5). 引 理 证 完 . 

Hi Cartan 子 代数 的 共 生 性 定理 ,我 们 可 以 引进 一 种 不 变量 ， 
ВКТ Cartan 子 代数 的 单 根系 的 元 素 个 数 ， 称 为 此 复 半 单 李 代 
数 的 秩 . 

定义 1.2.36 给 定 复 半 单 李 代 数 忠 的 单 根系 H = {ah 
ШЕЕ 实 对 称 方 阵 


Б(«у,ел) ++ Blana) 
: : (1.2.32) 


Biana) :++ B(oa,a;) 
. 44 


称 为 复 半 单 李 代 数 2 的 Cartan Ж. 它 是 实 线 性 空间 Өл TK 
于 基 oi, ya 的 Gram 矩阵 . 

引 理 1.2.27 Cartan 矩阵 为 实 正定 对 称 方 阵 . 

证 ”由 于 复 半 单 李 代 数 前 Killing 型 B(x, 限制 在 实 线性 空 
间 Өн 上 为 内 积 ， 而 单 根系 的 元 素 构成 Sa 的 一 组 基 . 所 以 证 明 
了 Cartan Ж ЕШ. 引 理 证 完 . 

为 了 证 明 Cartan 矩阵 为 复 半 单 李 代 数 在 同 构 下 的 全 系 不 变 
Ж. 我 们 来 详细 讨论 乘法 表 . 

设 世 为 复 半 单 李 代数 ， 取 定 Cartan 子 代数 9, 则 有 根子 空间 
分 解 


б=б+ уйл. (1.2.33) 
ogå 
由 dim £a = 1,Ya € А. Æ Lia 中 取 基 eLa, 使 得 
[eas-a] = Bla, -a)r = a. (1.2.34) 


另外 ， Cartan 子 代数 有 基 har 了 以 有 
[А.з ha;] = 0, [А.е] = afha; Jea = Bia; ajea, (1.2.35) 


[ha €a] = —a(ha,)e_a = Blai, oea. (1.2.36) 
再 车 a, BEA a+ g A U {0}, ШЖ 
lea, ea] = Nçees+a = Ù. (1.2.37) 
余下 为 
leases] = Nageasa, Ya,Ba+fea, (1.2.38) 


其 中 N.a # 0. 我 们 有 
引 理 1.2.28 符号 同上 . 
(1) Nag + Nga =0, Vo,8,a + 8 € A; [1.2.39) 


(2) Naa = Nay = Nya, Уо. 8, у EA, о +8 +7 = 0: (1.2.40) 
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(3) NasNys + Nas Nea + Nas Nas = Ü; (1.2.41) 
Уа, By, € Ае + B+ y ó = 0б,а+ До + у, а фб А, 


(4) NagN я = -allt Раа) ра а) (1.2.49) 


证 由 [ea,ep] = -lep ea] 可 知 式 (1.2.39) RY, 再 由 af 二 
Y= 0 及 Killing 型 的 不 变性 ， 有 
Bllen, ез], ey) + В(ев, [ea Eyl) = 0. 


所 以 N.aB(e_..e-.) + Аш B(ea,e_a) = 0, Ж N.a +Na = 0. Hi 
TE 8 (1.2.39) 有 Naa = №, 同 理 N.a = Nay 这 证 明了 式 (1.2.40) 
RSE. 
由 Jacobi 恒等式 ， 注 意 到 a,8,Y,# 中 任 三 个 相 加 不 等 于 零 ， 
所 以 有 
[Ea ea], є.) + еу, ea], ен] + ев, es], €a] =0, 


即 有 Naa Nara + Nya Naty + Na. Мача = Ü. Z Є=е+80Є 
A.S + Y+ Š = 0, Щз (1.2.40), 有 Мез, = Мы. š n = a + y € 
A.n+ 8 + á = 0, 同 理 Narra = Na. RE, 记 = e + ó є 
AÇ тау =Ü 所 以 Natya = Noca WÑ —Ç + a + ó = 0, 所 以 有 
Na = Мыз. 至 此 证 明了 式 (1.2.41) 成 立 . 

现在 证 式 (1.2.42) 成 立 ， 事 实 上 ， 由 式 (1.2.26), 有 


工 
NaaN_ matgen = ga (Paa + 1)8{«, ajeg. 


б y = e + 8, 9 (~-a) + y + (B) = 0. Ш (1.2.40) Ж Nag = 
N-a-a- 国 此 式 (1.2.42) 成 立 ， 引 理 证 完 . f 
É £ BAKA TAM EOS 9, 为 和; 的 Cartan 子 代 数 . 
КТАН Н, Bi 为 &; 的 Killing 99, 1=1,2. 记 
= {айза 为 复 半 单 李 代数 5, WARR, Bo, a) 
fh 的 Cartan ЖЕЕ. 若 存 在 复 半 单 李 代 数 ©, 到 P, 上 的 同 构 о. 
显然 о(б,) 为 复 半 单 李 代数 82 的 Cartan 子 代数 ， 由 定理 1.2.12， 
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复 半 单 李 代数 的 Cartan {ЖЕСЕ +, 所 以 无 妨 设 c(5:) = 92. 
由 根子 空间 的 定义 可 知 


ӨЧ) (ze e, | [A,r] = ahe, v hO) є 9). 
于 是 o([h(), z]) = о(А0)о (с), 即 有 
lo (A H) o(x)] = ahol) V В) € 
今 (591) = 52 给 出 共 示 空间 5; 到 Ө: 上 的 线性 同 构 c*, 它 有 
Pet) = 9), v e ət, 


所 以 
(с*а)(о{һ®)у = a (hD). 
即 有 
[е (А), о(2)) = ("aoh Dele} VAD єў, 
这 证 明了 


(1)y — pt2} 
о(Ё Г?) = £a): 


主 是 证 明了 ec"(Al) = А». ÆA 中 取 单 根系 II, = {а!2),.-.,002)}, 
ШП, 的 元 素 构 成 (6J)a 的 一 组 基 . 显然 按 这 组 基 定义 的 正方 向 ， 
ВЖЖ L. AFM, (0(000),---,0(00)} 为 (Dar 的 
一 组 基 ， 按 这 组 基 在 (Sr 中 引进 了 正方 向 ， 于 是 证 明了 H; = 
dalaf), -o(a 为 单 根系 ， 且 有 


ola) = а, B, (AQ), a)  В,(о(л®)), o(a), 
而 o(a) = al Va c д. 特别 地 ， 有 
В. (047), о) = BaP 410), 1<ук<1. 
这 证 明了 Cartan 矩阵 相等 ， 反 之 有 
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定理 1.229 设 &; 是 秩 为 上 的 复 半 单 李 代 数 ， 9. 为 P: 的 
Cartan 子 代 数 ， 记 Ai 为 5 关于 5 的 根系， П, 为 单 根系 ， В, 
为 £: $ Kiling 型 ， 记 单 根系 I = (ab)... a Р}, Cartan 矩阵 


Во, аб). (1.2.43) 


19 1= 1,2. 如 果 复 半 单 李 人 代数 О, 及 S 的 Cartan ERES, W 
£1 和 5» 同 构 . 
证 + Cartan ERAS, MA 


В. (а, а) = Bala a), 1< jk < 1, 


于 是 我 们 有 一 一 对 应 关系 o: а) -+ «1 < ; < L. 注意 到 
aP, o aÀ 是 实 线性 空间 (9:)a 的 实 基 ， 也 是 复线 性 空间 б; 的 
复 基 ， 所 以 我 们 利用 一 一 对 应 o 可 自然 地 扩充 为 复线 性 空间 Ho 
到 52 上 的 线性 辣 构 ， 


l I 
cf》 ма) = У` мо, УА, MEC. 
t=1 з=1 

它 诱导 了 (m) 5 ПН] (9) 到 (Dr KRZA (Hah 上 
的 线性 同 构 o°. 

我 们 先 来 证 明 o*(A1) = A PXE, REER c*(A,) C 
Ао. 同 理 有 (c-1)"A, С Ar. 由 于 Al K A; 都 是 有 限 集 ， 便 证 明 
T (A) = А. 9—51, BA cle) = о, 所 以 只 要 证 明 


Н 
с(АТ) C А] ЖЕТ. 5 Ау 的 元 素 可 表示 为 x = > mei, 其 中 


ma: ти 是 非 负 整数 . 我 们 称 32 ms = lal 为 a 的 长 度 , 因此 可 对 
i=l 


长 度 作 归 纳 法 . KEN з-1 л 8 e AT, 有 o"*(B) E As. 现在 
考虑 长 度 为 s(> 2) лає A?. 由 式 (1.2.31), 在 根系 A 中 存在 
单 根 , 为 符号 方便 起 见 , ЗОНА Е al, 使 得 a = Ваз, дє 


AT, 于 是 gaa, 2 1. W 281 (61, 8) = (pasa, — во) В: (0л, 01), 因此 
h @* (Ө), oa" (у) с АТ, AH 

с") — Prime (a) (a) a+ (8) — o"a), с(8), 

с*(8) Ta (al ,0"(8) + doyo tan (01), 


使 得 
с" (8) — (р.з) аа) + 109" (01) é As {0}, 
* (8) + {Че (зе (оа) + 1)0*(01) @ Az u {0}. 
所 以 
2В,(0*(8), о"(а:)) 
= (Prio ta) T Jarioa 82(0"(01),0*(02)). 
这 证 明了 


Paraat) T Wp (or) = Рол  Q8es ° 


我 们 来 证 o(a) = о'{8)+ far) є АЎ. RETR, WA 
Getay arraaj = 0, 于 是 


PBma 一 Prihal) + два. 
但 是 8 二 ail =at д}, 8 два, 21. 因此 有 
Раа, > Potpyatos)} > 0. 


5 B- oy, 8 — 2ey,-- 8 — pa a ei Є AYU {0}. # 8 — joy = 0, 
则 只 有 了 = 1, 所 以 8 = or , BE ñ +o = a € А, 20 € 
Ду. AFATA. AMEH У 8 -al :月 一 Penal € Ar. 由 
T Bñ є AZ, 所 以 是 ai :ar 的 非 负 整 数 线性 组 合 ， 这 证 明了 
8 — јо € AT,1 < 73 < ра, 且 长 度 都 小 于 s. 由 归纳 法 假设 可 知 
0"(8 一 jo) Є А},1 < < рва, ЖЕ У р). ay ota) 2 Pao Ж 
FATA. ZIEH TEES s 的 正 根 < 有 e*fa) є AT. 所 以 证 
明了 o*(At) = Az. 
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最 后 ， 为 了 证 明 z 可 开拓 到 整个 复 半 单 李 代数 о, 上， 和 使得 
00201) = £ 为 同 构 映射 ， 我们 在 复 半 单 李 代 数 & 中 取 适 合 条 件 
(1.2.33)—(1.2.38) 的 基 ， 要 证 明 在 复 半 单 李 代数 £2 关于 Cartan 
子 代数 52 的 根子 空间 分 解 22 = 9: + у, £. 的 一 维 子 空间 


е) 中 存在 基 疝 量 elp 使 得 对 应 


са 
(ea) = еч (о) Є Pa 
可 扩充 为 复 半 单 李 代数 8, 到 €, 上 的 同 构 ， 


今 
[ее =0, [efeasjelarj] = 0. 


x | 
[А, ea] = а(Һ}е„ = Bi (ta, h)ea, Ve € А. 


而 
Во(о(ћ.), oth)) = Bi(he.h), YhE Ў, ає д, 


X о(еа) = е. E LP 所 以 有 
ollh, eo) = 再 (Ru ћо(е,) = Bz2(o(ha), о(һ))о(е,) = [e (h), о(е.)]. 


ВЖ, од) = А 可 知 当 a,8 є Ai,a + g A, u (0), BJ 
a* (a), 0° (8) є Аз, с"{о) + o°(B) é Az u (0), PT 有 


afea ea) = [o (ea) (ев) = 0, Уа, Ве Aye + B g A; U {0}. 
叉 由 lea, e_a] = Bite, –о)л. = ho, 同样 , 我们 可 取 без (а) ера) 
有 Balega oc) = 1, Ya e d, 因此 有 
[ea (my Er: {a)l = hç (д): 


所 以 有 
о([е2,е..)) = [eleo), olea), має A. 


余下 要 证 
[olea), с(ев)) 一 affeu ep)) = Nago (Eata), Уа, Ba + д Є А1, 
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即 证 
[olea), olep)] 一 Nozstaya (80 leagh 

其 中 М. асц) = Мав, Vabat EA. RAER, RIEU 

明 在 gt， 中 存在 基 元 素 cp 使 得 


letap 60-08) = ез®е+(ау+е (8) Ve, буа + 8 E Д1. 


将 АЙ Ал Tk K A NIE HR, ER E, o Є Az, 当 —& < <£ 
时 ， 存在 БАЙ 后 得 Bile E a) =1, X3 -E < а, В,а+8 Ea дє 
Ao, + B # 0 时 有 


[ea ep] = Nar-ita)a -i (0) Eate 


我 们 来 证 明 存 在 epele 使 得 Во(е,,е y) = 1, НҢ -Esap at 
PSE а,й € Anat # 0 时 有 


les, eal = М--чоуе+-цвуё„+ъв- 


证 明 如 下 ， 若 不 存在 mE E Аз,—{ <з„б < 5, ЕРЕ =л +. 

这 时 任 取 2), 000 中 适合 条 件 Blee x) = 1 HETE сс, 
RIT. ERE mE € А-6 < n,Ç < £, 使 得 上 = n+ AE 
纳 法 假设 我们 已 求 得 epep 而 [epe] < LP. B £ e A 可 知 
le. ez] #0. + 

e = Neuter-1(0 [em ec] 
因此 有 

[en ee = N;-—tetaya*ytC ee: 
再 在 çU) 中 取出 е^, 使 得 Bz(et,e' о) = 1. 这 样 便 取 定 了 ee. 因 
此 问题 化 为 证 明 e. 的 选取 与 < 的 分 解 £= n + 的 方式 无 关 . Ж 
实 上 ， 这 时 车 有 af € As, < e,8 < 6, X £ = a+ 8, НЩ Ж 
不 是 = +. 我们 来 证 明 


Ne- (т), olem 6] = No веса): es]. 
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首先 , H£ =+ = a+ B, MAA a+ B+ (—n) + (—Ç) = 0. 而 
二 = € £ 0, (a, 8) = (n, ©), (бр). 所 以 a+(—n) 0,a+t+(-&) É 0. 
由 式 (1.2.41) TR a+ (л). а + (E) € А; 时 有 


1 BN ye +: р N c a + Мы Ми эр = 0, (1.2.44) 
其 中 
a = 0" l(a), =0 (В), т = 07100), = or (4) € A). 


H Fo+(—m) # 0,e+(-() Z 0, Ц aq ( n) é До BF 8+(—) g 
Ао. Ñ (122.42) 的 左边 为 N. e М ap Ма Nar au， ШК 
(1.2.42) 可 知 


Мов N ә ыг + Мы — a Ма а 


f" =! ао | 1 —{3' с! 
= ( ата + Рә) ү ap Ctr B, } Blan 


Raath 


显然 根 链 
8! 一 Poara, ne 8 一 a', B, A + а', т 8' + qaa O 
导出 根 链 
_ 8 + Pow, `" "a _ 8 + e, —8', _ 一 a, 775 一 序 qara a, 
这 证 明了 рза’ = q-e anga = P-a 所 以 ppa 一 go = 
-fp-pur 一 epa)， 这 证 明了 式 (1.2.44) 仍 成 立 ， 同 理 ， 当 8 + 
(=n) é А» 时 ， 式 (1.2.44) 也 仍 成 立 . 


Ш, -£ = -latB) <о,8<а+8 =E, Жо, є Az. 
Е, 720,5 > 0. 因此 

6 <а-тоа- 6,8-8 - ¿ < ё, —£ < 0 < 0,8,6 < £. 
И ЕЕ Аа A 


[|,e] = Мә ме у, —ё<е,т,т+ т< &,ос-+т Z 0. 


渔 此 直 妇 纳 法 假设 ， 有 


[e wein] = Nw Ea тр len e e] = Мы Ces ci 
т r 
[єз е] = Ne',—n ‚ез; тр leg elg] = Ма рев. 
XEMA 
[e a E Le] = N м e go С 


% 0 ler. er] = №, ерат Уот € Ао +T 0. ERENT 


I 
N, —} 7 = №, :一 如 М.е = №... 
№. = = Ng =н” А Мас = Na: ga 


МОМ = Мус. 然而 对 Nio DAR (1.2.41), ME 


Ni NL, TN „М + N. №8, = 0. 


=з}. 


这 证 明了 Маз = Nwe MA lece] = [ep ecl 所 以 еъ 的 定义 与 
< 的 分 解 方式 无 关 ， 

最 后 ， 我 们 只 要 证 明 当 —£ < w, B < £,o + B = 6, Ше – < 
0.8 <E 事实 上 , o Z 0,82 0, ME e > 0,8 > 0. A e, 8 < ё. 
这 推出 上 《> 0. 所 以 a,8 > 0> E 至 此 证 明了 断言 ， 定 理 证 完 ， 

因此 ， 我 们 实际 上 证 明了 

定理 1.230 小 半 间 李 代数 同 构 当 且 仅 当 它们 的 秩 相等 ， 芋 
分 别 存在 Cartan 子 代 数 及 其 决定 的 根系 中 的 单 根系 ,使 得 虫 单 根 
系 决定 的 Cartan ЖЕН Ж. 

现在 来 证 明 Weyl 基 的 存在 性 ， 即 有 

定理 1.2.31 i £ M 33 3EOS, 5A 0 ÉS Cartan 子 代 
, A 为 8 关于 ad 入 的 根子 空间 分 解 É я = £, 的 根系 ， 


则 在 £。 PEELE е, Ya € A, 适合 
(1) [6,]= 0; 
(2) [hea] = a(h)e, = В(а, hjen, Vh € ñ, o € A; 
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(8) [ea,e_-a] = B(ea,e_a)@ = z, Ve € A; 
(4) [eayep] = Мезек+в, Ve, 8 € À, a + B Z 0. 
щат 6 AB, Na=0 02 aq+B8E А В 


Мз = аге + Pee) Bo, а) > 0, (1.2.45) 


或 者 等 价 地 
N-a a = №. (1.2.46) 


这 组 基 称 为 Weyl Ж. 

证 由 引 理 1.2.28 的 式 (1.2.42) 可 知 式 (1.2.45) 和 式 (1.2.46) 
等 价 ， 我 们 来 证 式 (1.2.46) 成 立 ， 考 虑 根系 A 到 自身 上 的 一 一 对 
№ о:а — —а. 这 时 有 В(о, 8) = В(о(о), с(8)), о, є A. F 
是 = 可 扩充 为 复 半 单 李 代 数 & 的 自 同 构 . 由 定理 1.2.29 的 必要 性 
证 明 ， 有 olea) = -Aaa Ya € A, Ж А, 为 复数 ， 由 Killing 
型 有 Blolea),o(e.a)) = B(e,,e_.) = 1, ЖАА = 1,V € A. 
又 由 [eaea] = NaseoraiyaBE Ace+Br0 有 [cfeaj,clesj] = 
Aapcfea+aj, 中 有 ААа№_.,-в = -АъвМз, о, B, a+ є А. W 
Ha = VAa Va € A, 使 得 ион. = 1. Ez fa = nzles, 则 有 


[fas fa] = Лиу lea, eg] 
= Ç ng Мовес+в 
一 аа yg fara Уо, д,а +B А. 
Ba BB 


而 ам ap = 2 Маа, 记 


Ha 
Man = E Nap Уа, atf © Ал, 


тж 
Mag = ty -g= PaPa N a-p 


#—-=й—-в ` Ba+8 
Но+й 
= 一 М, B = 一 af. 
Ha HS É 


而 
B(fa, f-a) = (Ha-a) V B(es,e-a) = Blea,e-a) = l,ve € A. 


至 此 证 明了 {fe Va € A) 构成 Weyl 基 . 证 完 ， 
为 了 进一步 作 分 类 ， 我 们 给 出 
定理 1.2.32 设 色 为 复 半 单 李 代 数 ， 则 £ 为 单 理想 直 和 ， 且 
不 计 次 序 分 解 唯一 . 
证 оюна, IPE 若 卫 不 是 复 单 李 代 数 ， 
则 人 有 非 零 真 理想 ОЛ. 记 B(z,y) 为 复 半 单 李 代 数 的 Killing 型 ， 
则 正 交 补 
M+ = (z £ £] Blz, M) = 0) 
仍 为 £ 的 理想 ， 且 |07, 972) c mtr ЛТ = 0. 因为 Kiling 型 非 退 
化 ， 所 以 有 & = % 4 SRL 为 理想 直 和 .显然 上 的 Killing 9 BE 
HEMAN 上 分 别 为 ӨЛ 及 ООХ" 的 Kiling 型 ， 且 仍 非 退 化 ， 
这 证 明了 D 及 ОЛ 都 为 复 半 单 理想 . 对 SR МОЛТ 再 继续 分 解 ， 
由 总 为 有 限 维 李 代 数 可 知 £ 为 单 理 想 的 直接 和 
L=M 十 (1.2.4Т) 
BH Kiling 型 B A В(9Л;,9Л;) = 0,13 j, 即 关 于 Killing 型 两 两 正 
7E, 
现在 证 分 解 的 崔 一 性 . 这 只 要 证 明 复 半 单 李 代数 的 单 理 想必 为 
Mi mt. 之 一 . 设 Mo 为 李 代 数 马 的 单 理 想 . ја © = 9 十 … 十 种 。 
到 ЭЛ, 的 投影 映射 为 p 显然 它 为 线性 变换 ， 且 有 | 


Dp = id, рр; =рур= бур, 1<%]<з. 
i=l 
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今 Mo Z 0, 所 以 存在 了 € 行 ,2,…,s} 使 得 р) Z 0. 4 
p; (96) C My, А [W p; (Mo) = DR; Mo] С Wy oMa C pMa). 
ВЕІ p; (toa) 为 ОН, 的 理想 . 由 SR; 为 单 理想 , AELE T pii Mo) = 
WM, ЕН 

mt = (97,97) = R, р; Mo) = (M, 970] c Mo 


便 证 戎 了 ЭЛ, С ӨЛ. 但 是 SR. 为 单 理 想 ， 这 证 明了 So = My. E 
理 证 完 . 

这 个 定理 将 复 半 单 李 代 数 的 分 类 问题 化 为 非 交 换 单 李 代数 的 
分 类 ， 我 们 有 

引 理 1233 维 数 大 于 1 的 复 单 李 代数 必 半 单 . 

证 设 屋 为 复 单 李 代 数 ， 且 dim £ > фе з е, WAR 
基 负 = £, В £ нр а. 于 是 [e.g] Z g. {НӘ 名单 ， 这 证 
明了 [E£] = 0, BB 2 为 交换 李 人 代数、 所 以 £2 中 任 一 一 维 子 空间 为 
理想 .由 £ RERET. EZ. 

进一步 刻画 复 半 单 李 代 数 的 单 理想 ， 显 然 有 

定理 1.2.34 设 乌 为 复 半 单 李 代 数 б 的 Cartan 子 代数 ， 
K А 22 £ X++ аай HRR. 在 根系 A PRERA DND 设 
&= Š +. + £, 为 单 理想 直接 和 ， pj : 8 — 5, 为 投影 变换 ， 
l< j< a. BU p (9) = 5; 为 复 单 理 想 £; 的 Cartan F EA, 
РКА) = A; 为 £; 关于 айй, WRR, рп) = H, 为 A; 的 单 根 
Ж, ЖЧ 开 = (oa... Gi), 且 有 

BI IH;} = 0， 守 天 站 (1.2.48) 

其 中 了 为 复 半 单 李 代 数 £ Kiling 型 ， Bls, = B; 为 复 单 理想 
£: 的 Killing #, 

为 了 证 明定 理 1.2.34 的 道 ， 先 引进 一 些 符号 . 


Ж ОЁ УЫЗ ЗЕКЕ, © А 000 Cata FRA AXL 
关于 ad ЮЖ, ПА 的 单 根系 ， 记 Do = {B81,.…,B.} 为 I 
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的 子 集 ， 记 


< I >= { mi; | Уту, m, € z) ПАСА, (12.49) 
i=l 


[Io] = [Zos | Yecl e, Є с} n$ c $. (1.2.50) 
i=l 


我 们 有 

定理 1.2.35 设 与 为 复 半 单 李 代 数 了 的 Сабап TRA, A 
为 关于 ааз 的 根系 ， Пул ШЖ, , 若 吾 能 分 解 为 两 个 
不 相交 的 子 集 П; 一 {а, а, }, H; = {osr1 Ot] 的 并 ， 且 有 
Bionay)=0,1<i<s< st+1<j7< (i, 其 中 BB 为 复 半 单 李 代 数 £ 
的 Killing 型 ， 则 有 理想 


# = [Hj+ У) 2л, i=1,2, (1.2.51) 
w€ < IF; > 
H 
£= ü, + 02 (1.2.52) 
为 复 半 单 理 想 的 直接 和 . 
证 我 们 先 来 证 明 


A =< IL > U < IL, >, < Il > r < IL >= 0. 
事实 上 ， 显 然 < I, > m < H; >= 0. 任 取 te At, Rh z£ é< IT > 
U < Ix >, 则 存在 正 根 序列 
а.а. tt oa +L +: + ai. = €. 

为 讨论 方便 起 见 , 无 妨 设 oi, еш. H+ £ g< H,>, 所 以 存在 指标 
5 <ip < 1, E 8 = ai 十 二 ai ，E< 了 >， В+о;, #<П, >. 考虑 
8 关于 =, 的 根 链 , 因此 有 2B(8, Gi,) = (P8 ai, —qa a, Blai, oi,). 
今 由 B(UHLJIL] = 0, 所 以 由 (о, a) > 0 可 知 Peai, = 8,0: : 
F Вто, € А, ТШ азы, > 0, В Paai, > Ü. 这 证 明了 A-a, € А. 
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但 是 8 є< П, >a, €< IL, >. 这 和 A 的 元 素 关 于 单 根 的 线性 
组 合 全 由 非 正 整数 或 非 负 整 数 构成 矛盾 . 因此 证 明了 A =< Hi > 
U<; > $= 1+1], [D] [ID] = 和 这 证 明了 只 = £, +£ 
为 空间 直接 和 .又 任 取 a e< П, >,8 e< П, >, Wl a + 8 ë A. 这 
证 明了 [£1, £2] = 0. KUE £, ЖП €, 为 上 的 理想 . 由 于 复 半 单 李 代 
数 的 理想 复 半 单 ， 所 以 ©, 和 £2 都 复 半 单 . 定理 证 完 . 

由 此 我 们 有 

定理 1.2.36 复 半 单 李 代数 台 为 单 李 代 数 ， 当 且 仅 当 它 的 单 
根系 对 应 的 Әп 不 能 分 解 为 两 个 关于 £ 的 Killing 型 两 两 正 交 的 
真子 集 的 并 . 

现在 进一步 研究 Cartan 和 矩阵. 

引 理 1.2.37 яюя б А Саап FR, A 
为 号 关于 айй ШЖ, DARRE, D= {оо}. ШЧ 
1 j P, о 和 a; ЖА т/2,2т/3,3т/4,5т/6 之 一 . 

Ш і 31<43<1. FERH anaj, 有 (0: — a;) 6 
AU10. 因此 Paa; = Раа: = 0. 于 是 有 


2В(а:;а;) = фала; Bíe;, o) = — да,а: өң, б) < 0. 
В om Но; ЖН < a; a; > 有 
Bl{ai, oj) 


1 
cos < mi, A >= = -z3 viaa; lajo; < 0, 


В(о, ei) B(o;,a;) 


H 


dcos? < oi, G; >= goin lajos 
为 非 负 整数 ， 这 证 明了 
cos < ajaj >€ í 0, ~—1/2,—1/ V2,— v3/2,—1 1. 


但 是 0 << aaj >< m, 这 证 明了 cos < ооз > ЖЕН -1. 至 
此 证 明了 引 理 .证 完 . 
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因此 我 们 证 明了 

(1) a; a; 的 夹 角 为 71/2, 由 此 我 们 有 Bla;, oj) = 0; 

(2) oo; 的 夹 角 为 2x/3, 由 此 我 们 有 Blaia) = В(а;,а;); 

(3) ana; ЖИ А Зт/4, 由 此 我 们 有 Bla, е) = 2Bt{ay, a) 
或 В(ароа;) = 2B(a;, ni); 

(4) eo; 的 夹 角 为 5x/6, BERIA Bla: ai) = ЗВ(о;, ој) 
或 B(aj, aj} = 3B (ai, os). 

EX 1238 ЖӘН ААК Санап FRE, AX 
关于 ad 务 HRR. 在 根系 和 中 给 定单 根系 百 = {01-0}. {ЕҢ 
о, 在 平面 上 取 一 点 ， 记 作 i. 对 于 两 个 不 同 的 单 根 а; 及 oj УА о; 
和 е) ЮЖНАЯ z/2,22z/3,3z/4,5r/6 8, Ai 到 点 7 分别 联 
0,1,2,3 条 线 ， 在 夹 角 大 于 z/2 时 ， 相 应 五 (as о) = kB{œj оз), 
Др Ё = 1,2,3, 相应 将 所 有 联 线 痢 取 作 从 点 i 到 点 у ЙОТА ЖЕ, x 
样 得 到 的 图 称 为 Pynkin M, 记 作 5(0). 

引 理 1239 H AAF AERE L i Cartan FRÆ ja 
A 为 关于 ad5 HER ПАД АЖ. SU 为 Dynkin 
В. Ша 为 单 李 代数 当 且 仅 当 Dynkin 图 S(ID 连通 . 

证 若 Dynkin 图 5(П) 不 连通 ， 则 TI 可 分 为 两 个 不 相交 的 真 
子 集 的 并 ， 无 妨 记 作 П, = {aah ID = {ыо}, 且 有 
Воо) =0,1<z£< r, r +1 <j < l 由 定理 1.2.35 可 知 李 代数 
EPERERA. E. 

因此 ,证 明了 Dynkin 图 5(П) 分 为 有 限 儿 个 互 不 相 联 的 连通 
子 图 的 并 ， 相 应 复 半 单 李 代 数 分 解 为 单 理想 直 和 ， 所 以 为 了 进 一 
步 考虑 分 类 ， 我 们 只 需 考虑 连通 Dynkin 图 ， 即 维 数 大 于 1 的 复 单 
李 和 代数 的 情形 . RIA 

定理 1.2.40 Ыс 为 单 李 代数 ， 则 € 的 Dynkin 图 只 能 是 下 
面 九 种 之 一 ， 它 们 是 


(1) Алм: Ú — —— 0 — e o og 
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i 1 1 1 1 1 2 


(2) B : ооа. — i s + a— О0о 


(зу с: L .2...2 2 


(4) р. : ——nspaoa. -o эс Ф ва 0 = 


(5) G: 2 


(6) Fs: 1 ,1 2 .2 

(7) Е: — _| 一 一 

(8) E: АН 

(9) R: АННА 


证 ЕЯ Cartan 矩阵 (В(о,а;)) EE, +E 


Н 
У (Во, о) !®уВ(оа, ау)(жуВ(оу, ау) 7/2) 
+7=1 
{ 
= у mim; cos < ааз > > 0. 
4, j=1 


ХҤ т = (z1, 24) € R! Z 0, cos < оңа; >= cos0 = 1. 我 们 分 
四 步 来 证 明定 理 . 


‚60. 


(I) 当 < œa >= 5л/6 PF, cos < aj, ag >= — 3⁄2. 设 
[> 3. H Dynkin 图 连 道 ， 所 以 存在 i € (3,.....11. 使 得 cos < 
ana; > 天 0 BË cos < озо: >Z 0. 为 方便 起 见 ， 无 妨 设 i = 3, 则 
由 Cartan 矩阵 正定 ， 它 前 三 行 、 列 构成 的 主子 式 太 于 零 ， 即 有 


1 Р 
1 > сов < р, бз > + сов? < 252,93 > 


+ 3/3 cos < ат, аз > соз < аз, аз >. 


然而 cos < ajag >,соѕ < аз,оз PE { 0, —-1/2, —-1/ 2, 3/2), 
所 以 上 面 不 等 式 的 右边 > 1/4. Ў ЊБ. AEAT (— 2, 
此 即 情形 (5). 

(H) 下 面 在 情形 cos < оро; >€ {0,—1/2,—1//2\,1 Z j 
时 讨论 . 我 们 先 来 证 无 闭 图 . 设 若 不 然 ， ЖШ соз арац > 大 
О, t= 1 3 一 1，6cos < озар >Z 0. ЩЙ z, = + = ур = 
0,51 =... = z, = 1, MA 


0< 8+2 >` cos < ox, o; > < s + 2 cos < Ci, онт >. 
1<#<ў©я i=l 
其 中 as+l 应 改 为 œ. REAT O< s - з= 0. 所 以 导出 矛盾 . 
我 们 再 来 证 明 Dynkin 图 中 性 取 一 点 ， 则 此 点 不 可 能 和 另 中 
点 同时 相 联 ， 为 方便 起 见 ， 即 车 cos < o,a >Z 0,2 < í < 5, 所 以 
cos < oo >€ [—1/2, ~1/ V2} 2 <1<5. 由 于 这 五 点 不 产生 闭 回 
Р, 所 以 cos < anaj >= 0,2 < í < j < 5. 因此 Cartan 矩阵 的 前 5 


行 、 列 构成 的 主子 矩阵 的 行列 式 为 1- Ў cos? < aa >> 0. 这 
i= 
证 明了 


4 
1 > cos2 < ay m; > > = = 1. 


这 又 推出 矛盾 ， 所 以 证 明了 断言 . 
我 们 来 证 明 车 一 点 与 三 点 相 联 ， 则 无 如 下 的 子 图 : 


— T 一: 一 一 一 + 


事实 上 ， 这 时 Catran 矩阵 的 前 七 行 、 列 构成 的 主子 矩阵 严 定 ， 取 
т = (т1,:::,27,0,:::,0) 2 0, MWA 


了 
0 < У т? + 2 > (miZiy) сов < Gy Qjp > 
j=1 i=1,3,5 


+ дулар COS < Qipi Qiz >) 


? 

< z 一 Z {E1 Dil 十 2Z¿+12;+2) 
j=1 i=1,3,5 

一 (zz 


而 det H, = 0. 这 和 Ну > 0 这 盾 ， 所 以 证 明了 断言 ， 圣 此 证 明了 
Dynkin 图 只 能 是 下 面 两 种 样子 . 


(Ш) 车 出 现形 如 o= 的 子 图 ， 则 只 有 出 现下 面 两 种 情形 


e: © 


боз е + bo 


a 


k 


前 一 图 形 给 出 情形 (2), (3), 请 一 图 形 给 出 情形 (6). 
事实 上 ， 我 们 在 (H) 的 前 一 图 形 的 情形 ， 只 需 证 明 不 出 班 形 
ш 


的 子 图 就 够 了 . 


(1) 第 一 个 子 图 对 应 正定 二 次 型 


і 1—1 
0 < У zx? 十 2 > ЖШ COS < Qj, Oil > 
i=l i=l 
1—2 


П 
= У? — V2(ziz2 + уту} 一 Y tizi 


i=l 1—2 


И zí = zí = 1/V2,z> =… = р. = 1 ЕН 8. 
(2) 第 二 个 子 医 对 应 正定 二 次 型 


4 
0 < Ут — z i K1/V2)z> + тз + za] = zH,z', 
而 det H, — 0. 这 导出 矛盾 . 
(3) 第 三 个 子 图 对 应 正定 二 次 型 


5 
0 < Уу =? — £182 一 V2raza — 7374 — £45 = ТН, 
i=] 
而 det Hı = 0. X X ШИ. 
因此 余下 要 讨论 图 形 :， 在 (I) 的 前 一 情形 只 可 能 为 


2 2 2 


> o— os s + a— 
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1 1 1 2 


— s «ав +K—h 5 


事实 上 ， 前 一 情形 对 应 的 二 次 型 分 别 为 
Н 1—1 
Ут? 一 TIT; 一 м2 Y аты, 
i=l 1=2 
1 1—1 
Y ` 22 一 „адут 一 Уа. 
i=l к=з 


易 证 它们 正定 .这 给 出 了 (2) 和 (3). 在 后 一 情形 时 对 应 的 二 次 型 
为 У) 22 — куш; — Virs — аата. CERERE, KAHT (6). 
1—1 
(IV) 余下 讨 诊 形 如 


—с 


[У Фа ас Р гл 

的 图 前 一 情形 决定 的 二 次 型 为 > 地 一 并 аца. 显然 它 正 定 ， 
1 一 i=l 

它 给 出 了 (1). 后 一 情形 若 为 А 


9——————0 жа < 


I а ° 
相应 的 二 次 型 为 Da? D шал ~ ser 不 难 证 明 它 正定 ,这 
i= %=1 
给 出 了 (4). 
后 一 情形 ， 我 们 先 来 证 明 若 有 形 如 


а 


D. 


Ó w =... 


5 ° 


的 子 图 ， 则 这 种 Dynkin AREE. 事实 上 ， 这 时 子 图 决定 的 二 次 
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型 为 x= - È itip — тать 由 直接 计算 可 知 它 决定 的 8x8 对 
称 方 阵 的 行列 式 为 零 . 所 以 证 明了 断言 .因此 图 形 必 有 形 如 


车 ! >9, 即 有 子 图 


ә 4р ° e. © 


“е 7 
它 对 应 的 二 次 型 为 У) z? У) minii — тал. 易 证 它 不 正定 ， 所 
11 {=1 
і 
М 6<1<8. 由 直接 计算 可 知 在 1 = 6,7,8 时 二 次 型 Yr? — 
i=l 


x тина — zari 正定 ， 这 就 给 出 (7), (8), (9). 至 此 证 明了 定理 . 
证 完 . 

上 面 证 明了 Dynkin 图 只 可 能 如 定理 1.2.40 所 给 出 的 九 种 类 
型 . 为 了 解决 实现 问题 ， 我们 需要 具体 构造 九 种 复 单 李 代 数 ， 使 
得 它们 的 Dynkin 图 分 别 为 定理 1.2.40 给 出 的 九 种 ， 下 面 我 们 报 
述 结果 如 下 : 

la gl (n, С) 为 复 一 般 矩 阵 李 代数 . 记 Egy пхп ВЕ, 除 第 : 
ÍT, 第 j 列 交叉 元 素 为 1 外 ,其 余 元 素 为 零 . 于 是 Bij,1 < ij<n 
构成 李 代 数 e(n, C) 的 一 组 基 ， 乘法 表 为 

[Eiz Esq] = 一 8; Ең — Š; gEpj; l< ¿ j,p.g < n, 


其 中 бш, 为 Kronecker 符号 . FEE JL glin, C) 的 子 代数 : 


(1) Aí=.sl(+1,C) = {A € (L+ 1,G) | tr (A) = 0}, = 
1,2,…. 它 有 Cartan 子 代 数 бю, E Eu Emio 1 < í < 1. А; 
关于 аё б 的 根子 空间 分 解 为 


ЫС + 1,C) = $ + >` Lijs 
1<4}<1+1 
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其 中 Wel ЖАР Ei; € 6,123) 1<4j < 1+1. 记 


1 
= — En 1<i<1+1, 
Ei 2+ 1) 157 РУ 


则 根系 
А = {ee, iZ h l< ij<1l+1), 


单 根系 


H = {е-е 1< < l), 


所 以 dim A; = I(1 + 2), rank A; 一 1 > 1. 


(2) В; = во(21 十 LO) = {А є р1(21 + 1, C) АГ +TA = 0}, 
1=2,3,---, 其 中 


IU 为 xi 单位 方 阵 ， 我 们 约定 矩阵 行列 的 编导 按 
0 


Жо. РЕ Е-Е: 1 < í< 1 为 基 的 子 空间 5 为 B 的 
Cartan 子 代 数 ， 则 有 В, 关于 ad $ 的 根子 空间 分 解 


so(2 + 1,C) = ñ + > £; + y Li,- 


151931 15#<)<1 
+ Уу Lij t у Soni t ; fo, 
1524341 1<i<! 1<i<! 


其 中 Weyl 基 为 


By - Es Bj ~ Ер, Bis — E у, Bi-j Eji 
Eoi — E-io, Ёо: — E, SESEL 


1 


= Ei Ец), < i < t, 
e T(E ЕБ), tsia 
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ШЕ s 
A = {te; + êj, 1<т<])<А +е;, 1<+< 1}, 


单 根系 


H = fe; ~ еі, 1<#<1-1, ег}. 


Ы dim B, = I(21 + 1), rank B, = t, і > 2. 


(3) CGi=sp(D = {А є g (24C) | AT+IA =0}, (= 3,4,..., 


其 中 
0 0 
(во) 


ШОГО 为 1 x! 单位 方 阵 ， 我 们 约定 21 x 21 和 矩阵 行列 的 编导 按 
=le ihl, end Kil. TEA En- E-i- 1 < ¿< 为 基 的 子 
空间 9 为 Cr 的 Cartan 子 代 数 ， 则 有 С, 关于 ad 5 的 根子 空间 分 
解 为 


sp (I) = 5 + У) £; + 5 Lij 


11834 154431 
+ ; Lig + ° ii 十 Liis 
15431 1541 15:1 


其 中 Weyl 基 为 


Ey — Eji Ep Ey Eig + Eja Bi; + Е, э, 
ti Ein LEESI. 


记 
1 (БЕ Е 
` уд —#,—1 ii), 1<:<L, 
则 根系 
A= {teite 1<i<j Sl, #2e,, 1<i<n, 
单 根 系 


П = (e; е, 1<#<1-1, zej}. 
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所 以 dim C; = I(21 + 1), rank G, = t, £ > 3. 


(4) D, = so (LC) = {А є 61(21,С) | АТ + ТА = Q), 


= 4,5, 其 中 
о I 
Ta 一 ( I) 0 3 


而 I 为 上 xz 单位 方 阵 .我 们 约定 21 x 21 рте 96 E FE 
~l, k], i R. FÆLI Ea En 1 < < REKT 
空间 $ 为 D 的 Cartan FRM, MA Di 关于 ad $ 的 根子 空间 分 
解 为 

so (21,6) = 9+ у £y+ Y B+ >` Eijs 

10231 Igic 141231 

Weyl 基 为 

Е-Е зь Ea Ei-i Bis ~ Ера Eis ~ Ер, 


RKrhl1<i<ji<1 in 


1 
: = (F a. Enh 1< í <t 
e= ga METE 


则 根系 
A={teite 1<i<j<!), 


HRR 
H = fe; — е1, 1<1<1-1, е] +e, 

所 以 dim Di = [21 — 1), rank D; = t, l > 4, 

РКУ Uq X ЭЖЕ jh u S AERE. + F T 459 pk 
的 复 单 李 代数 ， 它 们 是 Ga Fa, Ee, Er, Es. 它们 的 实现 问题 也 已 解 
决 ， 但 是 描述 起 来 比较 复杂 . 

我 们 给 出 它们 的 根系 和 单 根系 .为 此 ， 记 e1,.…, em ER" 为 
关于 标准 Euclid 内 积 的 标准 正 交 基 , 记 e = el 十 ez 十 十 ep 1 < 
i < т. 于 是 对 Ga, Fa, Eo, Ез, Ea ЖИ йт = 3,4,6,7,8, 有 
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(5) dim G; = 14, rank G; = 2, 根系 


А = (+(e; — ea), (е — ea), +(e2 — ез), (є'#) — Зе), i= 1,2,3}, 
单 根系 
П = {ei — ёо, 一 ef3) 十 3e2}. 
(6) dim Fs = 52, rank Fs = 4, 根系 


А ={же,, i=1,2,3,4, +(6:е;), 15 <; < 4, 


i 
Ë (=e + E2 + ea + є'ї)\ }, 


单 根系 


1 
П = {£1 — es. ex — ез, ез, -3% 十 ez 十 es 一 Gd) 上， 


(7) dim Es = 78, rank Ев = 6, 根系 


A= (+ (e; — e;), 1 < í < j £ 6, +уде;, 
1 1 
+ (+ ye) — e; ej — ek), 1<i<j<k<6), 


单 根 系 
| | 1 106 
H =e; -en < í < 5, ATT 一 el — ez — ез }. 


(8) dim E; = 133, rank E; = 7, 根系 


A = {+ (e; — e;), l<i<j<8, 
1 
+(se —е,-е,—-ек—е),1<4<ў<ЁЕ<1<8}, 


HRR 
— Р 1 (ву 
П = {6-6,1 < š < 7, 56 


= €l — Сә — ёа ea 1. 
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(9) dim Es = 248, rank Es = 8, 根系 
1 . 
A=(#e+e, 1Si<jS8 (569 -—e:) 15158, 


А (2669 -eej ек), 1<í<i<k<8y 


单 根系 


1 
I = [e — e 1 S í S 7, ee 二 er -se tes). 


& 13 复 半 单 李 代 数 的 表示 


在 这 一 节 中 ， 我 们 引进 李 代 数 的 表示 概念 ， 并 且 给 出 复 半 单 
李 代 数 的 表示 的 分 类 . 

KERF 及 下 上 的 线性 空间 V. 记 gl(n, F) A n Br— Е 
阵 李 代数 ， (V) 为 n 阶 一 般 线性 李 人 代数， 我们 有 

定义 1.3.1 域 己 上 的 李 代 数 了 到 一 般 线性 这 代数 Б (У) 内 
HERRI p 称 为 表示 , 确切 地 说 ， 是 李 代 数 & 的 线性 表示, 这 
BJ, V 称 为 RRT, 所 以 可 确切 地 写成 (o, V). 

bk ЕК с 到 一 般 矩 阵 李 代 数 gl(n, F) 内 的 同 态 映 
Яо К P BU 矩阵 表示 -. 

显然 ,在 表示 空间 V 中 取 定 基 后 ， 李 代数 的 线性 表示 变 成 矩 
阵 表 示 ， 男 一 方面 ， 由 Ado 定理 可 知 ， 特 征 零 的 域 上 的 李 代 数 必 
有 一 个 一 一 的 表示 . 

由 于 伴随 表示 z — adz, Vr c £ 为 李 代 数 Л 的 一 种 特殊 的 表 
ж, W 1.2 节 展 开 的 复 半 单 李 代 数 的 构造 理论 实际 上 是 伴随 表示 
Ж. 这 从 这 一 节 的 内 容 可 知 . 

注意 到 给 定 域 尺 上 的 李 代 数 只 Жой Ж Жл (p, V), Мо) с 
gl(V), H 


р([=, yh = [e(z), р(у)] = о(т)ю(у) — pluje) Yzy € ©, 
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这 里 用 到 了 线性 变换 的 乘积 ， 实 际 上 ， 熟 知 所 有 域 F ER n x n 
矩阵 ， 在 炬 阵 的 加 法 、 纯 量 积 及 乘法 干 构成 -- 个 单 结 含 代数 . HH 
此 g (V) 为 单 结合 代数 ， 又 在 

[A,B] = AB - ВА, VA,B € g1(V) 


下 构成 李 代 数 . 

作为 李 代 数 £ 的 表示 (р, У), 则 p(V) 为 gl(V) 的 线性 变换 
集 ， 它 生成 (У 的 结合 子 代 数 St. 自然 地 ， 在 李 代 数 É 中 取 基 
cl en, ЖЩ plei) ,plen) 生成 的 结合 于 代数 为 Л; 生成 的 李 代 
数 为 D. 从 与 李 代 数 表示 相关 联 的 结合 代数 出 发 ， 我 们 希望 严 
格 地 构造 一 个 结合 代数 ， 为 此 引进 

EX 1.32 设 卫 为 域 环 上 的 李 人 代数. ЧУЕР ФА 
元 的 结合 代数 , Etr [a, = ab- ba 构成 李 代 数 . 若 存在 李 代 数 © 
到 李 代 数 и 内 的 李 代 数 问 态 p, 使 得 么 元 及 元 素 集 p(2) 生成 结合 
代数 u, 则 结合 代数 tU 称 为 李 代 数 二 的 包 络 代数 . 

WEAR Р ЕК Е 出 发 ， 构 造 一 个 结合 代数 如 下 : 记 
WL) 为 线性 空间 КШ, 即 记 域 F 的 么 元 为 1, 记 A = 
{AVA E F}, A = g, AE H [2 i@-. х, |Va єй 1<i<k) 
线性 生成 的 域 F 上 的 线性 空间 ， 构 作 形 式 和 


H(£) = > AP, 
k=ü 


其 中 元 素 理 解 为 有 限 多 个 A* 中 元 素 的 和 . BR. UO ЫР E 
的 线性 空间 .在 (л) 中 引进 乘法 
(Уа) (Уы) =$ ar Db, 
其 中 а Ы E AFH Yare AF, bi € А!, 
Адг=:ФА= À, МАЄ F, reug). 


不 难 证 明 ， 这 时 UO 为 无 腿 维 舍 么 元 结合 代数 ， 其 中 域 P Л 
元 为 姑 台 的 么 元 ， 显 然 它 不 适合 飞 法 交换 律 ， 又 张 量 代数 ule) 
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中 有 有关 元 素 
1, En 8-56 ез 1 <<, tk] < n, k=—1,2,-::, 
其 中 Elsta Ën 为 线性 空 = ji] £ 的 基 ， 
ES 133 аки Ж UL) 的 元 素 集 
{r@y-y 0r- [2,0] [Ушу € £ ) 
生成 U2) 的 双边 理想 为 L, 则 商 代 数 
TU) = ULE) 
жаною яна. 
引 理 1.34 李 代 数 £ 的 特殊 包 络 代数 DU(2) ЯФ € 0 
包 络 代数 . 
证 在 特殊 包 络 代数 U(Z) 中 ， 记 
1=1+ J(£), f, = e, + J(£), 1 < í < nm. 
由 于 张 量 代 数 9) 有 基 l, ein 总 BE l < Zl: k < n,k = 
1 2…… 所 以 特殊 包 络 代数 U) 有 线性 生成 元 素 
1, FF 1 < ü, Lš; < п, k= 1,2,..-, 
一 方面 ， 由 于 张 量 代数 UP) 有 生成 元 素 leren 所 以 特殊 和 包 
H, ЕНА 


[ei e;] = У Cher, 1 <i, < n. 
k 
ШКЕ E) 的 双边 理想 J(&) 的 定义 ， 可 知 特殊 包 络 代数 
2) 中 有 
(By+ TO) - (u ® ж + HL) = [zy] + ДЕ), Ysy E £. 
所 以 由 


e; @ e; — e; De = [e;, = у Oher ( (mod J( £)), 


. 7. 


便 证 明了 在 特殊 和 包 络 代数 UO 中 有 
fili- f; = Y CsA. 
p 


在 特殊 包 络 代数 UO 中 引进 换 位 运算 [х,у] = ry — yr Ух, y € 
U(£), 所 以 证 明了 p: Dhe = УАД УА, … An Є Е AH 
FRA £ 到 特殊 包 络 代数 UL) 作为 这 代数 的 到 内 的 同 构 ， 生 
Lococo fa 生成 特殊 包 络 代数 . 由 定义 可 知 特殊 包 络 代 数 为 包 络 
代数 . 证 完 . 
引起 1.3.5 (ОУ) 为 域 下 上 的 李 代 数 上 的 表示 ， Ulo) 
为 表示 (z, V) 的 包 络 代数， 则 存在 结合 代数 同 访 E: UE) э U(o), 
A 601) =1, H Eop=0 EFRA L БАЗУ, Е p 由 引 理 134 
定义 ， 即 有 о( Ае) = Ар. 
Ш 我 们 只 要 证 
£(1) = 1, Elfi) = с(е,}, 1 < 1 < п, 
可 开拓 到 特殊 包 络 代数 UO E, 使 得 它 为 结合 代数 同 杰 , 即 证 明 
(УА fi i, e №.) = У Хач, (е, (е, ) `. ‘oles,) 
有 意义 ， 事 实 上 ， 若 
DA fi fia fi = Уи р, 
Вр 
У Але, Q Deg = У ниен 9... ер, (mod JL), 


利用 关系 
е; @ e; — e; @ e; = [e;,e;], (mod J(£)) 


HARF, aH D Aneth @ Se, TA Удар B- DE, 
由 于 


о(егђо(є;) — e(e;)o(e;) = [ofeijafer)] = о([е:,е;]), 
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所 以 利用 此 关系 也 可 将 
ЎА en) olen) 


同步 地 变 为 
У оила @(еу,) ы oles). 


这 证 明了 断言 ， 即 《 的 定义 有 意义 ， 显 然 ，& 为 结合 代数 同 想 . 
证 完 . 

由 此 ， 我 们 引进 

定 尖 1.3.6 БТЕ ГР ЕАК, ОНЕ о 
包 络 代数 0706) 称 为 通用 包 络 代数 , 如 果 记 李 代 数 & 的 任 一 表示 
(c V) 决定 的 包 络 代数 为 lc) 则 存在 结合 代数 UO 到 Ulo) 
上 的 同 态 £, 使 得 g(1)= 1,£ op = о. 

由 定义 及 引 理 1.3.4 和 引 理 1.3.5 可 得 

定理 1.3.7 FEIRES UO 为 通用 包 络 代数 . 

下 面 给 出 通用 包 络 代数 在 结合 代数 同 构 下 的 唯一 性 定理 . 

定理 1.3.8 设 £ 为 域 下 上 的 李 代 数 ， 若 人 有 通用 包 络 代 
$ UL), 0505), 则 存在 结合 代数 E) 到 UL) 上 的 同 构 т, 使 
得 在 李 代 数 二 上 有 

тору = б), 
其 中 pi 为 决定 包 络 代数 UL) 的 李 代 数 £ 的 同 态 ,i =1,2, 

证 和 任 取 李 代数 L 的 基 ecen HEX, RAGNA 
U:(£) 由 1, ое), pilen) А, = 1,2. 由 通用 包 络 代数 的 定 
义 ， 可 知 存 在 包 络 代数 U. (e) 到 005) 内 的 结合 代数 同 态 т, 使 
PELES roo = рз. 同 理 ， 存 在 包 络 代数 UO 到 U (e) 内 
KWEA Tr, 使 得 тор = р. TE, EPRS L ES тотор = 
тор = ру, T'oTop =T op =p ЯЗ т(1}=1,т'(1) = 1. {® 
КТЕ К £ EK (тот) орг = ро, (т^отуору—< pi. S тот! 
A U(E) 到 U, (£) 的 结合 代数 自 同 态 ，r' or 为 结合 代数 U (9) 
到 (б) 的 自 同 态 ， 而 1 及 pleh 1 < ; < n ÆR UL). 这 证 
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ET т'от=1й4.[Жтот' = id. AIE, 7 为 结合 代数 U (8) 到 
UAL) ЕЮ ШУ. 证 完 ， 

由 上 面 的 唯一 性 定理 可 知 我 们 构造 的 特殊 的 通 由 包 铬 代数 的 
重要 性 . 下 面 我 们 来 给 出 通用 包 络 代数 CI 的 PBW E. 为 此 ， 
我 们 来 构 作 n 维 李 代数 £ 的 一 个 特殊 的 表示 . 

引 理 1.3.9 1с Flz|= Flx1,… ,Yn] Е F L BJ m Su ЯП, 
У, Fli 为 Fiz] PRETEN p Ф А BJ ЖЕ la], 
则 唯一 存在 域 ER n 维 李 代数 到 в (Fe 内 的 表示 p, CA 


pleijl = ra 1 < : < n, (1.8.1) 
{е} „зш = Gumi Big Pipo (1.3.2) 
其 中 
LS SUSS O <i Sn p=1,2,:::, 
(ег) mi mi E mimi mis Fip (mod Fple]), (1.3.3) 
其 中 


u < z, 1<#4 <ü <. < n, p=1,2,: 


证 ” 今 显 然 线 性 空间 Еш 有 基 1 及 


Табл S ЖШ, Ri 1 < < `. < p < n, P=1,2,.…, 
(1.3.4) 
为 了 使 得 p 为 表示 ， 我 们 希望 有 


plle:, £3]) = Ус ре) = [о(е:), p{e;)] 
T (1.3.5) 


= р(ег)р(є;) — ple; jole). 
另 一 方面 ， 为 了 明显 起 见 ， 我 们 改 记 
p(e):1=e @1, pleito = er 20...43 (1.3.6) 
即 考 虚 张 量 积 L9 Ра]. 由 于 Рс) 为 表示 空间 ， 所 以 这 给 出 映射 
s: £ @ Fle] Ffr]. PERH c 适合 条 件 
Te @1)= z, l< ¿< nm, . {1.3.7} 
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olei B Zi eip) = Tii eip? (1.3.8) 


其 中 
LiL < p < n, р= ,2 
olei @ mi...) E атра (1.3.9) 
其 中 
ai 1<i <. = <i < п, р= 1,2,6. 
ole: Oale; ла.) olej @ c (e; @ 了 (1.3.10) 
= o([e;,e;] B т, 4) 
其 中 


1<“<i<j)j<m, li eism, p=L,2,---. 


ole: B о(є; @ 1)) — olej © о(е; 81))=o(leney 91), (1.3.11) 

其 中 1<i<j<n. 

显然 ， 条件 (1.3.11) 和 条 件 (1.3.10) 等 价 于 条 件 (1.3.5). 事实 
上 ， 有 

g (e; 9 4-4) = Peijaiii iy: 

下 面 来 证 明 映射 с 的 唯一 存在 性 , 为 此 , 对 p= 0,1,2,.… 作 归 
纳 法 . HR p = 0, HA (1.3.7) Ж (1.3.11), 有 c(e;@z;) — о{е,®а{) = 
Сул, W, <j Н (1.3.8), 有 alei @ ту) = жулу, Н 


g(e; Q xi) = жю; 一 Y Ohr (1.3.12) 
k 


这 证 明了 当 i <a tA olej Qaz) = z;z; (mod Fole), ВРК (1.3.7) 
成 立 . 至 此 证 明了 当 p = 0 HEFER с. 由 条 件 (1.3.12) пр с 
唯一 . 

设 在 P 时 适合 条 件 (1.3.8),(1.3.9),(1.3.10) 的 映射 o 唯一 存在 . 
现在 考虑 情形 p+ 1. 为 此 ， 我 们 首先 定义 


ale: @ ii 一 Жары! 1<: < 1 К 1р1 < n. 
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因此 问题 化 为 如 何 来 确切 地 定义 olej @ хч) 其 申 
L&E KLik <j < Zr Sip £ n, 


使 得 


«(е Әта) 50а [mod Рр |z), 
H8 
о(е: @ ole; 9 1,8-4,4 12) — 9(6; ® a (e; @ а-н) 
= Y choler ® 了 
k 


KRihi<j5 V< 人 nn. 
下 面 分 情形 讨论 ， 
1) Wisi,i<j l<nZ-:: <, 
由 归纳 法 假设 ， 这 时 olej O zu u. i.) = улаа, Haj, 其 中 
a; КЫ] ВЛЕ ХУ, B 384 ;< ñ FEQS a; = 0. Р 
o (e; @ alej © maiz i )) = (е @ (ту. + a;)) 
= 80-4, + Tei © йау}. 
而 
сє; $ «(е © Жуас h = о{е; $ Жүз еч)» 


ot [en ej] аьа) = у; Єў оек @ жаз) 
k 
= УС (тъл. + йк). 
k 


这 时 ， 式 (1.3.10) 要 求 
тута + Olei ау) — alej O жы.) 
= УС ттын, + ак). 
& 
这 证 明了 
ole; © Tiigi) 


= ole B аз) аута, 一 POOE (Ekti + ар). 
к 


注意 到 ole: Qa) ЖЛ F, [z] HER, ar 是 已 确定 的 
F, [z] 的 元 素 ， 这 证 明了 о(е аа) ЕЕЕ, AP 
| < 3,1 <i Ж +++ < їр+1 zn Въ 

oley Фар) =Æ FjTijigp-ippi? {mod Е+1[8]). 
FERTH < ki<inl< i <: < i < n FF P BR УУ. 

(2) I 1 < i slo X ik S š X< iki <<<) ia < 
+ <1„ < n. 贞 好 纳 法 假设 有 
«(е D 0(е; @ zu. i )) — (еу @ о(е @ tiiri) 
= o([e,,e;] @ Eiir - >. Poler @ Жр). 


由 归纳 法 假设 ， 我 们 已 定义 好 о(є ® za... Є 本 +i[zl, 因此 ， 
只 村 给 出 o(e; @ cie © И) K ole; @ о(е; ® Tirini l) 的 明 
确定 义 就 够 了 . 今 由 归纳 法 假设 ， 有 
cle; 9 се; @ Т) = о(е; ® C @ alei @ Di) 
= о(е: @ c (e, Q olej @ Eiin) + (е 9 c([e;,er,] @ zi... ) 
= olen @ ofe @ o (e; Bri.) + ollen e] @ ole @ Fiaip )) 
+ o (lej ei] @ Crfei @ с) + ef[ei， (е, eall © Фа). 
ЕЈ 
ole; @ с(е; Q zi... i )) 
= g (ei, @ g (e; @ o(e,; ® Tiy. ))) + olles, e] @ fei È z... )) 
+ atlei, ei] 的 oley 的 Piss )) + ofle; [er, el @ 242-4): 
今 
a (fes, [езе] ®2:,.4,), 
c([e;, Ei] ° с(е; @ 24-4.) 
с([е:,е:.] @ olej @ z...) 
都 由 BAER CEIT. 而 对 с(е;, ®о0(е:а(е; Әг... ))), 
已 知 о(е: @ о(е; @ т„..4„)) € F, |z] 是 已 经 定义 好 的 元 素 ， 记 
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作 z;m;mu.a, + ау, 其 中 aj € E,[>z]. $ ñ < р, 由 式 
(1.3.9) BJ MI c(e; @ 了 iii BE E f. W cle, Sa) WE 
ЖУЮ. Z, 我们 定义 了 cle: Bole; 3 raon) EBH, ж хх] 
olej; @ ole: @ m... u J). 且 这 时 有 
ole: Dalej R Enoi J) — (6: D olei @ Eii )) 
= alei © af [eiyejl 的 Pia.ip)) 
+ alfer fej, enl] — [ejs [ei es1)]) ® z...) 
= glei Bo{le ej) B Zizi, )) +o (llei ejj е] @ Lizip) 
= g (|en ej] ® Paire 
所 以 实际 上 我 们 定义 了 alei d z. 1 EIS n,1 56 605 
jp+1 < n. 由 归纳 法 便 证 明了 表示 p 的 唯一 存在 性 . 引 理 证 完 . 
现在 证 明 
定理 1.3.10(Poincaré-Birkhoff-Witt 定理 ) 设 el …，,en 为 城 
ЕЮ К е 的 一 组 基 ， 则 通用 包 络 代数 U (e 有 基 


fr f2 fr tia ta = 0,1,2,.-:, 


称 为 РВУ Ж. 
证 ”已 知 遂 用 包 络 代数 U(2) 有 线性 生成 元 素 1, fa 户 fu. 
1 1,2,…. 然而 fhi- fi = 506%, 所 以 当 


i 之 了 时 有 
ffi = F + у С. 
k 
ШЖ fafa f, PA ú > +a, HI 
ff Sip = f. fa (Л Лам] + faza Ла В. 
由 此 立即 可 证 


fa fa ou fi, = 5 Anii fE ЇЇ, 
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其 中 А, E 玉 所 以 证 明了 通用 包 络 代数 U) 有 线性 生成 元 
ЖОЛ Д.Д, i.e = 0,1. ATER РЕА Н] t 5 


Y qaa Й =0 
Т ааа, = Ü, Му. 

今 由 引 理 1.3.9, 我 们 有 表示 (о, F[z]), 使 得 AL) 及 么 元 1 Ж 
成 包 络 代数 U (e). 由 引 理 1.3.5 可 知 存在 结合 代数 问 态 5 : U(8) 一 
Vip) A 601) = 1, Н £ p= p, 其 中 

网 > ме) = P Af (А, fe) = plein olea) ple) 


1<i, t < n p=1,2,-... 


由 于 aaa 有 =0 推 出 
Dei plei)" plea)? plen)" = 0. 
作用 在 1 E, # 
0= 001) = у asiain plei) pler)? plen) 
= 5 aii i TH TE діт, 
这 里 用 到 表示 р 的 定义 关系 (1.3.1) 和 (1.3.2), 但 是 
i 


为 多元 多 项 式 环 Flx] 的 元 素 ， 由 于 zi, ma 为 独立 未 定 元 素 ， 
所 以 证 明了 a... = 0. 至 此 证 明了 定理 证 完 . 

推论 ОХЕ Р ER nE, (п) 为 上 的 通用 
包 络 代数 ， 则 李 代 数 £ 到 UO ABAS e 为 司 构 . 

证 50(5) AUL) 的 生成 元 素 , 对 李 代 数 LAE er... ,en 
我 们 已 知 fi = ое), efa = olen) REER, ERT o 为 李 
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H ili HJ 6158 C ОЕ ЛЛ, ЕА КАЈ OR (o. V), WI 
存在 通用 包 络 代数 U 到 结 台 代数 Uo LRJS £, 同 态 核 为 
€ (0) = ker (£), 则 ker (£) 为 通用 包 络 代数 U(L) 的 双边 理想 ， 而 
О(о) #1 U(£)/ker (€) 同 构 ， 因 此 ， 从 包 络 代数 的 观点 来 看 ， 李 代 
数 表 示 论 就 是 求 通用 包 络 代数 U(C) 的 双边 理想 . 

定义 1311 设 (o, V.) 为 域 下 上 的 李 代 数 é 的 两 个 表示 . 
它们 称 为 等 价 前 , 如 果 存 在 表示 空间 V, 到 1; 上 的 线性 同 构 s, 使 
得 : 

pa(z)oo =c op (z), Vx e £. 

TR, ЖАИ ИК. Яг ЕШ ЛИ РИН Жл, 
ИТЕ азо ЖЕК К E ib. 李 代 数 表示 论 是 
李 代 数 的 重要 组 成 部 分 ， 它 有 大 量 的 应 用 . 

为 了 中 示 李 代数 的 表示 论 ， 我 们 需要 引进 一 系列 概念 如 下 ， 

定义 13342 j (o V) 为 域 已 上 的 李 代 数 人 的 表示 .表示 
空间 V 的 子 空间 Vo 称 为 不 变 子 空间 , 如 果 pleo) C WW, Vz e 
Ж. 这 时 李 代 数 L 的 表示 (eV) 限制 在 不 变 子 空间 W b, wt 
p(z)|v, = pole), Ут є £, 它 仍 为 李 代 数 £ HET, WHE (оо, Vo), 
你 为 表示 (o, V) 的 T3 n. 

ЖУ 1313 8 (p,V) 为 域 下 上 的 李 代 数 ë 的 表示 ， 表 示 
(V) 称 为 可 约 的 , 如 果 表 示 空 间 V 中 有 非 零 真 不 变 子 空间 ， 否 
则 称 为 不 可 约 的 . 

ЖУ 1314 (o V) 为 域 已 上 的 李 代数 OTHER, 
Уо 为 表示 空间 VY 中 非 零 的 真 不 变 子 空间 . 则 对 商 空间 V/VYo, 可 以 
定义 线性 变换 


бо(®)(® + Vo) = p(z)u + Vo, Vz € f. 


显然 , 此 定义 和 代表 元 素 o 的 选取 无 关 , 只 和 等 价 类 有 关 . 而 s> 
Pols) Yr E ШАК É 的 表示 (G. УЛ), ЖКУ ЖЕ ЖН 
(p,V) 的 商 表示 . 


. 81. 


FHARR К 上 的 李 代 数 2 к) ЖЕЛШЩ Жл НЕ TA 
式 ， 即 考虑 矩阵 表示 的 子囊 示 及 商 表 示 . 

设立 为 域 生 上 的 李 代 数 ， (PT) 为 李 代 数 吕 的 表示 ， 设 Vo 
为 表示 空间 У 的 不 变 子 空间 在 Уо 中 取 基 ar... ,vr, 再 在 表示 
空间 六 PHH oUr Urt с, ш. TÆRER xE 6, A 


p(z)u; = Уан, 1<#< 7, 
j= 
ғ 

p(m)u; = Уан, r + 1 < 1 < т. 
了 = 了 


线性 变换 plz) {ЕЖЕ 妇 ,vm 下 对 应 т хт ур[® 


Alm) (тоъ т) 
( шз ват E Vze e 
其 中 z — Alr), Vz € £4 给 出 子 表 示 (ро, Vo) 的 矩阵 表示 ， r> 
C(z),Vz € £ Жл (до, V/Vo) 的 矩阵 表示 . 

由 此 可 见 ， 所 谓 矩 阵 表示 不 可 约 ， 是 指 不 存在 域 F 上 的 党 
数 非 挟 方 阵 ， 使 得 矩阵 表示 中 记 有 矩阵 同时 相似 于 同型 上 三 角 方 
阵 ， 否 则 称 为 可 约 的 ， 这 时 ， 上 三 角 方 阵 的 对 角 块 间 时 给 出 子 表 
示 和 商 表示 的 矩阵 表示 . 

定义 1315 E (o,Y) ЖР EERE £ 的 表示 ， 如 果 
表示 空间 V 能 分 解 为 不 变 子 空间 V, V. 的 直接 和 

V =V, +: + V,, 


使 得 表示 (PV) 的 子 表 东 (pi, Wi) 都 不 可 约 ， 则 表示 (o, V) RA 
完全 可 约 . 这 时 ， 我 们 记 
p= pi + + р». 
由 可 约 、 不 可 约 及 完全 可 纺 的 定义 ， 立 即 有 
引 理 1.3.16 W (p,V) 为 域 下 上 的 李 代数 WER EK 
(p.V) 的 子 表示 (ро, Vo) 不 可 约 当 且 仅 当 表示 空间 V 的 子 空间 Vo 
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为 极 小 不 变 子 空间 . 因此 , 表示 (p, V) 完全 再 约 当 且 仅 当 表 示 空 间 
V 能 分 解 为 极 小 不 变 子 空间 的 直接 和 ， 当 且 仅 当 在 表示 空间 V 中 
存在 一 组 基 ， 在 这 组 基 下 表示 (о, У) 诱导 的 矩阵 表示 中 元 素 同 时 
表示 为 同类 型 准 对 角 方 阵 ， 且 相应 对 角 块 给 出 不 可 约 和 矩阵 宕 示 . 

一 般 来 说 ， 李 代数 的 表示 不 一 定 完 爹 可 约 ， 只 有 在 复 半 单 李 
代数 的 情形 ， H.Weyl 证 明了 

定理 1317 复 半 单 李 代 数 的 表示 必 完 全 可 约 . 

由 这 个 定理 可 知 ， 复 半 单 李 代数 的 表示 分 类 化 为 不 可 约 表 示 
的 分 类 ， 这 个 定理 ， 我 们 将 在 第 四 章 中 给 出 证 明 . 现在 我 们 承认 
此 定理 成 立即 可 . 

现在 回 到 一 般 情形 ， 虽 然 对 任意 李 代 数 的 任意 表示 不 一 定 完 
全 可 约 ， 但 也 有 部 分 表示 完全 可 约 . 为 了 进一步 讨论 ， 先 给 出 重 
要 的 

引 理 1.3.18(Schur 引 理 ) 8 (pi, Vi) ШЕ LEERS с ро 
不 可 约 表示 ，i=1,2. 设 o 为 表示 空间 V, a| V, 内 的 线性 喘 射 ， 
它 适 合 


pa(z)oc =o p(z), Vz e £. 


则 og =0, 或 者 a жж aj V, 到 V, 上 的 线性 同 构 . 因此， 表示 
(бз, 1) Ж (рг, Va) 互相 等 价 . 

Ш 者 =0 则 不 必 再 讨论 . i oo, Шо Й ker (o) Z 
Vi. ER v Є ker(o), 有 ofv) =0. 于 是 ofpi(z)v) = pz(x}(o(v)) = 0. 
这 证 明了 p(x)e € ker(o), Yv € ker(o), z € £, BB ker (cz)] 为 
表示 (pV) 的 不 变 子 空间 .由 表示 不 可 约 及 ker (а) з V, 可 知 
ker (с) = 0, Ё o 为 线性 同 构 . 

再 任 取 v € Vi, 则 os(z)(z(s)) = т(рү{ш)®) € o(Wi), 这 证 明 
了 表示 空间 V 的 子 空间 (Vn) 为 不 变 子 空间 ， 由 表示 不 可 约 及 
a # 0 可知 of) = 内 .这 证 明了 为 表示 空间 V, 到 V, 上 的 线性 
同 构 .证 完 . 

推论 (nV) 为 代数 闭 域 下 上 的 李 代 数 4 的 表示 ， 表 示 
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空间 V 上 的 线性 映射 о 若 有 
р(х) ос =g o pfx) V z £ 5, 
网 存在 Ao € F, #48 o = 和 olid). 

证 Жо = 0, 则 不 必 再 讨论 . Шо 7 0, it А 为 o 的 特 
征 共 .对 不 可 约 表示 (ро, Vo) 和 (p, Vi) 由 Schur 引 理 可 知 7 = 
с – №(а) 为 表示 空间 V 上 的 线性 自 司 构 或 为 罕 . 但 是 detr = 0, 
这 证 明了 7 = 0, В = = 和 (id). 证 完 ， 

ЖАК LHET (p, V) 完全 可 约 , 我 们 来 证 明 下 面 的 礁 一 
性 定理 ， 即 证 明 

定理 1.3.19 (p, V) ARF EHER 上 的 完全 可 约 表 
示 ， 即 p ВЕРИ Л Г) Ж pi,p2,… ,ps 的 和 


P= pi + рз ++ pas 


则 在 表示 等 价 的 意义 下 ， 上 述 分 解 不 计 次 序 雁 一 . 
证 设 表 示 空 间 V 有 极 小 不 变 子 空间 分 解 


站 二 十) 十 
相应 地 表示 分 解 为 
P= (pnu + р) + (prate H Prah 


其 中 pa, pia, ЕЖЕ, pnpa 互相 不 等 价 ， 

B 而 为 了 的 极 小 不 变 子 空间 我们 来 证 存在 i, EB V, < 
Vate + Vis ЯШ, ЗДН py: V — Vg. fE x e У, 
有 v= Y tun 其 中 ы Є Vav, 于 是 

pisp(z)o = pijp) Y vuv = p(a)u;;, 

ю(&)ру® = р(2)р:; У^, = р(х). 
因此 puple) = р(х)р;, Vz € £. 5 W Z 0, 所 以 在 在 指标 i,j, 使 
得 piy(Vo) Æ 0. 设 po 为 模 小 不 变 子 空间 V 定义 的 不 可 约 表 示 ， 
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由 р(2)р:; (V) C Vip 所 以 考虑 ра: Vo — Vi, 则 在 极 小 不 变 子 空间 
Ww 上 有 pi;pa(z) = p(z)pi;, Уле, ЖФ Po = Рм: 由 Schur B| 
理 ， 今 p; (Vo) #0, БТ р; ВТЕ. RUE Т p.(Vo) = Vü, B. po 
和 pj 等 价 ， 因 此 po 和 prj ppr, ki 于 是 pxk;(Vo) = 0. 注 
ЖЕ) 3 pus = 这 ,所 以 证 明了 Vo C Va +: + Vis 
设 表示 (p, V) 另 有 分 解 

V = (Vh Ho t Via) to + (Via + + Vita) 
相应 地 子 表 示 分 解 为 

P= (Pir Hi ре) tt (Pn + -+ фу), 
其 中 опу, 互相 等 价 ，p41,… ;pis 互相 不 等 价 . 用 上 面 关于 


不 可 约 子 表示 (ро, Vo) 的 讨论 来 考虑 pi, 所 以 证 明了 q = з, BE 
新 编排 次 序 ， 无 妨 设 pa 和 pi 互相 等 价 ， 因 此 还 有 


Va + t Via = VA teet Vhs Ligas. 


这 样 一 来 ， 河 题 化 为 证 明 如 下 情形 ， 即 
V =V +: + V, = Wt + V/, 
рар ро =m + +ph 
其 中 Papap р 都 互相 等 价 ， 这 时 由 表示 等 价 的 定义 可 
知 dim V; = dim Vy, Ий t = s, Н dim V; = шу = 2dimy 至 此 


证 明了 在 表示 等 价 意 义 下 分 解 不 计 次 序 叭 一， 证 完 . 

现在 开始 考虑 复 半 单 李 代 数 的 表示 ， 我 们 有 

引 理 1.3.20 t (p V) 为 复 半 单 李 代数 S 的 表示 ， 则 & 上 
的 对 称 双 线 性 函数 


Вь(е, у) 一 tr р(2)р(у), Уг, s€ £ 


为 不 变 双 线 性 应 数 , HÆR (p,V) 一 一 当 且 仅 当 B, ВИ, B, 
称 为 囊 示 {p,V) 的 Killing 型 . 
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证 HF 
Bollz, z), z) + B,(v, [z, 2]) = tr (рт, yDelz) + о(у)р(1=, zJ) 
= tr [(e(z)e(v) - olola) ole) + ollel) — p(z)p(2))) 


便 证 明了 不 变性 . 

今 车 不 变 双 线性 函数 B, 非 退 化 ， 我 们 来 证 o 为 同 构 ， 设 车 
不 然则 p 的 同 态 核 ker (p) < 为 李 代 数 £ 的 非 零 理想 ， 到 
x € ker (p), А] р(х) = 0. 于 是 Б„(х,у) = tro(z)o(u) = 0, Уус £. 
由 B, 非 退 化 可 知 z = 0. 这 导出 矛盾 ， 因此 p 为 同 构 ， 反 之 ， 
Ж р 为 间 构 ， 而 不 变 对 称 双 线性 函数 Boz, y) 退化 ， 即 B, 的 
核 ker (Bo) = {= € 8|B (z, £) = 0} Z 0. 由 不 变性 易 证 В, ВЖ 
ker (B,) 为 复 半 单 李 代 数 € 的 非 零 理想， 显然 ，p 限制 在 非 零 理 
想 ker (Bp) 上 仍 为 一 一 表示 ， 表 示 空 间 奶 为 V. 则 在 ker (B,) 上 
B,(z,y) = 0. 

下 面 来 证 明 车 € 为 域 上 的 李 代 数 ， (oV) 为 李 代数 上 的 
一 一 表示 , R Boley) = 0,Yz,y E22, 则 上 为 可 解 李 代数 ,如果 这 
点 能 证 ， 则 我 们 证 明了 复 半 单 李 代数 € 的 一 一 表示 (p, V) 的 不 变 
HEDRER В, (с, у) 的 核 ker (B,) 为 £ 的 可 解 理想 ， 所 以 必 
须 等 于 堆 ， 这 推出 矛盾 ， 从 而 可 以 证 骨 引 理 . 

为 了 证 在 条 件 Bs(x,y) = 0,Vz,y € £ FIRN LTA, R 
要 证 [LS 等 零 就 行 了 .为 此 ， 引 进 一 般 线性 李 代 数 gl(V) 的 子 
空间 

о) СМ = (A € gl (V) | IA, £) CA 
我 们 来 证 tr АХ = 0, YA € МХ є ро[е, 0). 事实 上 ， 无 妨 取 
X = {о(т),р(ы)], 其 中 т,ує ©, 4 


tr AX = tr Alp(z), ply)] 
=їт(.Ар(ж)р(у) — Ар(у)о(а)) 
= tr p(x foly), А). 
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A (А, у) є olL, S), 这 证 明了 trAX = 0. 

注意 到 о 为 一 一 表示 ， 所 以 [LS Ж ЖЕЛЕР 2.8] ж 
Ж. ЖИН Enge 定理 ， 向 题 化 为 证 明和 任 取 X e psg, gh., HJ X A 
徊 零 线性 变换 ， 换 句 话 说， 我们 只 要 证 明 任 到 X є p([£, €I. 则 由 
trAX =0,/ Ас Mf 可 推出 X HF. 

设 din V =m. 由 定理 1.2.17, RETKE х= 5-м, 其 中 5 
半 单 ， NEF EXTER, ED S = 0. 下 面 我 们 构造 一 个 元 素 
AcM 首先 ， # М F HP ЖЕ {ЕЕ Ё. ја S 的 m 个 特征 根 为 
aam 它 自然 地 生成 有 理 数 域 О 上 的 大 维 线性 空间 gQ. ж 
虚线 性 空间 Q 上 的 任意 线性 函数 r). SERAH F L 
线性 空间 V 中 取 基 е,,--- ел, E Se) = a;e;,1 < i < m. Е 
性 空间 V 上 的 线性 变换 A, 使 得 Ae) = fü(ajje; 1 < < m. E 
gl(V) 中 取 基 егу, 使 得 e;¿(ek) = Senla ¿ 3, k < m. 因此 有 


A= Уу, f(a;)jei, 5 = УХ aiei, 
所 以 
(adS)(es)=[S,e;] = е; ~ eiS = (a; ~ a;)e;;, 
(ad.A)(e;;) = [A еу] = „Де — eij A = (Pei – f(a;)be;;. 


用 Lagrange 插值 公式 ， 存 在 多 项 式 g, 使 得 glai — aj) = fla) — 
Fahl Sij < m. 周 此 我 们 证 明了 g(ad S) = ad A. 这 里 ， 9(0) = 
g(a;—a,)= f(a:)— f(a:) = 0, 所 以 9 无 常数 项 . 由 定理 1.2.18,ad5 
是 ad X 的 多 项 式 , 且 常 数 项 为 零 . Ы аад Et ad X Юж, H 
常数 项 为 零 . 由 于 X є olle, L), 因此 [X, o(8)] c ells L). # ad X 
的 常数 项 为 零 的 多 项 式 作用 在 L 上 仍 在 P(S E) 中 ， 这 证 明 
T (ad 4)p(2) c р({©, 人 2]), 因此 证 明了 A € M. 所 以 trAX = 0, Bp 


аа) = 0. 这 证 明了 0= (0) = кў а: (0:)) = Ela)’. 
注意 到 f 是 有 理 数 域 上 的 线性 空间 上 的 线性 函数 ， 因 此 fie) 为 
有 理 数 ,这 证 明了 fla;) = 0.1 < :< m. h f RW HUISA, M 
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以 证 明了 5 = 0. PER X єр, 6), M| X РЕЗ, Pr 
以 oG Lch Ж Ж, EH 了 可 解 . 引 理 证 完 . 
注意 ， 引 理 的 证 有 明 不 需要 假设 蔡 域 下 为 代数 闭 域 ， 而 且 实 际 
上 ， 证 明了 域 КА Су б p. 车 不 变 对 称 双 线性 
Ж Bolz y) = trp(z)p(u) = 0.Yz,y€ 2, ШАК 2 可 解 ， 所 以 
EPR L PP, в, 非 退 化 ， 这 推广 了 Cartan 判别 条 件 . 
另 一 方面 ， 设 © 为 复 半 单 李 代 数 ， (p V) A r 的 不 可 约 表 
AE) 及 么 元 生成 包 络 代数 U (0). 由 Schur 引 理 可 知 ，V(p) 的 
中 心 CUl 很 重要 事实 上 ， 任 取 Ає CUl) 则 有 Ape) = 
p(z)A,v z EL. 今 表示 不 可 约 ， 所 以 A 为 纯 量 变换 . 我 们 有 
引进 1321 ÉE (p,V) доп 维 复 半 单 李 代 数 £ 的 一 一 表 
ж. 在 台中 性 取 基 el,…,en; 则 唯一 存在 一 组 基 /...., n 使 得 
B,(e;, f;) = tr gleif) = Epl < ¿ j < n. 这 时 任 取 ze Л, Ш 


[z,e] = Y аре), |z, fÀ] =- J ayl 1<1<п. 
j=l 了 一 上 

Ш “ 今 由 囊 示 一 一 可 短 不 变 对 称 双 线 性 函数 В, (с.р) 非 退 
化 . 记 Т. эЛ Ае. en ВУХ ЈЕ, 则 唯一 存在 А ‚АҺ € £, 
E F(x) = Bole, 5) 1 S< i < n. 我 们 来 证 A...., f, 线性 无 关 . 
EXE, E YTA = 0, ШУА (z) = B,(z, УХАА) = 0, Вр 
УА = 0. 但 是 fF 为 对 侦 基 , 这 证 明了 Ду =... = À), = 0. 
所 以 证 明了 在 中 唯一 存在 基 所 ,…, ,使 得 Bolein Ji) = фу. 

今 设 [5,6] = 2 ане, 1 <i < n, [z, fl] = E ba fi. 于 是 

j= j= 


В„([=, ег}, Р) + B,(e;, [2, Jil = 0, Вр ан + bij = 0. 证 完 . 
定理 1322 it (p,V) X п 维 复 半 单 李 代 数 & 的 一 -- 表 
示 ， 则 包 络 代数 Ul) 的 元 素 
А = > (е)о(л) є CUC). 
i=1 
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证 “EB ze 2, 则 由 下 理 1.3.21, 有 


Ap(z) — p[z)A = 5 (peol fola) — p(z)o(e;)p(f;)) 


=} 


= > pledp(lfi zl) + У plless zx])p(fi) 
j=l i=l 


= у; apple- у) ане) = 0. 

1+0=1 ij=1 
X 1323 Ш (o,V) жп 维 复 半 单 李 代 数 £ 的 一 一 表 
л. 则 包 络 代数 U (o) 的 中 心 C(U(p)) 的 元 素 A = D eledel) 称 


为 Casimir # =. 
ЖЕ, Жара © 为 单 理想 直接 和 


E= bitet Š, 


E (op,7) 为 复 半 单 李 代 数 £ 的 一 一 表示 ， 于 是 (p, VY) 也 是 单 李 代 
数 2 的 一 一 表示 .由 于 [6,8] = 0 天 万 所 以 有 Elk) = 
PIBE) ii 关于 今 由 引 理 1.3.21 可 知 在 ©, 中 任 取 基 ei1,… ,eis,， 
则 唯一 存在 基 Хао. 使 得 Boleiyy fi) = bjk < j,k < sip F 
是 可 证 E o(es)o(fa) = A 属于 包 络 代数 Ulo) 的 中 心 ， 所 以 


i=1 


其 中 àno, A EC 在 进一步 讨论 以 前 ， 给 出 

引 理 1324 设 了 为 复 半 单 线性 李 代 数 . 任 取 > c 0, ја 
z = z, + z, Жр ËJ Jordan HAR, EP taan, 分 别 为 半 单 部 分 和 
ЖЕЙ, MU zs,zn € £, Н adz = adr, taden Жк б ГЕ 
线性 变换 ade 的 Jordan 分 解 ， 其 中 adr nade, 分 别 为 半 单 部 分 
MEER. 


XY ples olis) € CU), 
i 了 一 1 


i= 


证 Ж ёс(У}) ÆR rel i z = z. + z, ДЕА 
z 的 Jordan 分 解 ， 其 中 z, 及 z, 分 别 为 zx HER ЛУ ЖЕНЕ 
4. HIRE 1.2.18, 于 是 adz = adra Каа. Ж} айт 8 Jordan 分 
Ж, ЖФ adr, 及 ааг, 分 别 为 ade [КПА ИЕЛ. HI 
此 问题 化 为 证 明 к.з, 5 06 T. 

F £ C gl(V). AUR AE r 有 一 一 表示 (id. V). 由 
Weyl 的 表示 的 完全 可 约定 理 ， 表 示 空 间 UV 分 解 为 极 小 不 变 子 空 
闻 直 搂 和 ， 

V = Vie И. 
因此 z(a C W.1 < i< t. $ r, 及 zn 都 是 z 的 常数 项 为 零 的 多 项 
Ж, PTER zal Vi) С (Vi) C VRI < í < t Ip ШР, X W T 
慨 小 不 变 子 空间 上 讨论 . 所 以 无 妨 设 于 示 Gd. V) 不 可 约 ， 这 时 当 
z 31 Š P. 所 有 z, N zn 生成 四 (TW) 的 李 代 数 £ > б. 我 们 来 证 
£ 为 Po 的 理想 . 事实 上 , Б (ааз) 0 с 8, T ade = adra Байг, 
为 ad> 的 Jordan 分 解 ， 所 以 айг, Ж ad zn 都 是 adz 的 多 项 式 . 
因此 (айт,)ё C 0, {ad zw) соб. 这 证 明了 斯 言 ， 今 复 半 单 李 代数 
L AER (ай, o) 的 不 变 子 空间 ， 所 以 表示 空间 p. 有 不 变 子 空 
闻 的 直接 和 分 解 
lo = £ + 97, 


因此 有 
[8,92] = (ad DWM) с MNAL, К] c MNL = 0, 


FTE LARRA ЭЛ 的 元 素 可 交换 . 由 表示 (а, Р) ЖЕ И Schur 
引 理 可 知 ОЛ 的 元 素 由 纯 午 线性 变 挽 枸 成 ， 另 一 方面 , 任 取 线性 空 
间 V 上 的 线性 变换 rel 由 中 复 半 单 ， 所 以 人 = 18,8]. 因此 
trr = 0. 注意 到 Jordan #- dH Jordan 标准 形 导 出 ， 所 以 trz = 0 
Ж tre, = 0,trz, = 0. 因此 由 所 有 z, 及 х„ 生成 的 李 代 数 G, 中 
元 素 的 迹 也 都 等 于 零 . 然而 ОЛ 为 纯 量 线性 变换 , 这 证 明了 M = 0. 
所 以 证 明了 €o = £, BH z, 及 z, RELH EZ. 
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现在 取 定 复 半 单 李 代数 .让 1.2 节 可 知 , ТЕ Š dh Bu E Cartan 

FRE я, 则 有 根子 空间 分 解 
e=9+ S Lo, 
aE 

Ня Weyl Ж {ea | Ya € Al. 18 B(z,y) 为 复 半 单 李 代 数 € 的 
Killing 型 . 取 定 复 半 单 李 代 数 的 表示 (p, V), 于 是 p(2) C g1 (V) 
为 线性 半 单 栾 代数， 由 引 理 1.3.24, 记 z € L, Д р(х) = z, +m. 为 
Jordan 分 解 ， 其 中 z, 及 z, 分 别 为 线性 变换 plr) 的 半 单 部 分 及 


P£) = (S) + 3 о(Ё„). 


s£ A 
TI ado) 由 半 单 元 素 构成 ,由 引 理 1.3.24, 所 以 рӯ) 也 由 半 单 
元 素 构成 ， 今 (009). 0(9) = e55 = 0, 所 以 pt) 由 一 批 两 两 
可 笑 换 的 半 单 线性 变换 构成 因此， 表示 空间 关于 p{$) 可 分 解 为 
特征 向 量 构 成 的 子 空间 的 直接 和 


у= Уу, 


АЄФ 


其 中 更 为 Cartan 子 代数 5 КЕЛИ TARARES, 
称 为 表示 (р, ) XF Cartan 子 代数 © 的 RA, 其 中 元 素 称 为 H. 
TEH V, 称 为 属于 权 入 的 权 子 室 间 , CELY 


Vy = (u € V | p(h)u = Xh), V h € 9}. 
权 空 间 V, 的 维 数 称 为 权 的 重 数 . 另 一 方面 ， 由 于 李 代 数 & j 
单 , H Kiling 型 非 退 化 ,又 项 制 在 Cartan 子 代 数 生 上 也 非 退 化 ， 
所 以 任 取 А cd, 唯一 存在 A, € 5, 使 得 
МА) = B(hx,h), Vh e 9. 
和 复 半 单 李 代 数目 的 根系 A 的 元 素 o 和 对 应 的 
ha € Ñ, B(h,h.) = alh) V h € 9 


一 样 ， 用 a 来 记 ha, 现在 我 们 也 用 A RE hr 关于 权 空 间 ， 有 下 


面 的 狂 质 ， 
引 理 13.25 ”约定 V, = 0, V X # $. 则 有 
(1) ER a € A, À € Ф, 则 有 


Plea) Va C Vati 


特别 地 ， 当 Ye+x 天 0 时 ， 有 e +A E Ф; 
(2) Ho cA, лє $, E À XF a 的 梭 链 为 


А-ро, A AA Ha À + qA, 
使 得 入 一 (p+ l)e,À + (q + 1)À Ф, ШЖ 


2В(А,е) _ 


且 有 
_ 2В(А, о) 
Wali) = À — Boy” є Ф. 
证 (1) ER A € 5,a € A, ШЖ [kiea] = Bla, ћ)е,. 于 是 有 
lalh), plea)] = Bla, Һур(е„). 


{EHE 入 € Ф, оу Є Vys 则 


p(h)(e(ea)ux) = pllh, е] + plen) plh)y, 
= a(h)p(es)ux + ÀA(h)o(es)uy = (e + А)(А)р(е„ yuy, 


Vh c€ $. 这 证 明了 (1) 成 立 . 

(2) ER X e #@,0 Z w, € V,. EREA q = 0, # V PAF 
Ў] уь = plea) Yy = va ка, k = 0,1,. 由 入 一 (pp 十 leg 可知 
Ур+! 150. 于 是 存在 正 整数 r, E yoye, # буы = Yria = 


由 归纳 法 可 证 
рє.) = (k + 1)B A- ала), k= 0.1... 


事实 上 
р(е л = pleajple-ejox = p(|ea е-ро + Plea) PlEa)va 
= plava = B(A, а}. 
设 太 时 公式 成 立 . $ 
pfeajgk+ra = Plea)ple a)yk+1 = Pla)yk+i 十 Re-ajp(eajgk+l 
= (A — (k + аана + (k + ВО — о, о) 


k+1 
= (&+2)8(А— a, а). 


由 归纳 著 便 证 明了 断言. 

Hü k = r, H уза -0 可 知 r 一 040, 

EBREA p = 0, ФЕ V 中 序列 z, = plea) vi Є Vatka k = 
0,1,…. HI À + (q + 1)a Z Ф, 所 以 201 = 0. AERES < q, 
R ©з = 0,z,+1 = 0. 由 归纳 法 可 证 

реа) = —(k+ BO + Ка,а)д, k=0,1,2,... 


_ ы: _ _ 2B(A,o) 
М К=з, 恒 证 明了 一 Blao) ` 


在 一 般 情 形 ， 取 8 二 入 十 9a, 则 8 关于 a 的 权 链 为 
P- (p+ 9а, :·-,8 — о, 8, 


28(8,а) 


于 是 有 Banj S P + ШИ 
2В(А,а) 20 < 
Bla, а) терта. 
ER 8 = л-ра, J| 8 Ро ВВ 8,8 + в,---,8+ (p+ ао. 
2В(8, а) 
_2В(А,о) 25 < 
Blea) + p < p+ q. 


全 此 证 明了 Be =р-9 

HF А ~ (р Фа = А+ (g — pa € Ф, 这 证 明了 ш. (А) Є Ф. 引 
理 证 完 . 

推论 ЖА {h | VA € 9) C Šn. 

证 由 1.2 WELSH р 是 由 (h [Va € A) 实 线性 生成 的 线 
性 空间 ， 且 有 ñ= a+ V lr апу ifr = 0. 今 任 取 À e Ф, 
记 Ву = a+ vib a,b € Ўв. 则 由 2B(A,o) = (p— q] B(e, o) € R 
可 知 B(b.a) = 0,Ya € 0. BB B(b, бв) = 0. PÆ be ña, 且 李 代数 
£ Ев Killing 型 B 限制 在 ña Б. 这 证 明了 48 二 0, 所 以 
À = h, € йд, А € @, Ш. 

今 在 实 线性 空间 Sr 中 引进 序 ， 则 有 单 根系 IL. 由 于 证 明了 

= hx € Är YAE, 所 以 集合 ha = ТА | V À € Ф) 的 元 素 也 可 
比较 大 ， 由 于 $ 为 有 限 集 ， 所 以 在 r ARTE hs 中 存在 最 
大 元 素 和 最 小 元 素 ， 相 应 бр WARTO PREREZE 
小 元 素 ， 分 别称 为 最 高 权 和 和 最低 权 ， 由 此 可 知 ， 车 入 为 最 高 权 ， 
B X + e; g @, 1 < í < 1, BEREM а, 则 入 十 a 9, 车 和 为 最 
ER, A A-a é @,1 < ¿ < 因此 任 取 正 根 a HJ -ag 实 
际 上 ， 我 们 可 以 给 出 

定义 1326 。 设 为 复 半 单 李 代 数 e 关于 Cartan 子 代数 
5 的 根系 A 的 单 根系 .。 更 为 中 的 表示 (p,V) 的 权 系 . 权 Xc @ 
称 为 是 高 权 , 如 果 q o gD Ya c AT; 2 À € Ф ЖО HEE, 如 
Ф л-афФ,Уає дА. 

引 理 1.3.27 П = {or,…,az} 为 复 半 单 李 代数 £ 关于 
Cartan РК 5 的 根系 A WEARER MERS £ 的 通用 包 络 
代数 U(E) 由 h; = aj, ер = faj €—; =e s 1 < j SLÆR. Ж 
别 记 el. e 生成 结合 代数 ULH, ё_ү,...,е ， 生成 结合 代数 
U(£) , hnoo hi ERARA U., 则 

UE) = US UB) US)+, 
PB U(£) 理解 为 由 结合 代数 ое), UL., U(2)+ 的 乘积 线性 生 
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成 的 线性 空间 . 

设 (o, V) 为 李 代数 & 的 表示 . 记 (ез). (е) 生成 的 结合 代 
数 为 Ult elean a ple- 生成 的 结合 代数 为 Uo оњ), 
pihy 生成 的 结合 代数 为 Ur, WER (o, V) 的 包 络 代数 Uo 有 

Ulp) = О (е) О(р)°0(р)+, 
E р(0(9)%) = Ulet, PCS = О). 
证 任 取 正 根 с, 存在 正 根 序列 Ө, а Fait tt Oi Ба + 
十 oi, = о. 因此 李 代 数 2 中 有 非 零 元 素 序列 ， 
Eijs [ea +eiz， тър [fei , Eiz] Eia l '' rei] = бр, 
еі) [e-i Ei: 7, сурст [lei е4], е3], 6, 64.) 一 Eiei 
而 Cipot, € Latta = Los el... i € Fron rera = a. H: 
dim £n = ітд. = 1 可知 ei... 及 et... 分 别 为 €, 及 £ a. 的 
基 元 素 . 这 证 明了 РЭД Ea 生成 通用 包 络 代数 ще) 的 结合 子 代数 
UL)+, „5. £, 生成 通用 包 络 代数 UID 的 结合 子 代数 UL, 9 
生成 通用 包 络 代数 U2) 的 结合 子 代 数 UU(2)*. 

因此 ， 三 全 结合 子 代 数 UL), 0(0)°, UO" 的 乘积 线性 生 
成 通用 包 络 代数 UL) 的 结合 子 代数 UL) 我 们 来 证 明 UL = 
U(£) 事实 上 ， 取 Weyl 基 (h. 1 < i < 1, ea Va € А}, WARA 


Ф 
[Ri А] = 0, [k ео] = a(h;)es, Ve € А, 


lea: €a] = ha, [ео ев] = Мевеа+я. 
所 以 在 通用 包 络 代数 U) 中 有 
hihy = hihi, hita — ahi = «(Беш 
€x€— = — Eraba = has Eag 一 Efla = WapEa+ p. 
特别 由 ар tk = П, try 一 Ok ё А, 所 以 有 
h;hk = hkh;, h;ek = ekha + Gk (h;)ex, Yj, k, 
e;e_; = e. je; + hj, Yj, еек = E kj, YJ Z k. 


所 以 hi, hi, еу, ‚е, eiea 生成 通用 包 络 代数 U (£). 
HER hec e; 1 < í < 1 т W silk. ЯНЕ, 
可 写成 如 此 的 m 次 单项 式 加 上 低 次 项 ， 使 得 m 次 单项 式 中 出 现 
e-1,''',e-! 的 部 分 在 最 前 面 ， 出现 hi... А 的 部 分 放 在 中 间 ， 出 
He, ,ei 的 部 分 在 最 后 面 . 因此 由 归纳 法 便 证 明了 三 个 结合 子 
代数 ULT, ULY, U(t 的 弛 积 线性 生成 通用 包 络 代数 U (0). 
特别 通用 包 络 代数 U(L) 由 hi,ei,e_;, 1 < ¿< 1 ÆR. 

对 复 半 单 李 代 数 4 的 表示 (p,V) ,可 以 和 通用 包 络 代数 -一样 
得 到 所 要 的 结论 ， 实 际 上 ， 我 们 有 

ю(И(®)®) = Up)t, pU) = Ufo)’. 

证 完 . 

显然 ， 在 实 线性 空间 Өн PRESAS, #7 (p,V) 的 最 高 
权 和 最 低 校 是 唯一 确定 的 ， 而 且 它 们 在 不 可 约 表 示 论 中 扮演 了 重 
要 药 角 色 ， 即 我 们 有 

定理 13.28 ШП = {fa G] 为 复 半 单 李 代 数 p 关于 
Cartan 于 代数 5 的 根系 A АНК. Ф 为 李 代 数 p 的 不 可 约 
表示 V) 关于 A5) 的 权 系 ， 记 А 为 最 高 权 ， 册 有 

(1) ÆR = € $, 则 存在 权 序列 


入 一 ai 一 oo 


其 中 tligt, a € {1,2,--.,1), 且 允 许 出 现 相 同 指标 ; 

(2) 最 高 权 入 的 权 空 间 是 一 维 的 ; 

(3) 对 最 高 权 》 及 任 一 正 根 о, 22009) w pp Sak. 

证 (1) 在 最 高 权 А 的 权 空 间 V, PEREZA v. FJ 
作 表 示 空 间 V 的 非 零 子 空间 Vo, EH Plea) Plean jv = 
Vita ie 1 < й," ， < t, t= 0, 1, 2, eos 线性 生成 由 引 理 1.3.25 
的 (可知 uay € Иа asa 我 们 来 证 Va 2932288] 
V 的 不 变 子 空间 , 事实 上 , 用 引 理 1.3.27, 我 们 只 要 证 (А) C Vp, 
plei) Vo C Vo, ple—:)Vo СУ ЖЖ Т. 
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显然 ， ре), = 04411... Є ў, 所 以 证 明了 p(e_;)Vo с 
Ww 1 << L 再 


Pihi у, 4, 
= plhijple-a jple ia) plein VA 
= {(p([hi, e ¿1 + pte )plhi)) pple i) plei va 
= (В(А:, Аа. Aei ) + р(є—,)р(ы))р(е—„) +++ ple-i, jv 


以 及 plhijva = X(hi)ux, 所 以 由 归纳 法 便 证 明了 plhjVo C Vo, 1 < 
i 最 后 


pleit i, = р(ег)р(е 1, )р(е-„)°- plei Va 
=(p([e en]) + plei Jole) Alei) plei, Jta 
= (би, Phi) + plexi eili) o plei Wa 
. 而 р(е;)ъу = 0, 所 以 由 归纳 法 便 证 明了 ple: Vo Co sisi ж 
此 证 明了 Vo 为 表示 (p, 太 的 非 零 不 变 子 空间 . 
БАВЕН Вл Ч, WELEER и = У, ВУ н 
алі l < 10775,5, < 1,8 = 0,1,2,:-- 线性 生成 . 
7—78, НФ, ОЖАУ 关于 pl 有 权 子 . 
空间 分 解 
У = Y Ve 


Bee 


S Viie € Voan- ass 所 以 表示 空间 У 又 可 表示 为 


1<ii i 1,8—0,1. 


这 里 ， 当 和 A 一 a 一 … a É $ bl Vaia = 0. 注意 到 车 
viaii Ж 0, 则 表示 空间 V 中 有 非 零 向 量 


UA Ui, Di. iY y Dirty ta: 


这 证 明了 А, 一 ci， А-а 一 Qi, 入 一 Qi 一:… 一 a 为 权 序 
Fi, B) (1) АЗ. 
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(2) 现在 证 dim V, = 1. 事实 上 , H V = Vo Д Vx = Vo YV, = 
[aw,|Va € С}, 所 以 证 明了 dim V, = 1, БП (2) 成 立 . 

(3 今 和 为 最 高 权 ，e AER, 于 是 X+a g $. 因此 入 关于 
« 的 权 链 对 应 的 9 = 0. 由 引 理 1.3.25 的 (2) 便 证 明了 22009) 为 
非 负 整数 ， 即 (3) ЛЕ. 证 完 ， 

定义 1.3.29 ” 实 线 性 空间 Sr АЫ y 称 为 整 向 量 , 如 果 
28(0.9) 为 整数 ， Ya e A; 称 为 强 整 向 量 , 如 果 2°) 为 非 
Blaa) е) В(а,ә) 
负 整 数 ， Ya E A+. 

由 定义 1.3.26, 定理 1.3.28 的 (3) 可 改写 为 

定理 13.30 AF SHE 2 的 不 可 约 表示 (р, И) 的 最 高 
权 唯一 决定 的 向 量 h 为 强 整 向 量 . 

下 面 我 们 证 明 复 半 单 李 代 数 的 不 可 约 表示 的 最 高 权 为 表示 在 
等 价 下 的 全 系 不 变量 ， 且 给 出 定理 1.3.30 的 道 定 理 . 

定理 1331 Ë H = {fali……or] 为 复 半 单 李 代数 £ 关于 
Cartan 子 代 数 为 的 根系 A АЖ. Ш (o; V.) 为 李 代 数 上 的 
不 可 约 表 示 . 记 Ф, 为 关于 aH) А, А 为 最 高 权 ，i = 1,2. 
则 (p, Vi) 和 (os, Vx) 等 价 当 且 仅 当 最 商 权 à = А. 换 甸 话说 ， 最 
商 权 是 复 半 单 李 代数 的 不 可 约 表示 在 等 价 下 的 全 系 不 变量 . 

Ш 设 不 可 约 表示 (рі. Уу) 和 (02,0) 互相 等 价 ， 于 是 

dim V, = dim Vz, 
且 存 在 线性 空间 и 到 V, 上 的 线性 同 构 o, 使 得 pa(z)oc = co 
р(х), Vz € £. 5 V; = > V), ¿= 1,2, 其 中 
ni e bi 


И = {v € V; | alh) = mlh), V h € 9). 
任 取 u; € @,, s e VË HJ ole) e Va, 而 
юэ(А)(т(и)) = с(р1(Һую) = u (А)о(о), V h € 9. 
这 证 明了 cfe) ARAR, BPR m. 因此 ja € Ф. 至 此 证 明了 
Ф, C Ф;. 考虑 线性 同 构 c 1, 同 理 可 证 Ф, C Ф,, ЕНТ 


Bz = Фу. 于 是 最 高 权 和 2 = А. 因此 证 明了 等 价 的 不 可 约 表 示 的 最 
高 权 相 辣 . 
Аз. 我 们 来 证 表示 (ру, М) 和 (ez, V2) 也 相等 价 ， 直 定理 13.28 的 
证 明 可 知 在 УХ? 中 取 基 向 量 o; MJ V; 由 
Pileas Pile) ра (еа, №1 Sista < в =0,1,2,... 
线性 生成 ， = 1,2. 建立 表示 空间 V, 8] v 上 的 对 应 
т > (ei). prle- jep 
一 Sanna pale-n) polei, ){2), 
А Є С, X H: ffl Hz 1 < 41,7774 < {в = 0,1,2,.... 我 们 来 
证 = 为 单 值 映 射 . BR HE D anoi Pale) -> polea WP = 0 Ж = 
D liaire) leE = 0. 事实 上 ， 在 表示 空间 由 中 考 
虚 子 集 
Vi= {dape а) pei) | 
D aai paleni) p (e o = 0}. 
显然 ， 页 为 线性 空间 V. 的 子 空间 ， 我 们 来 证 V. 为 表示 空间 V, 
的 不 变 子 空间 . 
由 Yani peleia) -paleni o = = 0 可 推出 
palei) D appafe aa) pa(ei jl 


= > aaa pa(e i)pa(e_s) : -palei ju) 
= 0, 


x 

CD DL paleni, 02) 
= 2 ,ви-ч,(оз([е,е-,]) + робе, )вх(ег))а(еа,) pale- 052 
= Уа... «(ба palh) + Palei, )оз(ег)) ое.) --ра(е i, o, 


pa (h) У Gai Pale- ) pale- 
= у) ату. (B(-—h,,, h)eə2(e_¿,) + pelei }юз{ВЬ)) 

робе) =- оз(е—+„)®%. 
依次 讨论 下 去 ， 由 pou (h) = А2 (А) E рае) 00 = 0, 所 以 证 
BH y 3 

u= Y Gai Polea) -pale = 0 
时 
pa(e—;)o = 0, palke = 0, p2(e;)e = 0, 

而 且 有 


0 = Уу lasa Pi lei) Е pie i, eP єй, 
pile- JA с ў, РОЗГА с Vi, mle) C V. 


这 证 明了 И 为 表示 空间 V, 的 真 不 变 子 空间 . 但 是 表示 不 可 约 ， 
所 以 机 = 0. 于 是 证 明了 映射 o 为 单 值 映 射 . 
定义 映射 


т: > а, Юе) pale, We 
一 у; Qi i Pilea) 01(ё—, Y, 


Vann € C, RE, MER 1 < 4,5,3, < Ls = 0,1,2... A 
理 ， 我 们 也 证 明了 т AW 6 ñ mM. RHEN c ÉE + 的 定义 有 
or = +T 二 过 .这 证 明了 о 为 表示 空间 V, 到 仍 上 的 线性 同 构 . 

所 以 为 了 证 明 表 示 (pl, Vi) 和 (ро, V2) 等 价 , 只 要 证 pz2(z)oo = 
cop(z) Vz € £ RET. 今 由 定义 有 


px(z)o(oi(e_;)-:'m(e-¿, ө) 
= p(T)polea) pale- WE. 
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R pi(z)(pile_ a) e-i E HE plen) o ple- 的 
线性 组 合 ， 它 由 李 代 数 LRR r 及 ee_i 及 李 代 数 £ 
船 乘 法 表决 定 ， 所 以 关于 表示 p BIC F KOS pz 是 一 样 的 、 这 证 
BH 了 
со (z)[m(e_¿): (e. Jul) = palado) palen P, 

即 证 明了 pz{z)o = opifzj yzeg 至 此 证 明了 表示 等 价 ， 定 理 证 
完 . 

显然 有 

定理 1332 ЖП = {on 6) 为 复 半 单 李 代 数 e 关于 
Cartan 子 代数 5 的 根系 A АЮ. W (p. V) 为 李 代 数 p 的 不 
可 约 表示 ， 里 为 关于 o5) ЫЖ. ШАХ, u 为 最 高 权 
АЙНУ VA 的 基 向 量 ， 则 有 

V = U(E) у», Va = p(U(£)°])ux, PUL Yo = 0. 


ЖЯ T ACE 3334835 ЗЕК. 我们 引进 Kronecker ЕЯ. 
定义 1333 ША, 为 复线 性 空间 V. 上 的 线性 变换 ， 在 V, 
中 取 定 基 eO ... él) Шр 


т 
А.е) = 5а, ў = 1,2,--5,т, i= 1,2. 


于 是 线性 变换 A 的 方 阵 表示 为 A = (a), 1 = 1,2. ЖНА У оу, 
上 的 线性 变换 称 为 线性 变换 A 和 Дойр Kronecker RA, 记 作 
А. @ Az, ЛЖ 


(А @ А)(е0 ® ер?) = Ae) ә Ay (020) 
1 2 2 
=} ауе! о У а е) = ус у aae в el). 
Р ч P g 
由 线性 变换 的 Kronecker 乘积 A gA HELTAH, ТЕКЕ 
积 V, & V, HÆ е9 ә е0), 1 < j < mi, 1 < k < m #EB8 K PE 
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0) ye .ed geh P gen, e oe FION 
阵 为 
Ауа\® СЕ Аа, 
A 2 A; = : : 
Аа, ы Аа), 


IAE A 和 А» 的 Kronecker 乘积 . 
ЖУ 1.3.34 30 (0,1), 72=1,2 为 域 下 上 的 李 代 数 的 两 
TER. M 


r> ру 8idy +14, & р(х), Vz € £ 


仍 为 李 贱 数 吕 的 表示 , ИМЕ (оро. V, 9 V.), 称 为 表示 (р, V.) 及 
(оо. №) Kronecker ÆR. 为 方便 起 见 ， 我 们 记 о 90 为 дур». 

自然 地 ， 训 以 定义 有 限 多 个 表示 的 Kronecker RR. BAR, 
Kronecker 乘积 适合 结合 律 ， 但 是 没有 交换 律 . 

对 复 半 单 李 代 数 ， 表 示 的 Kronecker 乘积 的 重要 性 在 于 

定理 1335 П = (or, ot] 为 复 半 单 李 代 数 L 关于 
Cartan 子 代 数 $ 的 根系 A 的 单 根系 ， 记 Ф, 为 李 代 数 的 不 林 
HER (pa V 关于 p (5) HER. BA 为 最 高 权 ，i = 1,2. ШЕ 
к (pi, V.) 和 (pa Va) 的 Kronecker 乘积 (p1 @ pa, V, O V,) 中 必 有 
一 个 不 可 约 子 表示 ， 其 最 高 权 为 Al 十 А. 

证 ERREN V, 关于 p; (5) 的 权 子 空间 分 解 为 


V= УУ, i=1,2. 


L €e; 
于 是 
ven- У у; vP evp. 
раЄФі илЄФз 
由 定义 有 


V = {v € V, | pi (h) = ni(h)o, V h € 9). 
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任 取 vw; ë D i= 1,2. 1 p = р Š ро, WMA 
ph}= pih) Eidy tidy, 9 po(h), YARED. 
而 
p(h)(ui & v) = pi (h)ui @ v + v1 @ p2(h)Yus 
= {m (h) + af 天 Jo @ из). 
所 以 表示 (e, УЕ Уз) У Ф ПАХ ш + но, V uy € Фу, € Ф). 
即 有 Ф, + $, СФ. 由 张 量 积 V, о 的 关于 p(5) BDE TE B] 2 ig 


Еп 
$ = $; + Ëz. 


于 是 权 系 里 的 最 高 权 为 和 = X + Аз, HER n € $, 记 线 性 空间 
V = V, @ 1, ME 


r 2 
Ve = > vin e v. 


на+иа=н, p &Ф,ї=1,2 
特别 地 ， 最 高 权 空 间 
и = VD) eve 


PER (рМ) 不 可 约 ， 所 以 ати) = 1, ; = 1,2. 因此 
dim V, = {dim У) (а WV) = 1. Е рУ = V 8V 
BFE Vo: 


№ = {у Gia Peri) ples, 01 @ və) Va... € С}, 


ERMER Іса, Kis = 0,1,0, 02 w€ V ¿= 1,2. 
由 定理 1.3.28 的 证 明 可 知 Ъ 为 表示 空间 V 的 不 变 子 空间 ， 它 包 
ЯЛЖ v1 @ ww, 且 为 包含 元 素 и @ us 的 最 小 不 变 子 空间 . 我 们 来 
证 它 是 表示 (o, V) 的 极 小 不 变 子 空间 . 事实 上 ， 由 Weyl 的 表示 完 
全 可 约定 理 可 知 ， 在 表示 空间 V 中 存在 不 变 子 空间 V, 119 


V= + V, 
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为 不 变 子 空间 直接 和 ， 若 子 天 水 (о. Vo) 可 约 ， 则 Vo 为 两 个 非 零 
不 变 子 空间 W 和 Wz 的 空间 直接 和 . РЖ, W ZK W; 都 按照 
рО) 分 解 为 权 子 空间 直接 和 
W, = У; wË, 221,2. 

u Ce, 

于 是 
= Wi +m- у, WI) + У wD = Y W. 

Hm EŤ HEP n€ bn 
其 中 Bo 为 表示 (р) 关于 рӯ) АЖ. ВИ @, ОФ = Фо. 由 
À = Ar + Ag € $, ИТЕ] À € $, Ж À € Ф. j À € Š,, 则 证 明了 
Wi) = V., B i Wi 为 不 变 子 空间 可 知 Vo C ЙЛ. 这 证 明了 Wo 不 
TA. ВИТЕ okan (о, У) 中 存在 最 高 权 为 入 = А + А 的 不 可 的 
FET. ЕНШ. 

ЖЕЎ 1.336 ЖП = fa ad] 2 382 ñ б 关于 
Cartan 子 代数 5 的 根系 A HARR. 2468 p 的 不 可 约 表示 
{p, У) 称 为 Жз TELET, WEER (р, V) 的 最 高 权 2 有 

2B(A h) 

B(h; j) Y 

定理 1337 E H = (er, G) 为 复 半 单 李 代 数 p 关于 

Cartan FRÆ S KRR А 的 单 根系 . 则 可 构造 出 一 个 表示 (pi, V) 
使 得 它 是 第 ; 个 基本 表示 . 

这 个 定理 需要 具体 构造 ， 上 比较 复杂 ， 但 可 以 在 率 代 数 和 的 很 多 
书 中 找到 ， 我 们 在 此 几 去 ， 但 是 利用 这 个 结果 ， 我 们 可 以 证 明定 
Æ 1.3.30 ЙУ дЕ ВВ, Вр 

定理 1338 ШП = {a,…,oy} 为 复 半 单 李 代数 和 关于 
Cartan 于 代数 6 的 根系 A 的 单 根系 ， 在 实 线性 空间 бл 中 任 取 
жаН Ж А, 记 


1<j<L. 


2В(А, ha) 
В(һ;, hi) 


= Hi, 1 << 1. 
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则 存在 李 代 数 £ B) ару ел (0, V), 它 的 最 商 权 À 有 B(A,h) = 

X(h), Yh ë 5, 县 表示 (o, V) 和 李 代 数 £ 的 基本 表示 (0,0), 1 < 

¿ < 1 6 Kronecker RE Per …pr' 的 一 个 不 可 约 子 表示 等 价 . 
证 由 定理 1.3.37, 存在 强 整 向 量 A, An EI 


于 是 
Ee — Убу = п, 1<j<L. 
ја 
а= А Y my, 
则 有 | 


2B(u,h;) _ 2B(X,h;) 2B( 2B(X, hy) | 
B(h;,h;) — B(h;,h;) -om i B(h;, hy) ) =0 1 Zj 51. 


这 证 明了 В(и, ћу) = 0, 1 < j <S L Hl # = 0. WE À = End. 
由 定理 1.3.35 使 证 明了 在 Kronecker 乘积 р'і ола... t 中 存在 以 
和 二 ini 为 最 高 权 的 不 可 约 子 表示， 定理 证 完 . 


， 105 . 


第 二 章 REFERA 


这 一 章 介绍 实 半 单 李 代数 的 分 类 理论 及 表示 论 ， 方 法 是 将 实 
半 单 李 和 代数 的 分 类 及 次 示 尊 题 首先 化 为 复 半 单 李 代 数 的 分 类 及 表 
示 问 题 , 再 进一步 弄 清 实 和 复 的 差别 ,从 而 解决 实 的 情形 . EK, 
为 了 第 五 章 的 需要 ， 我 们 还 给 出 实 半 单 李 代数 的 若干 性 质 ， 特 别 
是 Iwasawa 分 解 和 限制 根系 . 


8 21 实 半 单 李 代数 的 Cartan 分 解 


定 兴 2.1.1 复线 性 空间 人 上 的 一 一 对 应 og 称 为 半 对 合 ， 
果 o 适合 


(1) ofz +0) = о(=) to Vr ye Z; 
(2) (Ах) = o(z), ҰАЄС, хє; 
(3) o? = 14. 


例 给 定 实 线性 空间 Lo. fE lo 的 复 化 上 = LS, РЕ £ = 
So + vko. 易 证 £ 到 名 上 的 一 一 对 应 go:z + Vly — go 
v—1y, Yr, y € б 为 复线 性 空间 £ БЕ. 

由 半 对 合 的 定义 可 知 ， 半 对 合 不 是 线性 变换 。 两 个 半 对 合 的 
乘积 才 是 线性 变换 . 另 一 方面 , 给 定 半 对 合 =, 则 复线 性 空间 上 中 
с 的 不 动 点 集 Po = (z € Š | о(х) = z) 为 复线 性 空间 £ 的 实 线性 
子 空间 . 

引 理 212 Мо 为 复线 性 空间 £ 的 半 对 合 ，& 为 o 的 不 
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动 点 集 ， 则 о 为 Š 的 实 形式 . BH ek EE 18] Бо 的 EEL 


Lo +18 = Š 

证 显然 бо HALES Eh, 我们 来 证 相等 ， 事实 上 ， 
FEE z e L, W| oir + oir)) = z+ c(z), ie — т(т))) = 
v 一 ifz — a(z)). 所 以 Halzl yote — o(z)) € Бо. < 


= а оо) + (У-У — a(z)) € £o + Уо, 


这 证 明了 中 = Loty ISo. 最 后 由 ze 80 有 cfz) = roly Tir) = 
— lz. 这 证 明了 “пу leo = 0. 所 以 证 明了 实 线性 空间 Zo 的 
复 化 就 是 £. 证 完 . 

由 些 可见 ， 复 线性 空间 £ 的 实 形式 和 半 对 合 之 间 有 一 个 明显 
的 一 一 对 应 关系 .由 于 取 复 线性 空间 的 不 同 实 形式 ， 则 它 的 复 共 
Bg X t Л 8]. 正 因 为 如 此 ,对 复线 性 空间 L, 记 由 半 对 合 o 决 
定 的 实 形式 为 бе = (£, o). 

显然 ， 设 2 为 复线 性 空间 L EXER, Ао 为 实 线性 空间 
Бо 上 的 线性 变换 ， 很 自然 地 Ao 可 扩充 为 复线 性 空间 2 上 的 线性 
变换 ， 反 之 ， 我 们 有 

5152213 Ú Vo 为 复线 性 空间 £5 的 实 形式 , 它 由 4 的 半 对 
合 o 决定 . 设 .4 为 复线 性 空间 о БИНА, M Alo) C бо, 
Вр 所 为 实 线 性 空间 Хо 上 的 线性 变换 Ао 的 扩充 当 且 仅 当 Дож = 
то À. 

证 {ЕҢ х,у € £o, HJ z+ /- ly € 8. 5 Ao) C 50 ` 
且 仅 当 A(z + /—1y) = A(z) + //—1.Д(у) 有 Alr), Aly) є 80. 所 
以 当 且 仅 当 oA(z + V=iy) = A(z) — /—ТА(у) = A(z — уу) = 
Ac(z + уу). 这 证 明了 引 理 ， 证 完 ， 

REX 214 复 李 代 数 习作 为 线性 空间 上 的 半 对 合 称 为 复 李 
代数 £ BU 半 对 合 , 如 果 有 


alley) = or), oa, vrye ©. 
显然 有 
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5215 Шовк о У, M| o 的 不 动 点 集 
£o 为 实 李 代数 ， 自 其 复 化 £S = L W 2&0 为 实 李 代数 ， 呈 = 96 
HARE, Ше 为 复 李 代数 ， 且 БЕНЗ с. 使 得 其 不 动 点 
集 为 £o- 

二 此 复 李 代 数 的 实 形式 和 复 李 代数 的 半 对 合 一 一 对 应 , 记 бо 
为 复 李 代数 ££ 的 实 形式 ， 它 是 复 李 代数 工 的 半 对 合 о 的 不 动 点 
Ж. 我 们 记 £o = (8,0). 显然 有 

518216 ШФ, 和 ®„ 为 实 李 代数 ，p 3 6, 到 5, 上 的 同 
Fj. 26; HEIA Si i 二 12, W o 可 扩充 为 复 李 代数 e, 到 52 
上 的 李 代 数 同 构 ， 记 о, 为 由 6; 决定 的 复 李 代数 C, 的 半 对 合 ， 
则 有 


Со = росу о рі. 


因此 ， 我 们 将 实 李 找 数 的 分 类 分 为 两 步 ， 第 一 步 是 对 复 李 代 
数 作 分 类 ， 第 二 步 是 固守 复 李 代数 ， 考 虑 半 对 合 在 复 李 代数 的 自 
JJ F BJ ЛЖ. 由 于 复 半 单 李 代 数 的 分 类 在 51.2 PERA, 
所 以 下面 考虑 实 半 单 李 代 数 的 分 类 ， 为 此 ， 我 们 先 给 出 

定义 217 FERA 6 称 为 RH, 如 果 在 李 代 数 O 上 有 
内 积 (x,y) , CEMT 不 变性 : 

((adz)y,z) + (p, (айл)2) = 0, Yzy ze @. 

显然 ， 蜂 李 代 数 的 子 代 数 必 为 紧 李 代数 .又 有 

引 理 31.8 肾 李 代数 为 紧 单 理想 的 直接 和 . 

证 设 实 李 代数 6 单 ， 则 不 必 证 ， 若 6 不 是 单 李 代 数 ， 则 
© 有 非 零 真 理想 L 于 是 ó = £ + 51 为 空间 直接 和 ， 其 中 p+ 为 
£ 关于 内 积 的 正 交 补 . 令 由 

((adr)£, £+) + (£, (adr)£+)=0, Yre®., 


而 15.0) c £, 这 证 明了 (£, [2,2]) = 0, 即 [e et] c Lt, 所 以 8 
的 正 交 补 为 理想 ， 对 © 和 et 继续 讨论 ， 由 于 实 李 代数 g 的 维 数 
有 限 ， 便 证 明了 引 理 ， 证 完 . 
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显然 , — t {ЧИС AREN 11, 今 本 为 紧 李 代数 , 由 引 理 2.1.8, 
G= B81 十 … tO 为 紧 单 理想 直接 和 ， 因 此 [9,6] c ë; në, = 
0 关于 所 以 无 妨 设 6i 6, 的 维 数 大 于 1, 而 Ф... 6a 的 
维 数 为 1. 于 是 由 [56 = 0, 1 关 7 便 证 明了 紧 李 代数 的 中 心 为 
一 维 理想 的 直接 和 ， 而 和 且 有 

SE 2.1.9 БОЖЕ К, С(®) 为 紧 李 代数 6 的 中 心 ， 
则 在 G 中 存在 实 半 单 紧 李 代数 Bo = [6,6], 使 得 @ = ó, + С(®) 
ЗЕЕ Я. 

Ш Sect +O, 为 紧 单 理想 直接 和 ,其 中 6,6, 
的 维 数 大 于 1, Gane 6, 的 维 数 为 1, 所 以 有 [5i, Bj] = 0, 197, 
H [6,6] =0,r+1< ¿<s 这 证 明了 四 + 十 十 下。 C C(@). 
РЕН т £ CIG ій > — А а. ME п — (жа л зге 1 


Nan + 0, B fi X £ 
Ма-а = —V.a ER. 
п У, ТЕ $a ЧОБ] КРЕ, ARR I = (ar,--- вр. 30 h; € 
Ўн, 定义 为 w (h) = Biha h), Yh € $, H Cartan 矩阵 (B(h;,h;)) 
为 正定 对 称 方 阵 . 
作 复 半 单 李 代 数 £ 的 实 子 空间 


@ = Vinp + У Rien т ез) + У R{(v—1(eo + e_a)), 


ТЕА ae Ar 
我 们 来 证 Ф 为 复 半 单 李 代 数 £ 的 紧 实 形式 . 
FE, ЖЕФФ НКО 2 中 引进 一 一 对 应 


(aa, + Y Asea) = -Di - У е.а, 


ав A жєд 
其 中 Xe C, А E С. 我 们 来 十 明 它 是 复 半 单 李 代 数 e 的 半 对 
合 . 这 是 因为 
r([z.z]) = т Айы + >` Aseo, УЬ; + 5 изед]) 
= ту) Xkaa(hi)ea — У Ао(һ)ем 


+ У Asana ha + >` Aata Nafeata) 
а,З,а+ВЄА 


= – 30 – Miha) В (а, hije-a – У сн, 


_ > Aa Ba Ме оч). 
aat IEA 


这 里 用 到 a e A. Ша 为 单 根 的 整 系数 线性 组 合 ， 再 由 Nas = 
-N-o 所 以 有 
[r (z), T (u)] = [- УХА T – УХА е. — Dh; - У дзед] 

= У Nis(-Ahi)ea – У (-о(Һ,)е a 


+ Y Ад-<һ_, 十 >` ХЛАМ _ ве (акду. 
s Ë. a+ EA 
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由 于 h-o = 一 ha, 所 以 证 明了 riley = [т(ж),т(у)]. 至 此 证 明了 
r 为 复 半 单 李 代 数 中 的 半 对 合 ， 它 定义 的 实 形式 (2.7) = 6 Ж 


= (У Xh + у Ае А = —А Aa = -A a} 
= (V-13 ah + У Aala 一 y Ase_alai Є R, Aa E E}. 
agt agt 


由 于 加 Ai 为 实 线性 空间 Ar 的 基 ， 所 以 证 明了 
@— V lña+ X (е е.) + S  R(V=l(es + e_a)). 


€ A+ аЕА+ 
至 此 证 明了 断言 . 

最 后 我 们 来 证 实 李 代数 Ө 为 紧 李 代数 ， 即 它 有 不 变 内 积 ， 实 
际 上 ， 我 们 考虑 复 半 单 李 代数 £ 的 Killing 型 在 实 子 代数 G 上 的 
限制 ， 

今 已 知 Bleo,e-a) = 1, Vo € A, 由 定理 1.2.23 的 (1) 可 
知 Killing 型 В 限制 在 $a 上 正定 ， 由 式 (1.2.6) 及 (1.2.7) 有 
B(5, £a) = 0, B(S,, £9) = 0, Ya, Be A, a+ B Z 0. Е 


=v miht У? (Ае — Хе.) 


sg A+ 


у= У-У, + У (upes ~ ipea). 


BEA+ 


其 中 а,Ь, Є R, А... Ид EC. 因此 


Blz,y) = – P C ab; Blh hi) — У ata + Аа) 


«єА+ 


为 实 二 次 型 ， 且 


B(z,z) = — Y aja B(ha h;)— 2 Y 1.20. 


[ 
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由 Cartan ERE (B(h;, h;)) 实 正 定 ， 所 以 等 号 成 立 当 且 仅 当 а; = 
0 1 <i<(Lí Л = 0, Ve € AT, 这 证 明了 复 半 单 李 代 数 £ 上 的 
不 变 对 称 双 线 性 函数 —БВ(т,у) 限制 在 实 形式 6 上 为 实 正定 不 变 
对 称 双 线 性 函数 ， 即 为 内 积 。 所 以 实 形式 ® 为 紧 率 代数 . 引 理 证 
sú. 

推论 кз Ayo iñ {Л [у Cartan 子 代数 ，AA 为 根 
系 ， 开 为 单 根 系 . 记 由 ha 实 线 性 生成 的 5 的 实 子 空间 为 9r. W 
在 了 中 存在 Weyl Ж {eolYa € At} 使 得 £ 的 紧 实 形式 


B = Vlg у; R(e, — е) + у, RV l(e, + e—a) 


aEA+ w£ A + 


决定 的 半 对 合 7 有 


т(һь) = ~ha, r(ea) = ~e_ a YaE 人 和. 


Ш 今 V-I(lea +e_.), €a- ea E6 ШЕ 6 ЖИЕ} 
代数 £ 关于 半 对 合 т 的 不 动 点 集 ， 所 以 有 (V l(es + e.a)) = 
V—1l(ea+e_a), Tea 一 e-a) = е, е, 9 е Бе. = —T(ea) 一 
T(e_s), eu ~ E-a = Tea) — т(е_„}. 因此 证 明了 2e, = -—2т{е_„), 
EÜ (е) = —ex, Va € А. ХН (1А, € @, 所 以 (V Iha) = 
v Tha, Ж т(һ„) = 一 hs, Ya € A. 推论 证 完 . | 

注意 , 一 般 复 李 代数 不 一 定 有 实 形式 , 但 是 实 李 代数 必 为 其 复 
REKER. 又 只 有 在 复 半 单 李 代数 时 才 证 明了 它 总 有 实 形式 . 
一 般 地 ， 我 们 有 

3E 2.1.11 设 复 地 代数 2 有 实 形式 6, HJ £ 复 半 单 当 且 
仅 当 它 的 实 形式 6 зр, 

Ш 记 有 吕 (=, 切 为 复 半 单 李 代数 号 的 Killing 型 , 显然 Bley) 
限制 在 实 形式 6 上 为 实 李 代数 6 的 Killing 型 Во(х,у). 显然 
B(z,y) ЗЕЛ ВХ ч Bo(z,y) 非 退 化 ， 所 以 引 理 证 完 . 

由 引 理 2.1.10 可 知 复 半 单 李 代 数 必 有 紧 半 单 实 形式 ， 由 引 理 
2.1.11 可 知 蜂 半 单 李 代数 的 复 化 必 为 复 半 单 李 代 数 . 另 一 方面 ， 引 
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JE 2.1.10 的 证 明 告 诉 我 们 复 半 单 李 代 数 的 紧 实 形式 有 如 下 特点 : 
复 半 单 李 代数 的 Killing 型 限制 在 实 形式 上 必 人 负 定 . 事实 上， 我 们 
有 如 下 一 般 性 质 . 

引 理 2112 实 半 单 李 代 数 ® 为 紧 半 单 李 代数 当 且 仅 当 它 
的 Killing 型 负 定 . 

Ш jp Bofs y) 为 实学 单 李 代 数 6 的 Killing 型 . 车 Bolz, y) 
ME, M -Bols y) 正定 ， 所 以 是 不 变 内 积 ， 即 实 半 单 李 代数 紧 . 

反之 ， 著 ® 为 紧 半 单 李 代数 ， 由 定义 Ф 有 不 变 内 积 (=,1). 
在 线性 空间 Б 中 取 关 于 内 积 (х,у) 的 标准 正 交 基 el ,en, MA 
(eiei) = ój, 1<1,у < n. афо 


[en, e;] = >` Chep. 
k 
HARPEA 


(le: ej], €x) + (ej, [ess exl} = 0, 


即 有 


Ch+Ch=0 1<ijk<n. 
H Killing 型 的 定义 有 
Bolz, y) = Во(У ае, у yjej) = У; Во(е,є;) 


= Ууга сафе. 
5 
ade;ade;(ex) = айе; Y Che, = > C5Che,, 
і а, 
所 以 
Bofei,ej] = y CC 和 = -J cich. 
kt kt 
因此 
Bolz, y) = — 3 rokCk = – > Q = Ch)(Y ly; Cb). 
ik i І 
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于 是 


Bufz.zr) = 一 >> хСЁ)? < 0 


B АЕ; ea HL t А x =, C = 0, 1 < t. k < n. IN H: 


> io Cher = 0 


这 推出 > afere] = 0.1 tEn, В [У z e 6] = 0. {НДЕ @ А 
实 灶 单 李 代数 ， 它 的 中 心 为 零 ， 这 证 明了 z= те, = 0. 至 此 证 
明 y Killing 1 В, {Йй E. HE 5É Эт. 

+ ТЕ ЖЕ ЖЕК BB 9: M гї 28 [С ҖҮ U EN ЖЫН ЖОО J АВ ТҮ БЕТП 
解 之 一 的 Сапан 分 解 . 

ЖУ 2113 Ж {КТ ® 的 子 空间 直接 和 分 解 

@= 8 + 9 
WA Cartan 分 解 . 如 果 
@ = 8 + у 
为 REREH. 

HETK, 我 们 需要 证 明 Caran 分 解 的 存在 性 其 找 出 它 在 
什么 意义 下 唯一 另外， 再 给 出 一 些 等 价 定 义 和 讨 论 Cartan 分 解 
的 性 质 . 

定理 2114 实 半 单 李 代数 必 有 Cartan 分 解 . 

证 设 澡 为 实 半 单 李 人 代数， 它 的 复 化 ££ 二 B85 已 知 为 复 半 
草 李 代数 ， 且 @ 为 复 半 单 李 代数 2 的 实 形 式 ， 它 由 半 对 合 o 决 
定 ， 即 有 

45 = (б.о). 
男 一 方面 ， 由 引 理 2.1.10 Е АЕ р e КЕ КЧ 
Ar, 使 得 由 半 对 合 r 决定 的 实 形式 

6l = (€, z”) 
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为 紧 半 单 李 代数 . 
注意 到 两 个 半 对 合 的 乘积 必 为 李 代 数 的 自 同 构 ， 央 此 我 们 有 


复 半 单 李 代 数 £ HAR 
80 = от’. 
由 于 复 半 单 李 代 数 L 的 Killing 型 B(r,v) 限制 在 紧 实 形式 
G, = (Lr) 上 为 负 定 不 变 对 称 双 线性 函数 Во, ВН ERA 
L 的 Killing W. ig 


H(z, y) = —В(т, т'{у)), Ут,уєЙ. 
注意 到 对 复 半 单 李 代数 £ 的 任意 半 对 合 фр, В 
В(обв),р(ыу)) = trad e(z)ad (у). 


在 复 李 代数 £ 中 任 取 基 ел, Ёд; 显然 (є), ,Plen) HA £ 的 
Æ. m (айу(ж)ай(у))ш(е,} = ef(adzady)ei, 这 证 明了 


trade (z)ad (у) = trad rad y, 
即 有 Bleh ely) = В(х, у). 因此 证 明了 


H(z = — B(z,r'(9)) = —В(т'(т'(ж)},т'(у)) 
= — В(т'(ж),у) = —B(u, т (=) = H(u,z), 


所 以 证 明了 H(z, y) 为 复 半 单 李 代 数 上 上 的 Hermite З 
数 . 由 Killing 型 非 退 化 可 知 H(z,y) 为 非 退 化 Hermite NAHE 
Ж. ВТ 6. = (Lr) 所 以 紧 半 单 李 代数 O 为 中 中 的 不 动 点 
Ж. 因此， 将 Hermite Е Hir ру) 限制 在 紧 半 单 李 代 数 
Bc 上， 有 五 (z,9) = —Bo(z,y), Ут,у € Oi, EP Ba(z,y) 为 李 代 
数 0. 上 的 Killing 型 ， 所 以 由 -Bo(zx,y) 定 正 可 知 Hermite 双 线 
性 函数 以 (z,y) 限制 在 紧 半 单 李 代数 O 上 为 不 变 内 积 . 关于 此 内 
积 ， 在 紧 半 单 李 代 数 6 中 取 定 标准 正 交 基 e, en 因此 有 


H(ei,e;) = —B(e;,z'(e;)) = —B(e;,e;) = б, 1 < i, < n. 
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由 于 ® 为 复 半 单 李 代 数 © 的 实 形式 ， 所 以 实 李 代数 GB 的 基 
也 是 复 李 代数 L HÆ. 在 6, 中 取 定 基 e1,…,en, 在 这 组 基 下 ， 
Hermite ЯЯ ЕЕ H(z,y) 对 应 的 方 阵 玲 未 为 单位 方 阵 ， 事实 
E, r=) rer у= > yje W 
H(z, y) = Srg = slp, 
其 中 т = (@A1i,'" En), У = (A, a Ynah x 1 为 单位 方 阵 ， 这 证 明 
T Hermite WRAK Н(х, у) 实际 上 是 复 半 单 李 伐 数 的 内 积 . 
今 8= от', 所 以 
Tir" = (er!) lr = тот! = т'@. 
ВЕН т,у € £, 则 由 Killing 型 在 李 代 数 的 自 同 构 下 不 变 ， 有 


Н(0(2), у) = ~ В(#(т),т'(у)) = —B(z,0 1т'(у)) 
= ~ В(=,т'0(џ)) = Н(2,0(3)). 


Ft B E #1 € АА # E een 下 对 应 的 方 
阵 A, 则 在 复 半 单 李 代 数 上 中 存在 另 一 组 ( 复 ) Æ fifa 使 
得 李 代 数 £ 的 自 间 构 8 对 应 的 方 阵 表 示 Ao 为 实 对 角 方 阵 ， 耐 
Hermite 双 线 性 函数 Ак, у) 对 应 方 阵 袁 示 为 单位 方 阵 ， 记 A = 
diag (A Aa), 则 有 

0(fi) = МА, l<isn. 


记 基 fi ' efa ARERI А, Р = 2 Ca f 1 < š, 7 < п. 于 是 有 
> Oe) = IPF) eUf), 


即 有 


> A ACHA = > Ch As. 
k k 


这 证 明了 
(Ar МАС =0, 1<:i,jE<n. 
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Кц СА Z 0 1 Ak = XA; 所 以 Аў = ААХ. 这 证 明了 (ARY = 
ОФ АЗ, YE 有 总之， 证 明了 
(M – MFICE = 0. (+) 
在 复 半 单 李 代数 二 上 构造 线性 网 构 б: f, — АРА. 1 < < n. 
而 式 (+) 推出 Ө, 为 复 半 单 李 代 数 8 的 自 同 构 . 另 一 方面 ， 由 自 同 
H 0, ЕХ, тА 


8.00; = 0,00. = Dagr ӨГ! = 0_,, vt € R, 
00, = 0,0, 0, = 02, б = id, V+ € R. 


Sr = r'0. Br = Уан 1 < í < n, ЫҢ 
1 
EIT Òh) = DD aj f; = PaA H, 
了 j 
т) = (АА) = у asi f; 
了 


推出 
ан(А А1) 0, 1<ii<n. 
于 是 当 ан # 0 时 推出 和 = А. 这 证 明了 А? = А. 因此 有 
А2 = АЁ, Vt € R. 这 推出 
apl — А2) = 0, 1< jn. 
于 是 有 
baT = 971т' =т'0,, YEER. 
ја 
т = Ө.т'Ө 1 = ear” = т'9_1. 
由 于 Өү, 都 是 复 半 单 李 代 数 € 的 自 司 构 ， 所 以 т 仍 为 复 半 单 李 
代数 £ 的 半 对 合 ， 且 李 代 数 £ 有 自 同 构 


@' = от = 070 = 00_ 


{= 0-1020_, = 9 1919 
T" = то = ĝa r'o = 6307) = 07:9; =ø. 
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Жита е Ж Ë PJJ 
@' = от = то. 
现在 来 计算 由 半 对 合 т 决定 的 实 形式 


6, = (z € £|r(z) = O37'0 (2) = z) 
= {x € LITO í (z)) = 9.1 (z)) 
= {z € Lle (z) Є B} = 0, (6). 


注意 到 Ө, 为 算 半 单 李 代数 ОС ARH, FÆ LH Killing X В 
限制 在 实 形式 G. 上 为 


B(z,u) = В(#. 3 (2), 0_1(0)) = В(т', у), 


其 中 rsy Eta z = 0_ (z), у= 9. (w). 由 于 紧 实 形式 G, 上 的 
Killing 型 B(x y) 负 定 ， 所 以 Ф„ 上 的 Killing AHEHE. 这 证 明 
了 实 形式 G. 仍 为 紧 实 形式 . 

至 此 ， 证 明了 任 纵 实 半 单 李 代 数 6, 记 6 KEEA L= ВС. 
则 在 复 半 单 李 代 数 L 中 存在 紧 实 形式 6. = (2,7), 使 得 от = то, 
其 中 半 对 合 c 由 复 半 单 李 代 数 L HEE O AE. 

因此 , 我 们 可 以 证 明 复 半 单 李 代 数 Ех} т +(@) = ®, 
且 了 为 丁 上 的 对 合 自 同 构 ， 事实 上 ， 任 取 z € Ф, 则 有 c(z) = z. 
于 是 

о(т(2)) = r(e(z)) = T(z). 

这 证 明了 т(х) € Ф. H > 一 一 便 证 明了 r(@6)— в. Ж, HEH 
李 代数 的 半 对 合 т 在 实 形式 6 上 为 李 代 数 自 同 构 ， 且 由 2 = id 
可 知 为 对 合 自 同 构 . 这 证 明了 断言 . 

同 理 可 证 复 半 单 李 代数 € 的 半 对 合 e 为 紧 实 形式 6. 上 的 对 
合 自 同 构 ， 因 此 和 作为 实 线性 空间 б. 上 的 实 线性 变换 ， 特 征 根 为 
+1, Н o 的 方 阵 表 示 实 相似 于 对 角形 ， 对 角 元 素 为 1 或 -1, ¿LX LE 
明了 实 形式 Б. 关于 线性 变换 c 分 解 为 特征 向 量 构成 的 根子 空间 
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直接 和 

6. = Gt +87, BË = {r € ©, | a(r) = жа}. 
Brio AFRE G. 的 自 同 构 可 知 

t = [51,61] + [67,67] @ = [64,67]. 


由 于 对 合 定义 可 知 утв 的 元 素 为 с 的 不 动 点 ， 因 此 B+ 和 
V 167 的 元 素 都 在 半 对 合 o ЕЖА. 这 证 明了 B+ 二 Vi62 C @. 
再 由 四 + n /-16- =0 AR 


dim a®+ + dim рм-ЇВ = dim ROT + dim ROJ 
| = dim д®. = dirn c£ = dim рф, 
便 证 明了 
B = Gt + /—-167. 
政 记 
Я-%, P= /—167, 
EH ó = ян, ® = A+ VTIP. 又 此 = 四 上 为 紧 半 单 李 代数 
®„ 的 子 代 数 ， 所 以 Ж 为 紧 子 代数 ， 至 此 证 明了 实 半 单 李 代 数 в 
有 Cartan 人 分解， 证 完 . 

记 Aut(@) Жж F Ей {ЧА Ф 的 自 同 构 群 . 

定理 2115 i @=(e, c) 为 复 半 单 李 代数 工 的 实 形式 ， 
则 在 在 紧 实 形式 Ф = (L1), 使 得 or = rc, Н o € Аш (®.), тє 
Aut (8). X @ A Cartan 分 解 6 = ЯР, EA rla = id, |р = 一 id， 
反之 ， 若 实 形式 @ = (0,0) 有 Cartan 分 解 ë = f + Ф, 记 紧 实 形 
式 G6, = Яну = (т), Д от = то. 

证 ”前 一 断言 由 定理 2.1.14 的 证 明 给 出 . 下 面 证 明 后 -一 断 
ИШЕ: 由 于 т|я = id, tyy = id, RA ті = —14. 因此 在 实 
形式 G 上 有 cr = +c. 当然 在 6 的 复 扩 充 £ EDE от = то. Ë 

定理 2116 ЯЙКА ЕЕЗ ИН ЗЕ ер. 
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证 RG = (Бут) XJ B E ñ {К EER, ¿= 1,2. 
Ër r = тте, M) + др} S aA. BÆ 2.1.14 的 证 明 ， 
存在 李 代 数 © АНН т, Vt € R, 使 得 т; = dar, AER 
A 双 的 半 对 合 ， 其 不 动 点 集 为 O (62) B 0, (65) 为 紧 实 形式 ， X 
= f + f H Cartan HA, 0.(92) = A+ /—193 为 紧 突 形式 ， 
注意 到 6, BEXEN, MURENEE L W Killing ® B 
限制 在 紧 实 形式 G = S+ 9 及 0: (6;) = яну 上 部 负 定 ， 
因此 在 子 空间 р AVIR 上 都 负 定 . 这 推出 了 子 空间 单 = 0, Bü 
S1 = R = 0, (6). 

+}, 为 了 证 紧 实 形式 6 和 6, ан, ДЕЛ 
X € £, 使 得 = exptad 就 可 以 了 . 由 定理 2.1.14 的 证 明 可 知 ， 
НИЮ 0, 的 定义 为 在 复 半 单 李 代 数 台 中 存在 基 及,…, fn 使 得 

Ө) = А. 1<i<n,teR, 


其 中 АЁ ЕЗ. TO z; = InÀ2, 1 < ií < n, WE 
lfi) = exp (бна), l< i<n. 
T+ B И 0, 的 方 阵 表 示 为 
diag (+, A?) = diag( ,exp (tj),...) = exptD, 
ЖФ р = diag(…, ji,…-). 它 决定 的 线性 变换 仍 记 作 D. 则 有 
0. = ехрір, vteR. 


今 由 (хл) = (0,(2).9.00)], Vt e В. г = 0 附近 展开 ， 并 取 t 
Ю т, у]) = [Dz,y] + [z, Dyl, Vz. € É. 

这 证 明了 DD 为 复 半 单 李 代 数 8 的 微分 ， 由 1.2 节 可 知 D ий 

分 ， 即 存在 X c ú {49 D = ad X. 因此 证 明 T9, = exp (J 24 X), 

RAAB. MUERTA с HERRER 

ЖӨ. üE. 


- 120 - 


定理 2.1.17 ” 实 半 单 李 代数 的 Cartan НАНЕ. 
证 “” 设 实 半 单 李 代 数目 是 由 复 半 单 李 代数 工 的 半 对 会 次 
ERER, ВИ 6 = (5,0). 设 
@ = ñ, + P = я + 5 
为 实 半 单 李 代数 @ 的 两 种 Cartan 分 解 . 记 紧 实 形式 
GL = Ri +IP: = (Lr) ¿(= 1,2. 


由 定理 2.1.16 可 知 存在 内 自 同 构 族 0, = exptad X, Yt € R, 使 得 
o = 0, (OP), AA оё, = 0o. 由 定理 2.1.15, 有 тб, = бо, i = 
1,2. 

SER zr € Яз, WA 


сді (z) = 0, o (z) = бл (z), 


因此 0, (z) E€ BNG Ся, 这 证 明了 0, (8,) ся. FHER y € Pa, 
ШЖ Vly € 90), Z 


obaly) = 0,0(у) = 0: (у), 


因此 63(y) є GNB (VIB) = envo c p. 这 证 明 
T 0.08) c Pi Ня п = 0, G = я +ф,, í = 1,2, 所 以 
8y (fa) = Яу, O(P) = Pi, ШЕШЕН Y Cartan ФЕ НИГЕ 
—. EZ. ' 

下 面 给 出 Cartan 分 解 的 性 质 ， 即 有 

定理 2.1.18 86 - (0,0) 为 复 半 单 李 代 数 & 的 半 对 合 = 
决定 的 实 形式 ， 记 

6= 8 +m 

为 Самап 分 解 ， 而 Ө. = +1 = (8,7) 为 紧 实 形式 ， 其 中 
ат = ro, 则 有 

(1) @= or=T7c 为 复 灶 单 李 代 数 的 对 合 自 同 构 ， 称 为 Car- 
tan 对 合 , 它 有 0(6) = ©, 0(@.) = Ou; 
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(2) A= [A,A] + [P,P], P —[Я, 91; 

(3) я ЖЗ, 

(4) 实 半 单 李 代数 e 的 Killing 型 Bfz, 妇 限制 在 子 代 数 A 
上 负 定 ， 限 制 在 子 空间 g EEE, X Bof, P) = 0; 

(5) 在 子 代数 Я ТЕ е, е, 在 子 空间 p 中 存在 茜 
er+i En, 使 得 任 取 гє й, Ш аах RPH sl. ;en Ж] ҺУЗЕ 
对 称 方 阵 ; ER u € Ф, 则 ady РА een 对 应 实 对 称 方 
ВЕ. 

证 ЕЖ, (D) 由 定理 2.1.14 推出 . нодо. 都 是 实 灶 单 
李 代 数 可 知 

® = [6,8] = [A, A] + [P.P] + 18,98, 
Be = [Ba 6] = [R A + P, pi + VIR, P]. 


这 证 明了 (2). 5 @ në, = 8, REFERS FRADE, MA я 
为 四 ЖТ КФ, BH (3) 成 立 . 下 面 来 证 (4) 及 (5). 

$ Фф = (0,0), ®. = (0,7). ME FEFA L EH Kiling 型 
Е ë Ж 6. 上 分 别 也 都 是 Killing 型 , 今 任 取 гея, уе Фф, WJ 
r +y- iye B. 于 是 有 


B(z + V—ly,z + У-Ту) = B(z,z) — Bly,y) + 2VTIB(z, y) < 0. 


所 以 В(т,у) = 0, НЗ ЧНЧ z 十 Viy = 0, 即 z = 

0,у = 0. 4 B(z,z) < 0, В(у,у) 20. ШТ AAP 互相 正 交 ， 

B Killing Җ# В(т у) я БЯЛ, #0 БЕ. 所 以 证 明了 (4). 
最 后 ， 在 子 代数 Я PRATAR -Bir y) 的 标准 正 交 基 


Elp T+, 


在 子 空间 Ф 中 取 关 于 内 积 Bley) 的 标准 正 交 基 . AEA 


| =f 1Җ<%у<т; 
D(e;,e;) = + 0, 1<i<r,r+1< j“ п, 
б, г+1<1,}< п. 
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所 以 ， 关 于 复 半 单 李 代 数 卫 的 基 el ,en, Killing 型 В 的 对 应 方 
阵 为 diag(—IÜU), 17). 但 是 Kiling 型 有 不 变性 ， 即 有 


B((ad хуу, 2) + В(у, (ad z)=) = 0. 


记 adz 关于 上 述 基 的 方 阵 表 示 为 Ax, MA 


-p 0 №) 0 , 
A; ( 0 pinon) ) + ( 0 gier) A, = 0. 


将 Ал ЖЕ ЙГ r 行 、 列 分 抉 ， 便 给 出 等 价 表达 式 
Kis В, 
Аз 7 ( Pa Кол ) ; 

其 中 Kis + Кү = Ü, К» + К^ = Ü. 

特别 取 жє Я, 则 由 (аах) C A, (аку C pA B, = 0, 
因此 adz 的 方 阵 表示 为 斜 对 称 方 阵 ; 取 z c ф, Mh (adz)& C 
P, (айу C AA Кү = 0, Kx, = 0， 因 此 ad z 对 应 的 方 降 表 
东 为 对 称 方 隆 ， 这 证 明了 (5). 定理 证 完 ， 


定理 2.1.19 охунан 6 到 68， 上 的 李 代 数 同 
H. Be =A + p, 为 实 半 单 李 代数 6, 的 Cartan 分 解 ， 则 


S = p(B1) = p(R1) + о(%1) 


为 实 半 单 李 代 数 6: 的 Cartan 分 解 、 换 名 话说 ， Cartan 分 解 在 
李 代 数 的 同 构 下 不 变 . 

证 由 引 理 2.1.12, 实 半 单 本 代数 紧 当 且 仅 当 它 的 Killing 
型 负 定 . 已 知 G = ñ, + p, 为 实 半 单 李 代 数 6, 的 Самап 分 
解 ， 于 是 6 = R, Бу, 紧 ， 因 此 它 的 Killing PAE. $ 
P51) = р(Я + 4). 记 复 半音 李 代 数 £ = 80 的 Killing 型 为 
Blr, у), í = 1,2. WA 


В»(р(2), p(y) = Biler, yh Yzy е @. 
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所 以 由 В, 在 ë, 上 负 定 可 知 В 在 р(®) LME. ХИВ 
рб.) 为 紧 李 代数 ， 记 作 Gu. 因此 我 们 有 子 空间 直接 和 分 解 : 


Фа = (Ау) + (P1) Ф, = plf) + /—lə(h), 


其 中 Фо 为 紧 半 单 李 代数 ， 这 证 明了 G = p) + op) 为 实 半 
В Ж {Ж S- 的 Cartan 分 解 . 定理 证 完 . 

利用 复 半 单 李 代 数 £ 的 紧 实 形式 在 £ 的 内 自 同 构 下 互相 共 
m, KAPPER 名 的 Cartan HRERS L УА БЕГЕ 
互相 共 二 ， 所 以 从 实 半 单 李 代数 的 分 类 角度 ， 我 们 可 以 固定 紧 实 
形式 为 $ + > Se 的 Weyl Ж {esalYa E A} 决定 的 实 子 代数 


G, = v-r + >` (е ~ еа) + >` R/1(e, + ea). 
aE A sc A 
TRER G REIER A z № 6. 的 对 合 自 同 构 ， 实际 上 ，e 在 
6. EX Cartan 对 合 , BE Cartan HA 0 = ог = ro # bje. = cle,. 
所 以 问题 化 为 首先 考虑 复 半 单 李 代 数 上 的 所 有 使 6。 贡 为 自身 
的 对 合 自 局 构 在 并 的 使 6. 映 为 自身 的 内 自 同 构 下 的 分 类 . 

另 一 方面 ， 从 Cartan 分 解 可 知 ， 当 6 = R + W 时 有 Ф. = 
яъу 1, 所 以 只 为 紧 实 形式 6. 的 紧 子 代数 .这 个 子 代数 实际 
上 也 刻画 了 了 实 形 式 台 . 所 以 研究 紧 实 形式 6. 中 什么 子 代数 能 扮演 
ЯА, 是 实 半 单 李 代数 分 类 理论 的 重要 方面 ， 由 于 ЯЗ КЕ 
Ж Cartan 对 合 在 6. 的 不 动 点 集 ， 我 们 称 它 为 坚实 形式 6. 的 特 
征 子 代数 . 由 此 可 见 ， 实 半 单 李 代 数 的 分 类 问题 的 研究 , 化 为 决定 
жер Ж ҖЕ А Н Ө] {ТЕ Р АЖИ ЕШШ, ШЧ 
E EHS ЖЕ ET ЕСЕПКЕ ЛП ПЕ ЕЗҮ. 
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8 2.2 Iwasawa 分 解 


为 了 引进 Iwasawa 分 解 ， 我 们 先 讨 论 实 半 单 李 代 数 的 Cartan 
子 代 数 . 我 们 有 

定理 2.2.1 ZPPA ® 的 子 代 数 Лю 为 Cartan 子 代 
数 ， 当 且 促 当 бє 为 极 大 交换 子 代 数 ， 且 ado 由 马上 的 一 批 半 
单线 性 变换 构成 . 

证 тара [К 6 的 复 化 为 上 VE $0 为 目的 Cartan 
ТА. H Cartan 子 代数 的 定 习 为 概 大 赛 零 ， 且 其 正规 化 子 为 自 
身 可 知 ， 5 的 复 化 5 97 为 复 半 单 李 代 数 P 的 Cartan 子 代 
Ж. HH 1.2 节 可 知 角 为 的 极 大 交换 子 代数 ， 且 ая 由 复 半 单 
李 代 数 L 上 的 一 批 半 单 元 素 构 成 . 2 ño C ñ, 即 实 半 单 李 代 数 名 
的 Cartan 子 代数 о 为 发 的 子 集 ， 所 以 ad ño 在 复线 性 空间 € E 
半 单 ， 因 兹 在 其 实 形式 上 半 单 . 又 显然 S 为 实 李 代 数 e 的 极 大 
变换 子 代 数 ， 至 此 证 明了 充分 性 . 

下 面 来 证 必要 性 ， 设 яо 为 实 半 单 李 代 数 6 的 楼 大 交换 子 代 
数 ， 且 аў 由 一 批 半音 元素 构成 于是， % 的 复 化 SEER 
数 如 的 复 化 е БТК. 因此 ，ad5o 和 ad v 一 Epo 可 交 
换 ， 所 以 аал 由 复线 性 空间 L 上 的 一 批 半 单元 素 构成 ， 我 们 来 
WE j EER L 中 极 大 交换 ， 设 车 不 然 ，£ 中 存在 交换 子 代 数 
5 > 9. ER z € 8, z é 5, Ë z = v+ /=—Iz, 4 ño C5 所 以 有 
0 = |z, $o] = fy, Do] + y= Iiz, al. 这 证 明了 [y, 0) = 0, [z Фо] = 0. 
H z é 9 yE ño RA z бо. 至 此 ， 在 实 半 单 李 代数 @ 中 
找到 元 素 a @ Ho, [a, Ho] = 0. 于 是 ño ЯП а 线性 生成 比 Do 大 的 交 
换 子 代数 ， 这 和 fo 为 6 hi A FK {е РЕ. 因此 证 明了 复 
李 代 数 LH jRRT. 由 1.2 У 5 яр {К P 的 
Cartan 子 代数 .所 以 证 明了 So 为 实 半 单 李 代 数 Ф 的 Cartan © 
代数 .定理 证 完 . 
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推论 MI = {КФ O 的 子 代 数 po 为 Cartan 子 代数 ， 当 
HI 3M'EWSEU p = 5 A 6 JSE 5 = 6“ 的 Cartan 子 代 数 ， 
在 81.2 中 ， 我 们 未 加 证 明 她 承认 了 复 半 单 李 代 数 的 Cartan 
子 代数 互相 共 斩 ， 在 实 半 单 李 代 数 的 情形 ， 有 例子 说 明 其 Cartan 
TRAT EIERE. ЖЬ, ЖЕН КОНЕ Cartan 子 代 
Ж. 为 此 ， 我 们 对 一 些 特殊 的 Cartan FRA Е— ЖИИ. 
定义 2.2.2 W $0 为 实 半 单 李 代 数 6 的 Cartan 子 代数 ， 记 
He = {ho Є Ho Гаал ЕАР 25 Е), 
ъ= {ho Є о | ad ho 的 特征 根 都 是 实数 }. 
Шо. É 广 。 分 别称 为 Cartan 子 代数 的 SR Eny 及 向 量 部 分 . 
显然 ， 实 半 单 李 代 数 6 的 Cartan 子 代 数 Do 的 环 面 部 分 ñ. 
及 向 量 部 分 S. ME H 的 交换 子 代数 ， 我们 有 
定理 223 设 5o 为 实 半 单 李 代数 O 的 Cartan 子 代数 ， 
He 及 9, 分 别 为 Cartan 子 代 数 fo 的 环 面 部 分 及 向 量 部 分 ， 则 
Cartan ТЖ So 有 子 空间 直接 和 和 苍 解 
Fjo = 9. + б, 
且 弃 在 实 半 单 李 代数 б BU Cartan 分 解 
ë = £ + @, 


使 得 
J= АГ р, He = PN o. 
复 半 单 李 代数 © = 6C 关于 Cartan 子 代 数 б = 9С 的 根子 
2 Bl 2 88 
£= + Уу €, 


аєА 


的 根系 А 及 Weyl Ж (е, | Va € A} 有 性 质 ; 
(1) 5 = $Ç HARTA А 实 线 性 生成 实 线性 空间 
fn = vin. + Hy: 
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(2) Cartan Т = A+, ЖЯ 5. = 80 No, He = PA So 
т(а) = =a, Tlea) = -E-a Va A; 


(3) 设 实 半 单 李 代 数 @ 决定 的 半 对 合 为 с, BD 6 = (0). W 
有 


Ф=Я+@ф 
= $o + У Rlea + oleo)) + 3 ` RV —1(е„ — a(e_a)), 


xe > EA 
= Vir + у В(е. + r (es)) + >` R l(e, — r(e _a)). 
«єлї aga 
证 S ño 为 实 灶 单 李 代数 如 的 Cartan 子 代数 ， 所 以 p = 
эў 为 复 半 单 李 代 数 gc = б 的 Cartan 子 代 数 ， 记 
#=9+ La 
«єл 
为 复 半 单 李 代数 6 关于 Cartan FRA 5 的 根子 空间 分 解 ， 其 中 
A 为 根系 , 在 A 中 取 定 单 根系 I = {fan,…,oy}. 由 引 理 2.1.10, 所 
ИЕ £ "ЕЕ Weyl Æ 所， 并, е, Ya € A, 则 有 紧 实 形式 
= vV—IŠn+ У R(e, ~ e.) + У Ry-l(e,, + eLa). 
«кА ogå 
BRER 6, 决定 的 复 半 单 李 代 数 £ 的 半 对 合 为 T, 0.373 
+ ОЕА Б 的 半 对 合 为 о, 而 复 半 单 李 代 数 # H 
Б 8 = от’, 02 = p,. 由 定理 2.1.16 的 证 明 可 知 存在 李 代 数 和 的 


НЕН о, Yt & R, 使 得 李 代 数 £ 有 紧 实 形式 в. = 9, (87), Ë 
决定 半 对 合 т = 0y7'0_ 2, 且 有 Cartan 分 解 


5 — + 9, Ф. = £ + v — 16%, 
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注意 到 实 形式 ©, 决定 了 半 对 合 7', 所 以 有 vihor) = /—195n. 
同 理 ， 实 形式 6 决定 举 对 会 o, MHA alo) = до. 因此 olh) = 
9, (9) = 9. ЖЕНТ 009) = 9. 于 是 PS = 5. 进而 易 证 
BH = ñ, Yt € R. 由 根系 的 定 广 可知 

Bi (fp | Ya € AJ) = fha [Ve € А}, 


因此 有 P: (San) = Эн. 而 ĝa 将 Weyl ЖЕ 3) Weyl Æ. 这 证 明了 在 
复 半 单 李 代 数 台中 存在 Weyl Æ {ea | Ya € А}, 使 得 
Ф. = V 一 ] 和 有 + у R(e, = е.) + y` Ву Це +e_al. 
«еА еЕА 

显然 ， 9.09. = 0, 5.9. C Ho 我 们 来 证 бо = Hetu, % = 
RN o 9. = по. RZE, HEM 2118 K Hea, 的 定义 可 
证 RN Do C б, rno C He TÆRER AN Ho + фо = Ho 
Ж Y. 

今 已 证 明了 A) = 9, r'(6) = 5. т = 0170, 可 知 
т(®) = 5. 由 为 实 半 单 李 代数 O 的 对 合 自 同 构 ， 所 以 т(%) с 
Фп) = бо. EM т € Яо, 则 7(z) € б. 于 是 3(z + r(e) € 
боя, š (z — r(z)) € боп. 因此 证 明了 z € яопяч дог. # 
此 证 明了 So = $, + ñ,, Я. = HNR, He = Ho NP. 

现在 开始 证 明 性 质 (1),(23),(3)， 先 证 (1)， 事 实 上， 由 5, + 
19, C й+у —1ф = B. = 8:(6.), 所 以 $c + VIn c 0; (@')n 
б = 0; (6,09) = 0, (V—195a1)= V—15n. 这 证 明了 /—T9. + 5, C 
бн. 由 于 15, N Se = 0, 而 

dim gv TIe + dim R$, = dim рӯ, + dim g, 
= dim gfo = dim рӯд. 
这 证 明了 $z = 9, + уў. 所 以 证 明了 (1). 

再 由 VY-158 C Oa 所 以 Ty iha) = —1h., Thea — Ea) = 
ea 一 ea 7T(w 一 ifea + е_„)) = У1(е, же). 这 证 明了 T(ha) = 
— ha, T(ea) = 一 ea) Ya E А. FA (2),(3) 成 立 ， 证 完 . 
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定理 224 设施 ! 为 实 半 单 李 代数 6 的 Cartan 子 代 数 ， 
@ = fi+ X Cartan HR, 则 存在 zo € O, 使 得 Do = (expad шу) 
念 为 实 半 单 李 代 数目 的 Сабап 子 代 数 ， 且 有 
fo = Het Sse ә. = RIO, ә. = 7, 


其 中 $. Е, я. 为 向 量 部 分 

证 ”由 定理 2.2.1 可 知 ， 纵 定 实 半 单 李 代数 Ө 的 Cartan + 
代数 51, 则 存在 Cartan 分 艇 O = ñ, + D, 使 得 1 = 8, n 5, + 
Png, EP 5 = Nn Д S, = 79, 分 别 为 Cartan + 
代数 б, 的 环 面 部 分 和 向 量 部 分 . 由 定理 21.5, 实 半 单 李 代数 的 
Cartan SA TAH. ТЫ 6 = ñ + = ñ, + p, ҢЫ, BH 
TE zo & @, 使 得 

(expad zo)R1 = R, (expadzo)Th = Ф. 


今 (exp ad x0) 细 1 = бв 仍 为 实 半 单 李 代 数 6 的 Cartan FES, F 

是 有 

Йо = (expad z0)51 = (expad zo)(H1N £1) + {exp ad so) П Ңң) 
= ño Y f + HNP. 


至 此 证 明了 $, = пя, 9, = ño 198 分 别 为 Cartan FEM So 
的 环 面部 分 及 向 量 部 和 分 . 证 完 . 

下 面 考虑 两 类 特殊 的 Cartan 子 代数 . 

定 225 i =+ AREER 6 的 Cartan 分 
Е. о 为 各 的 Cartan 子 代数 ， 使 得 9. = ño i R E p, = ño n 
分 别 为 Cartan 子 代数 5 的 环 面部 分 及 向 量 部 分 、 多 称 为 最 大 
向 量 Cartan 子 代数 , 如 果 p. 为 p 的 极 大 交换 子 代数 ， 90 
RAR Cartan FER, ШШ 6. 为 多 的 极 大 交 搞 子 代 数 , 

定理 226 设 台 = 兵 十 第 为 实 半 单 李 代数 6 的 Самап 分 
M, EPR Я) 中 任 取 极 大 交换 子 代数 发。( 或 p.) 再 在 6 中 取 
包含 外 (或 6.) 的 极 大 交换 子 代数 бо, 则 бо 为 实 半 单 李 代 数 6 
的 最 大 向 量 {或 最 大 紧 )Cartan 子 代数 . 
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证 ÆR z € $o, Hi @ = +, BI DL z = z' + z”, 其 中 
z € ñ, z” ER 今 设 DIC 50) p p HE K ik УК, ЕН 


0 = jz, ġa] = [2,9] + Iz”, 9.] 


及 [26e] C tp] c Ф, (=, Se] C P,P] C Я n NI |z”, Da] = 0. 
H 5, 在 第 中 为 极 大 交换 子 代数 ， 便 证 明了 r” E 9, C ño, 所 以 
т = gr" € ño IR, 这 证 明了 变换 子 代数 ба 一 HNR He S = 
HAP. 记 8. = ño 8. 由 定理 2.2.1, 为 了 证 So 为 实 尘 单 李 找 数 
的 Cartan 子 代 数 ， 只 要 证 ad $o 由 线性 空间 6 上 的 半 单 线性 变 
换 构 成 . 由 定理 2.1.18 прп, зая, ad p 都 由 半 单 元 素 构 成 . УШ 
[Sv 5.] C [So Яо] = 0 可 知 [ads ad H] = 0, 因此 证 明了 айо 
的 元 素 两 两 可 变换 ， 又 ado = ad $, + ad 5. 因此 ad Ho 由 半 单 
元 素 构成 , 至 此 证 明了 Зо 为 实 半 单 李 代 数 6 的 Cartan 子 代数 ， 
再 设 9. А 兵 的 极 大 交换 子 代数 ， 由 


0 = z,Í] = [z',5.] + |z”, е), 


而 [z',5.] CRA] СОЯ, [z”, 68] с [9,9] c 9, ЖЩ [2,92] = 0. 
由 为。 А А ВАКУМ ТНК, WEERT r ep. 因此 z" = 
r—z' € Зог. 这 证 明了 交换 子 代 数 So — o R + пф, He = 
Ўо R, 9, = оп. 1 Е — 8, ЗЕЕ бо 为 实 半 单 李 代数 
@ 的 Cartan FER. ERIZ. 

注意 ， 除 了 最 大 向 量 Cartan 子 代 数 及 最 大 紧 Cartan 子 代 数 
外 ， 还 有 许多 介 于 两 者 之 同 的 Cartan 子 代数 存在 ， 

在 严 志 达 和 许 以 超 合 著 的 《 李 群 及 其 李 代 数 》 一 书 中 ， 用 严 
志 达 教授 的 方法 ， 即 用 最 大 紧 Cata 子 代数 来 给 出 实 半 单 李 代数 
的 分 类 ， 现 在 我 们 从 最 大 向 量 Cartan 子 代 数 出 发 ， 引 进 Iwasawa 
分 解 . 实际 上 ， 用 最 大 向 量 Cartan 子 代数 也 可 以 给 出 实 半 单 李 代 
数 的 分 类 ， 本 书 就 不 涉及 了 . 

在 下 面 ， 为 了 引进 Iwasawa HR, 我们 在 实 半 单 李 代数 @ 中 
取 定 一 个 最 大 向 量 Cartan Р бо 来 讨论 。 这 时 ， 取 定 Cartan 
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分 解 加 — 8 + P, 最 大 向 量 Cartan 子 代数 
бе 二 5. +P, „= Do YA. $, = ӘП, 
其 中 s, 为 Ф 的 极 大 交换 了 于 代数 . 
今 已 知 Ф = R + / 19 为 复 半 单 李 代 数 £ = ФС 的 紧 实 形 
式 . 1а @ = (0,0), ©. = (2,7), 其 中 er 都 是 复 半 单 李 代 数 C 
кк, П @ = от = то 为 复 半 单 李 代数 的 Cartan HA. E 
С, 则 复 半 单 李 代 数 п 关于 Cartan 子 代数 6 的 根子 空间 分 
КШ 


e€ =s +Y Lo 
x= 


其 中 入 为 根系 ， 它 决定 放 的 子 集合 
ha = {ha | Yo € A), 


HH А 来 表示 . 而 A 实 线性 生成 Самап 子 代数 $ 的 实 子 空 间 
Ўв = V 19. + Ho ( 见 定理 2.21). 在 j, Фи, WE vV iS, 中 
取 基 ， 于 是 在 实 线性 空间 яр ФЕ. 以 这 组 基 定 义 次 序 ， 于 
是 在 根系 А RARR II = {a1,…',ar}. 因此 记 AT 为 正 根 集 ， 
A АЖЖ. 于 是 正 根系 AT 分 成 两 部 分 


Р. = {a € At | 8(ħa) Z ha}, P- = (e€ At | (ha) = ha). 


因此 有 
SR 2.2.7 符号 同上 . T£ P. ЕР 有 


(1) 当 aeP_ 时 § 
T(ha) = —ha, o(ha) = —ha, Uha) = ka, 
X £a + с ЯС, В 
P = {a € At | ha E /CTA.Ji 
(2) 当 ae PP 时， 有 f 
т(ћа) = —ha, c(ha) = —B(ha), 
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县 存在 38 Ру, 使 得 olha) = ha, X a € P, 当 且 仅 当 ho Æ 9, 
上 的 投影 不 等 于 零 ， 

证 а= vl. +9. AE o€ At, H| R, = М, + А, 
其 中 VIR € De AZ € %,. 因此 


ho) = rh) + (А) = =A, — h = —һ, 
с(ћа) = afha) + о(Һду = ~h + ha 
lha) = er(h,) = Rh — RE. 


由 P, 及 P_ 的 定义 可 知 


Р. = {a € AT |oh) Z ha} 

= fa E AŤ |а = h +h, М #0}, 
P. = {œ € At | Oh) = ha} 

= {a E AŤ | ha = hh hé = 0}. 


aI CY 


先 来 证 (1). $ e € P, BB h” = 0, ka = М, € у19,. 于 是 
r(h.) = —-ha, Olha) = —h., (ha) = ha. 因此 只 要 证 £a + La C 
8° 就 可 以 了 . 

iÈ Ü Z ea € £, C £ = 8С – ЯС + pŠ. 所 以 eu = z, + ya, 其 
中 ta € ЯС, Ya € ФС. 4 Cartan 对 合 日 为 复 半 单 李 代数 的 自 同 
构 ， 它 有 Oha) = ha. 由 


[h,ea] = a(h)e, = B(h.,h)e,, 
其 中 B 为 复 半 单 李 代 数 £ 的 Killing 型 ， 所 以 有 
OA), 0(с2)] = а(Һ)0(е.) = B(h,,h)0(ea) = B(0(h.),0(h))0(es). 
由 AH) = $ 可 知 [h, Blea)] = B(h,0(h.))0(e.). 由 a € P. пр 
Dlha) = ha, 这 证 明了 Blea) € La. Jr Hea) = aata. НР Ë = іа, 
所 以 a, = EL W aa = 1, WJ Kea) = ea, ËB] 0(z,)+8(ya) = £a tya, 


但 是 Öja = id, б|р = —id, 这 导出 (za) = Toas (us) = - 3а. 于 是 
证 明了 Ya = Ü, 即 Ena = =s € ЯС, 这 证 明了 £ с ЯС. Ж aa = 一 二， 
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则 0(e,)= 一 ea; B] z, = 0. 于 是 e, € C. 这 时 有 [б,в] = 0. Ж 
实 上 ， 任 取 R c б, [kea] = Bilha, h jea. $ h € ФС, h, € ЯС, 
所 以 B(h.,h') = 0, BH [hea] = 0. 这 证 明了 [9.a] = 0. 由 
ea É 0, Ea є pe 以 及 ña nh = 0 Е, 9, 不 是 % BJ KA 
换 子 代数 . 这 推出 矛盾 ， 所 以 证 明了 Hea) = ea, Н £, c АС. h 
于 AC) = ЯС, r(h.) = -ha = ho, 所 以 7(86) = La. 因此 有 
L-a CARO, 至 此 完全 证 明了 (1) RZ. 

下 面 证 (2) 成 立 , 设 a e P., i ha = h! + h“, Дф А, є 
V 1ñ., hi € $. 而 T(ha) = —ha = ha olha) = ~h, + 
Һа, Oho) = ha — RX Һа. H P. = {0 € At | h, = В + АН, ҺИ Z 
О АЈ, «є P, 当 且 仪 当 ha ÆA, RETETE. 余下 要 证 
明 afha) = ha, 其 中 Be Ру. зр L. ER 0 Z e, € £, h € 9, WJ 
[h ea] = Blho,h) = es, 于 是 [0(h),8(e.)] = B(0(h,),0(h))0(e,), 
BMA [А, 0(е.)] = B(h,0(h,))0(e,), Yh € 5. 由 于 9 为 自 同 构 ， 记 
以 blea) 0, 因此 Olea) 为 ааз Æ 0 的 特征 向 量 .这 证 明了 存在 
B € A, 使 得 ha = Ө(А,) = М, – ҺИ, hE £0. 所 以 ha Æ $, 的 投影 
不 等 于 零 ， 即 BE P.. 引 理 证 完 . 

定理 32.2.8(Iwasawa 分 解 ) 设 8 为 实 半 单 李 代 数 ， 


бо = He 十 分。 


为 关于 Cartan 分 解 6 — Я+ 的 最 大 向 量 Cartan Ый. Р, 
及 P_ 的 定义 由 引 理 2.2.7 给 出 ， 记 复 半 单 李 代 数 £ = gc 关于 
Cartan 子 代数 95 = 5 的 根子 空间 分 解 为 


£= 5 + Y La. 


acA 


З= вп > La Go =H, + mo, 


«єрРү 


则 R 为 实 半 单 李 代数 6 HERTE, So 为 可 解 子 代数 ， 又 
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S 有 空间 直接 和 分 解 
@ = A+ 5o = f + 5, + Ў, 


称 为 Iwasawa 分 解 . 

这 时 ， 在 复 半 单 李 代 数 £ 中 存在 一 组 基 ， 司 得 关于 这 组 基 ， 
ad 只 的 元 素 的 矩阵 表示 为 斜 Hermite Jy ВЕ, аа, 的 元 素 的 矩阵 
表示 为 对 角 方 阵 ， ad RMo 的 元 素 的 矩阵 表示 为 对 角 元 素 等 于 零 的 
上 三 第 方 阵 ， 

证 ”显然 

Уу) ш, S+ Уу, Lo 

ag A+ еєА+ 
Ж ЫЫ зе АА НОЕ РОТАГА ГКК. 所 以 为 了 证 明 
m 为 实 半 单 李 代 数 © HEFFER, RHEN a, 8 EP, H 
a+8 EA, Ш a +8 € Р. EXE, H =<=,8 € Р, пр tha) + 
ha, Ө(Һв) # Һа. 今 已 知 最 大 向 量 Cartan 子 代 数 ño = He + ñ,. H 
ho hs Є Ñr, Әв = V—15. + Й„ 可 知 ha = VTIh + h”, hg = 
V 一直 8 十 1 其 中 hn, hg € Da Ви, hg € 5,. 由 引 理 2.2.7 B (2) 可 
K hi, hg #0, B о(һ„) = -v ZIA, + h, olhe) = ү/а, + Һи. 
XEE E, n E P+, EE olha) = he, aolha) = ha. $ P, С A+, 1, 
hasha, hg, ћ > 0. 这 证 明了 ha 十 he = 2А > 0, ha +h, = 2 > 0. 
因此 Ak + h5 > 0. 所 以 a + 8 车 为 根 Ша, бє A+ 时 可 知 
a+BEAt, 于 是 a+8eP, 因 此 实 半 单 李 代数 @ 的 子 代数 Sto 
ЖЕ. ЖЭ [He] = 0, [Hu N] C Wo, 所 以 易 知 子 代数 So 可 
解 . 

现在 来 证 明 Iwasawa 分 解 式 成 立 . ER z € ©, W| cfz) = z, 
因此 = (+ (аў. 另 一 方面 ，z 一 上 + Y uo 其 中 vo € Le 


所 以 о{Һ) = АҺ, (Ya) = Veta), BP 


z = А-у” (za + о(шо)), 


ag 
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其 中 z, = lya € £a, h € бо = 5. + $, C N+ ño. Ф AT = 
P UP , Р nP = 由 当 waE 只 时 ,由 引 理 2.27 可 知 f, + Ë, C 
ЯС, ola) = —, 所 以 (Бо) = Ee- 因此 


5 (za + G(za)) € TNG =A. 


s£ P_ 
于 是 ， 为 了 证 明 @ — ñ + $, + Sto, 问题 化 为 证 明 


У (=. +o(z.)) + Y (=, +о(т,)) € ñ + 9. + Mo. 
atPr =є—Р— 


今 取 a € Ру, 则 唯一 存在 8 € 已 ,使 得 olha) = hg. 所 以 
(б) C ao, 因此 


>， zatolra) E ($D La) NG = Mo. 


s€ P, gP 


ЕҢ ax Е —Р, Д -4E Р}. 于 是 唯一 存在 д Є Р. 使 得 o(h_a) = 
hg. 由 h-a = —һ = r(ha) 可 知 er (ha) = ha, ВІ Ra) = ha. 因此 


т(т„ + @(х„)) = T(ra) + (Ea) € Lat Lac > £e, 
{EP} 


这 证 明了 {хо toza) € ë n > £, = Mo. F 


БЕРІ 
za + z (za) = —т(шж„ + 0 (za)) + ((za + s (za) + r (z, + о(2.))). 


而 
(za 十 afza)) + т(ж + olal) € BNG =Å, 


国 此 证 明了 
za tofa) € R+No, @ = & + ñ, + 70. 


下 而 证 明 @ = 8 + о 十 Mo 为 空间 直接 和 . Е зея, ye 
Š. 26 No. WË z + + z = 0, TËR Cartan WA 0, 有 6х) 4 
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Oly) +A = 0. $ A = от = ra, z € A, ДЇ (z) = z, u € я, C В, 
所 以 9(y) = 一 y. 因此 有 0(z) = —9(z) — (у) = -ety z = 
=x — у. МО 0(2) — z = 2g € ® 5 гє Ф = BN у, Éa, ВТ 


x€ P+ 


以 ze У б, 60(z) = У ALa) 由 引 理 2.2.7, a € Ph, WEE 
€ P+ € P 


8 € Pi, ŒI olha) = ha. 于 是 0(h,) = Talha) = r(ha) = ha, 
BD 0(£.) = ёв. 于 是 е – 0(2) € (У) @,) Y 6, = 0. 这 证 明了 
aca 


ze € Ea, 0(z) = Y ` 0(z.), 0(z.) E 6.) = L-g, AEAT. 


ag P. 
所 以 zE У £. (2) = E Lo ЖЕЙУ z = 0. Е = 0. 
agt aå- 


至 此 证 明了 Iwasawa 分 解 为 空间 直接 和 . 

现在 来 证 明 后 一 断言 ， 由 引 理 2.1.10 的 推论 我 们 知道 ， 设 6 
为 实 半 单 李 代数 ， 呈 = B5 为 其 复 化 ， 则 6 (0,0). 相伴 的 紧 实 
形式 @¿ = (£,r) 3 ст = то = 8 Ж Cartan HE, HÆS 中 取 最 
ХАЖ Cartan 子 代数 $o, іа 9 = Ө 为 £ BJ Cartan 子 代 数 ， 
£ = 9+ D La 为 根子 空间 分 解 ， 则 存在 Weyl 基 {vo e A), 使 


得 r(e.) = -eas T(ha) = 一 ha Ya € A. 而 复 半 单 李 代 数 £ 的 
Killing 型 В(г,у) 有 В(є.,е-.) = 1, Blea eg) = 0, a,8 z 0. У 
B(n, > fa) = 0, H Killing 型 B 限制 在 ña 上 正定 .又 


H(z = —В(х,т(у)), Vz, € £ 


为 复 半 单 李 代数 £ 上 的 Hermite W. 

W. 6 = 8 + P Ху Cartan 分 解 ， 则 @. = & Тр 为 相伴 
的 紧 实 形式 ， 即 6 = (5,0), 6. = (8,7). 设 ño = H+ 5, 为 最 
Же Ж Cartan 子 代数 ， 于 是 Өң = V-15. + 9.. 在 与 。 中 取 定 
基 ， 再 按 师 序 排出 vais. 的 一 组 基 ， 从 而 在 实 子 空间 pa 中 取 
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定 了 基 ， 汉 此 定义 了 次 序 ， 从 而 引进 了 单 根系 H = {ар о. 
记 hi = han 1 < i< 1. 因此 实 对 称 方 阵 (B(h. h;)) 正定 ， 所 以 在 
实 子 空间 Өн 中 存在 一 组 基 &,,---,&, 使 得 对 这 组 基 ， Kiling 型 
В(х,у) 在 实 子 空间 9r 上 的 方 阵 表 示 为 单位 方 了 泗 ， 另 一 方面 ， 将 
THA At 的 元 素 按 大 小 次 序 排 为 0< 遍 < 85 <... 将 复 半 单 
李 代 数 的 基 排 为 


re Ha еа S El EB евз (**) 
我 们 来 证 对 这 组 基 ， 定 理 的 后 一 断言 成 立 ， 


事实 上 ， 任 取 = € £, 则 t= Dakit 2 bata, 其 中 ti, ba Є С. 
令 & € Ўр, Ш T(E) =E У. BEG) = ó;;, 1 < š,j < t, 因此 


H(z,z) = — Б(т,т(т)) 

-BOO ае + J bata, — Уа ~ У Бе.) 
У + У. > 0, 

НБУ 5 HX Ч с = 0. 这 证 明了 Hir, y 为 复线 性 空间 上 


HAR, HER (**) FRAR RA SA y BE. 
SÆR ry £ £, z€ 8, Ш (2) = z. П 


H((ad z)z, y) = -В([2, z], T (g)) = В(=, [2, т(у)]) 
= В(х,т([2.У) = —H(z,[z, uD) = —H(z, (ай ғ)]). 


这 证 明了 在 基 (**} F. 线性 变换 ad z ЛУПИЛ Ел УЯҢ Hermite 
方 阵 . 

ER h = Sa, ШЕ 

[h eta] = Blh, hsa: esa, = #B(h,ha je+p, [R£] = 0, 
所 以 ad 产 在 基 G) 下 的 方 阵 表示 为 对 角 方 阵 ， 

最 后 ， 任 取 z € Йа = 6 ñ > Za- 所 以 为 了 证 在 基 (*+*) 下 

x€ P, 

ad z УВЕ ААЛ л Ж S FE E= f y k, 我 们 只 要 证 任 取 
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e€ Р, Mades BE ЖОН ЫЙ us ЗЕН Е — Ж r ERIT 
T. 事实 上 ,由 (ade,)eg, = ea, €p] = №а,еа+8, 其 中 由 o € Р 
TA a > 0. М A > 0, Bf DL e + B, > B, > 0. 因此， EE (<s) 下 线 
性 变换 ade, 的 方 阵 表示 , 由 5; 决定 的 行 中 队 零 外 ， 只 出 现 Naps 
它 落 在 上 三 角 区 ， 且 不 在 对 角 线 上 . XH (adea)je-p; = lea,e_a,l. 


ма = ñ, B$, W (adeaje-a = ha, = X Бубу, 所 以 考虑 由 -让 次 
7 二 1 


EHI RFR REH 551,-… ba, 它们 也 只 落 在 上 三 角 区 ， 且 
ЖЕНЕ. Hah Ч, 3 a — ñi € A, WJ Na- = 0; Ж 
a- ĝi E A, WA -Ai < x — ñ; 所 以 №. а, 仍 落 在 上 三 角 区 ,上 且 
不 在 对 角 线 上 . М (айел); = [ext] = -É €a] = BE, ha)ea, YE 
意 到 a > 0, 所 以 在 基 (==) 的 顺序 下 ， 一 B(#,ha) 也 落 在 上 三 角 
К, ВТЕ E. 至 此 证 明了 ade, 47 Fa si Sr r. Œ 
理 证 完 . 

为 了 第 五 章 的 需要 ， 我 们 考虑 一 类 特殊 的 实 半 单 李 代数 . Ж 
引进 下 面 的 符号 ， 

W 6 为 实 半 单 李 人 代数， 上 = 6° 为 其 复 化 . 于 是 – (ë). 
É @ = f + AH Cartan 分 解 ， 于 是 复 半 单 李 代 数 е НЕЯ 
A 6, =+ V - 19 @, 二 (2,т), 使 得 6= от = то 为 Cartan 对 


A 
Е - 


设 о 为 实 半 单 李 代数 ® 的 Cartan 子 代 数 ， 则 有 
Йо = Ñe + Ў, б = Яо ПЯ, 9, = Ho ПФ, 
Вій 9 = 96, Ш $ XV 38 A КӘК £ 0) Cartan FRA. TEF 
根子 空间 分 解 
£= 65 + у Lo, 
aå 
HER A 决定 5 的 子 集 ha = {halYa є A). ha 实 线性 生成 б 
的 实 子 空间 
Ўв = V 15 + 5. 
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E ñ, PRA E v 一 18。 tH in AS, 从 而 在 Өл 中 引进 正方 向 , 由 此 
决定 了 根系 A 的 单 根系 П = {о}. W ha = h; SELL 
它们 构成 实 线性 空间 Өк 的 一 组 基 ， 且 复 半 单 李 代数 L 的 Kiling 
型 Biz y) 使 得 1 х1 实 对 称 方 阵 (B(h,, А) IEE. 

LEEPER L pE Weyl 基 (h. 1 < < l, es, Va € 
А}, 使 得 

T(ha) = —ħe, T(ea) = е6, Vo € A. 

下 面 我 们 不 加 解释 地 使 用 上 面 的 符号 . 

引 理 229 KERERE 6 关于 Cartan 分 解 @ = ñ + T 
WERAK Cartan 子 代数 Ө СОЯ, 当 且 仅 当 айя, 中 元 素 的 非 零 特 
征 根 纯 虚 . 


Ph = Hut Hi He= HNA, 5, = ñ: П. 


于 是 Si ie+V-195u 为 复 半 单 李 代 数 的 紧 实 形式 O, = +y -IP 
的 Cartan 子 代数 .由 紧 李 代数 的 定义 可 知 ， 在 8. 上 有 不 变 内 积 
(2,5). ТЕЗЕМ 6. 上 的 实 线性 变换 集 ad 起。 可 同时 实 
相似 于 实 斜 对 称 方 阵 ， 因 此 它们 的 非 零 特 征 根 都 纯 虚 ， 这 证 明了 
аа /—19 中 元 素 的 非 零 特征 根 都 纯 虚 ， 所 以 ad я, 作为 复线 性 
空间 ë = 6C = С 上 的 线性 变换 , 其 特征 根 都 是 实数 . 因此 ad H 
中 元 素 的 非 零 特征 根 纯 虚 当 征 仅 当 ad бу = 0, BI 9, C с(8) = 
这 证 明了 %, = ñi C ñ. 引 理 证 完 . 

显然 紧 李 代数 的 Cartan 子 代数 为 极 大 交换 子 代数 . 所 以 ， 
如 果实 半 单 李 代数 O 的 最 大 紧 Санап 子 代数 9 C £f, 则 6, 也 
是 紧 子 代数 Я B) Cartan 子 代数 ， 反 之 ， 若 紧 子 代数 Я 的 Cartan 
子 代数 б, 为 实 半 单 李 代 数 @ 的 Cartan 子 民 数 ， 则 必 为 最 大 紧 
Cartan ФЕ, 

下 徐 我 们 假设 实 半 单 李 代数 6 有 Cartan 分 解 ® = я Фф, 
使 得 紧 子 代数 Я 的 Самап 子 代数 б, 为 实 半 单 李 代 数 的 最 大 紧 
Cartan (69. 


- 139 . 


и p = 9С 为 揽 半 单 李 代 数 P 的 Cartan FRÆ, ШЕУ C 
я, [RR] c я, [ЯД ср, B.) ся, TA [DA] СОЯ, [бр] С 
P. 于 是 ， 对 根子 空间 分 解 


g = 9 + y` £a, 
еёА 
有 
яс -5+ у £. PIS У La 
aca, c€ à, 
由 半 对 合 т 有 


т|ң — id, Т|ф = 一 地， 
因此 对 Weyl 基 有 
R = //-19к+ УХ (е, еа) + 》 RV ilea + e-a) 


EA i 


m = >` Ríe, 十 e_e) + у, B. —1(es — ео). 


EA c€ A, 
H -Åe = А.-А, = Av, x 
fn = v —15. 


我 们 称 A. ARREA Ит л ЖА R.A. 为 非 紧 根系 , 其 中 的 
元 素 为 非 紧 根 . 这 时 A, ся, [AP] соф, 8,9] c 兵 分 别 等 价 
于 

(A. + AJ) GA CA, (A. + A.) ПАСА, 

(As HANA c A.. 


再 由 в = у—191, 可 知 
Tíha) = ~has oihal = —has va e А. 


现在 在 实 线性 空间 9р = /— 19: 中 引进 正方 向 如 下 先 在 非 
RRR A, 中 取 极 大 实 线性 无 关 部 分 组 ， 再 在 紧 根 系 A. 中 取 极 
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大 实 线 性 无 关 部 分 组 .从 而 在 Sa 的 对 俏 空 间 Өр 中 引进 了 正方 
向 ， 这 样 自然 地 导出 实 线性 空间 Бн 的 正方 向 因此， 在 根系 A 
中 另外 决定 了 一 个 单 根系 П. ЕНА AT RARR A. 
引 理 2210 ”我 们 有 
{A КАЎ) ПА CA (А#+АтДА = 0. 


证 НЕА НАЕК Н А, 的 正 向 量 加 上 任意 紧 
根 仍 为 正 向 车 . 对 负 向 量 也 如 此 . 所 以 证 明了 (А„+А }пА C At. 

EHER a, € AF, M| ex eg € PO. 于 是 [eag] є [PE 88] п 
Larg C REN Laqa. BE a 十 Be A, ПЕВТ a+ 8 8 A, BH 
«>0,8>О0Ң ЩЩ o T B> 0. 特别 地 ，a 二 8>a, 但 是 ， 由 次 序 
的 选取 可 知 ， 非 紧 正 根 必 大 主任 意 紧 根 ， 这 导出 矛盾， 所 以 证 明 
T (AZ +Aat)nmAa= 血 同 理 有 (A; + AT)nA = 0. 证 完 . 

于 是 ， 显 然 有 

引 理 2.2.11 ”假设 和 符号 同上 ， 记 


Q, = Уу) Lo cm, 


x€ Aš 


则 有 子 空间 直接 和 
p7 = P+ + в, 
EA 
[P P] =0, 8..%_] © ЯС, [ARC P24] CP 
以 及 香 学 空间 直接 和 
L=P- +g m. 

在 上 面 假 设 下 ， 对 实 半 单 李 代数 O 关于 Cartan 分 解 g = 
f + P 构 作 最 大 向 量 Cartan 子 代 数 . 我 们 有 

引 理 2212 БЕНӘ) Е. 在 非 竖 正 根系 А} 中 存在 正 


DE- 
0<д<..:6,, 
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Я. = Y R(es, + eg) 
i=i 
为 子 空间 АУЕН, H 6, . 在 实 线 性 空间 Sr 
的 对 偶 空 间 э, 中 实 线 性 无 关 ， 正 整数 7 АЗЕ Ей КК G 的 
秩 , 根 集 
{81,---.8-} 
称 为 Harish-Chandra 强 正 交 根系 . 

证 在 非 紧 下 根系 AT 中 取 最 小 正 根 A. 考虑 AT 的 子 集 
{8 e AZ18+48 Ли {0}}. 在 其 中 取 最 小 正 根 25, 再 对 AT 的 
子 集 

{ЗеА+ |848, 38+ А0 {0} 
依次 作 下 去 ， 由 于 根系 A 为 有 限 集 ， 所 以 得 到 非 紧 正 根系 AT 的 
DEE- 8,22, · ``, 8, 有 8; + 8; É A U {0}, # ë j, 1 < š < T. 因 
此 有 
CTRA = lea, e—8;] =0, 12 g, 1 < š,j < т. 
所 以 gp 的 实 子 空间 5, А Р. 

我 们 来 证 B ,6 TRELAR. PAE, щі з, d 
8,8, £ A U (0) TAI UNA = 0. Е В(8,,8,) = 0. 因此 车 存 
在 实数 Аз: `, Ar， 有 У Ад, = 0, 则 有 

0= BO м%, NB;) = ў X2B(A,, Bi). 
注意 到 复 半 单 李 代数 £= 0С 的 Killing 型 B(z,u) 限制 在 实 线性 
空间 к BIFE, AE a = B(8.,8,;) > 0, 1 < í < r. 这 证 明了 
À: 一 一 Ar = 0, Вр Bi 线性 无 关 . 

最 后 ， 我 们 来 证 Р 的 子 空间 S. 为 T 的 极 大 变换 子 代数 . 事 
实 上 ， 如 果 它 不 是 极 大 交换 子 代数 ， 则 存在 X c 第 , XHn 使 得 


[ea + eBs X] = 0. 1 < ¿í < r. 
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我 们 可 到 
X= у Aala + Ea) + >` Havl (En — еа), 


еєдї agar 


其 中 Аа Ha 为 实数 ， LIE Ca = А + vlia, чає Аў, Ci = 
0, 1 < z < r. A 


[es; + е—в,, xX] 
= у Ca (Мз, apita + №, =©—3; } 
аЄЉ aži robr 
+ У Foal Ns.. «© —« + М_8,;,-ае-а в.) = 0. 


аеАў} asi 


RE B + B, = А, 则 Мз, а #0, 于 是 сд = 0. H Bl, 的 选民 
HERT X = 0, 5, ЕЛУ ТН. ЗЕЕ ЗЕ. 


8 2.3” 实 半 单 李 代 数 的 分 类 及 表示 


美 于 实 半 单 李 代 数 的 分 类 及 表示 的 理论 ， 我 们 不 打算 详细 讨 
论 ， 只 在 这 一 节 中 给 出 简单 介绍 ， 显 然 ， 由 于 实 半 单 李 代 数 的 复 
化 为 复 半 单 李 代数 ， 所 以 首先 要 利用 复 半 单 李 代 数 的 分 类 结果 和 
表示 结果 . 但 是 ， 实 的 情形 比 复 的 情形 要 复杂 得 多 ， 因 此 我 们 还 
要 弄 清楚 实 和 复 的 差别 . 

一 个 最 自然 的 想法 ， 是 利用 Cartan 分 解 ， 注意 到 复 半 单 李 
代数 的 紧 实 形式 在 共 二 下 唯一 ， 所 以 紧 半 单 李 代 数 的 分 类 就 完全 
归结 于 复 半 单 李 代数 的 分 类 ， 而 且 对 复 半 单 李 代数 的 实 形式 的 分 
Ж, 我 们 可 以 固定 紧 实 形式 Go ERER O A Cartan 分 解 @ = 
Яй + Ë, 它 相对 应 的 紧 实 形式 为 给 定 的 紧 实 形式 Ф = я yip. 
їй © = (5,0), 6. 二 (2,7), 其 中 日 = cr = то 为 Cartan Р. 

注意 到 复 半 单 李 代数 6 的 Самап 对 合 日 为 紧 实 形式 6. 的 
对 合 自 同 构 ， 所 以 实 半 单 李 代数 的 分 类 化 为 首先 对 紧 实 形式 作 分 
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Ж, ЧЕ КОЗЕ ДАВАВ lj ЕКШ РА Ж, E- 
利用 标准 对 合 自 向 构 给 出 紧 实 形式 6. 的 Cartan 分 解 和 Cartan 
子 代数 使 得 标准 对 合 自 同 构 将 Cartan 子 代 数 映 为 自身 , 从 而 给 出 
根系 的 一 一 对 应 ， 将 问题 仍然 化 为 一 种 图 论 的 问题 . 

另 一 方面 ， 我 们 从 复 半 单 李 代 数 的 分 类 理论 及 珍 示 理论 可 以 
看 出 ， 分 类 理论 实际 上 是 复 半 单 李 代 数 的 伴随 表示 论 ， 在 实 半 单 
李 代 数 的 情形 ， 比 较 复 条， 但 是 仍然 需要 讨论 衬 半 单 李 代数 的 伴 
随 表 示 论 。 为 此 ， 我 们 先 讨论 实 半 单 李 代数 的 表示 论 . 

引 理 2.3.1 КУХНЕ, 10 = (Vo) 为 由 复线 性 空 
间 V 上 的 半 对 合 o 决定 的 实 形式 ， 则 在 复线 性 空间 V 中 有 复 子 
空间 Vi, 使 得 WY 有 复 子 空间 直接 和 


V= VW +o) WNno(W)=0, 


当 且 促 当 在 实 线性 空间 WW 上 存在 非 学 实 线 性 变换 J, 使 得 J? = 
а, B 
Vi = {v + /—lJuo | Vu € W}. 


证 先 证 必要 性 . 设 车 实 线 性 空间 W 上 有 线性 变换 J, 使 得 
Ј = id. 在 复 化 V = VC 中 取 子 集合 V, = fo + ЛЬ | Vu € 
Vh 我 们 来 证 V, 为 复线 性 空间 V 的 复 子 空间 ， BR, V, 为 实 子 
=l. MER + € W, 则 由 J? = -id 有 


М—1( + м1) = Ју = (—Ju) + /—-1J(—Ju) € М. 


这 证 明了 斯 言 . 

SER Vi Nne) 的 元 素 w+ ViJv = ofo + усї), 其 
фоле №. Но А, A vty Tio = u -y iun. 所 以 
v=, Јр Л. ДФ о = 0, ЕЕН Т V, nel) = 0. 

册子 空间 V, 的 定义 可 知 , 任职 ve Уз, lJ vty ido € и. 于 
R v= /—1Ju € o(Vi)- IN k 2v € V, +o(Vi), BA Vo C V, +a(W,). 
今 页 为 复 子 空间 ， 自 然 o(V,) BESTEE. 所 以 V, +а(и) A 
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Jš #ë jk Н] 8]. ЗЕТ V = V C V. + o(V,) C V. 0 

再 证 充分 性 . 若 复 线性 空间 V = V, + o(V,) 为 复 子 空间 直接 
和 分 解 . XF V, C V = VF 的 任 一 元 素 v + V—lu,, 其 中 ,vz € 
你 ， 我 们 有 对 应 ar — ww， 于 面 来 证 这 是 一 一 线性 变换 ， 首先， 
# + усї, w + yl € И, Ш oo о е V. n W. 于 是 
afv — va) £ {И} Vo. 但 是 olv — vi) = v — w. REAT 
v2 — EN = 0, EIE v = va 所 以 对 应 u, — v2 为 实 
线性 空间 mW 上 的 单 值 映射 ， 再 证 此 对 应 一 一 .事实 上 ， 若 mi + 
viv, vi + vln € V,, M v -o e V, Y Vo. HS, EAT 
vi = 01, 即 对 应 一 一 ， 此 对 应 记 作 J, 即 有 

№ = {о + /— llu | Vu є W). 

显然 ， J 为 实 线性 空间 Vo 上 的 实 线性 变换 .由 V, 为 复线 性 空 
ЇН], О Ло + /—1lJu) = т + VC lJui, 于 是 u = —Ju, Jo = v. 
RA, A v= Jn 一 一 J2v, Yu € W. 这 证 明了 J2 = -id. Ө} ШЕ 


r= 
элш. 


AX 232 设 名 为 实 李 代数 ，(p,Y) 为 实 李 代数 的 线性 表 
示 ， 当 表示 空间 V 为 实 (或 复 ) 线性 空间 时 ， 表 示 (o, V) 称 为 实 李 
代数 © 的 实 (或 Ж). 

下 面 给 出 实 李 代数 的 实 表示 及 复 表示 之 间 的 关系 . 

Ў (00, №) 为 实 李 代数 的 实 表示 . 将 表示 空间 Vo 复 化 为 V = 
VW， 于 是 它 决定 了 复线 性 空间 V 的 半 对 合 z, 使 得 Vo = (Уо). 
这 时 ， oo (6) 为 实 线性 空间 V. 上 的 线性 变换 ,自然 地 ， 可 以 作为 
复线 性 空间 V 上 的 线性 变换 ， 它 定义 为 

p(z)(u + V—1v) = po(z)u + Vp (z)u, Yuve Vo, z€ @. 

这 样 得 到 一 个 表示 (PV) 显然 是 实 李 代数 6 的 复 表示 .我 们 称 
RER (o. V) 为 RER (ро, Vo)85 S (E. 我 们 有 

引 理 2.3.3 KÆRE 6 的 复 表 示 (p, V) 的 表示 空间 V 上 
有 半 对 合 о, 即 有 实 线性 空间 vo, 使得 V, = (V, с), WEER {p, V) 
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为 实 表 示 (po, Vo) Hw, SERS 
cop(z) = рт) ос, Yre®. 


证 HEER (р, И) 为 实 表 示 (ро. Wn) 的 复 化 ， 于 是 任 取 
r€ ë, итеу, 有 


тр(ж)(и + 3—10) = о(ро(а)и + V —ləo(z)e) 
= робх)и — V —1po(z)u, 
р(т)о(и + V lu) = p(z)(u — V—1e) 
= polzu 一 V 1Іро(х)е. 


这 证 时 了 op(z) = р(х)о, Ух € б. 

上 反之， 车 存在 复线 性 空间 V 的 半 对 合 c, H сор(х) = р(х) o 
,yzE 和 对 . 记 矶 为 由 半 对 合 e 决 定 的 实 线性 空间 , H VC = V. Е 
MZ və € Vo, WA c(o(z)(6)) = p(z)oe(e) = р{т)(®), BI р(ж)(ъ) € W. 
所 以 证 明了 о(т}% C Wo, Vz € 6. ја plr) = polz), Vz € @. N 
此 (б.з) 为 实 李 代数 ® 的 实 表 示 ， 证 完 . 

HERA, KERE 6 的 实 表示 (oo, Vo) 可 复 扩 充 为 外 的 复 
表示 ， 但 是 我 们 不 能 推出 实 李 代数 的 复 表示 必 为 一 个 实 表示 的 复 
化 ， 例 如 ， n ШЖ} Hermite 方 阵 构成 的 李 代 数 ， 它 不 可 能 是 一 个 
实 表示 的 复 化 ， 但 是 我 们 可 以 看 作 是 另外 一 种 实 表示 .为 此 ， 我 
们 用 人 矩 隆 表示 来 说 明 问题 . 

熟知 gl(n, C) 为 复 李 代数 ， 其 中 元 素 


glin, C) э A+ V —1B > ( А, 8 ) € рі (2п, В), 


YA, B єв (п, R). 所 以 81 (п, С) 作为 (2n)? 维 实 李 代数 gi (2n, В) 
的 实 子 代数 ， 实 维 数 为 m. 显然 ， 对 应 


| А В 
£: A+ IB [ 5 а) 
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给 出 实 李 代数 的 同 构 ， 利用 同居 £, 我 们 可 以 将 实 李 代数 下 的 nn 
EREEREER n ELER. 

现在 来 考虑 实 李 代数 Ф 的 不 可 约 表示 ， 

定义 2.3.4 设 (ро. Vo) 为 实 李 代 数 6 的 实 不 可 约 表 示 . 记 
(0.7) WR Hit, E V = VF. 设 车 (p,V) 仍 不 可 约 ， 则 (оо, Wo) 
称 为 第 一 类 不 可 约 串 示 . FIRA 第 二 类 不 可 约 表示 . 

显然 ， 求 第 一 类 实 不 可 约 囊 示 的 问题 ， 完 全 化 为 求 复 不 可 的 
表示 . 求 第 二 类 实 不 可 约 表示 ， 比 较 复 杂 ， 它 的 性 质 和 判别 条 件 
由 下 面 给 出 . 

引 理 235 Ë (po, Vo) 为 实 李 代数 6 的 第 二 类 实 不 可 约 表 
ж. 记 (рУ 为 其 复 化 , НФУ = VF, B o = (Va), 这 里 og 为 半 
В. 任 取 复 表示 空间 V 的 非 零 极 小 复 不 变 子 空间 W, 则 =(V,) 
DAV 的 非 零 极 小 复 不 变 子 空间 ， 且 有 


V= Vi ta) И по(И) = 0. 


证 由 第 二 类 不 可 约 表示 的 定义 可 知 , 不 可 约 实 表 示 (ро, Vo) 
的 复 化 (PY) 可 约 ， 因 此 有 非 零 极 小 复 不 变 子 空间 V, Z VW， 由 
c o p(z) = р(т) оо, Vz € ,所 以 复线 性 空间 ои) 仍 为 极 小 复 不 
变 子 空间 . FE, oV) 也 是 不 变 子 空间 . HE о(И) пи, Z 0, 
WA (VOV = Уу = o (W). H V, = s(V,) TAE о V M 
不 动 点 集 V; 为 实 子 空间 , EA V c W. 另 一 方面 , 由 Vi =V) 
可 知 实 子 空间 V, 的 复 化 VE =V. $ V, 为 复 不 变 子 空间 ， 所 以 
Vs 为 实 不 变 子 空间 .由 假设 实 表示 (ро, Vo) 不 可 约 , X V 520, 8 
以 证 明了 V; = 0, ВЖИ = Vf = V£ = V. 这 和 复线 性 空间 V, 
为 真子 空间 矛盾 .所 以 证 明了 


у По(1,) == 0. 


= V, 所 以 存在 实 线性 空间 V 的 子 空间 Vs, 使 得 ИС = Ӯ. 
为 复 表 示 空 间 V 的 复 不 变 子 空间 ， 所 以 V, 为 实 表示 空间 
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Vo BU JS 3 а 8]. HEER (по. Vo) 不 可 约 ， 所 以 Vo = Vs, 因此 
V = VC = VC = V = V, +o(Vi), 至 此 证 明了 引 理 .证 完 . 

引 理 23.6 H (оо, Vo) 为 实 李 代数 6 的 实 不 可 约 表示 . HM 
(оо, М) 为 第 二 类 不 可 约 表示 ， 当 且 低 当 在 实 表 示 空 间 而 上 存在 
线性 变换 J, 使 得 | 

ра(т}о = Jopo(z), YreB, J? = -id. 
证 ” 先 证 必要 性 ， 由 引 理 2.3.1 可 知 ， 记 
у = {0 + у lJu|vo E W), J2= ~id. 


ШАЯ ГЕНУЯ V = V, + o(Vi), 其 中 с 为 复线 性 空间 
V 的 半 对 合 ， 使 得 Vo = (V.o). 下 面 来 证 V, 为 实 表示 (ро, Vo) 的 
RE V) 的 复 不 变 子 空间 .事实 上 ， 由 we Vo, 任 取 z € @, 有 


p(z)(u + /—1.%) = po (z)u + v ZI polz) Jv 
= ро(т} + /-lJo(z)yo € и, Vu € W. 


这 证 明了 p(z)W C Ww, Vz € @, ИП 所 为 复 不 变 子 空间 ， 因 此 实 不 
THAER (00, Vo) 的 复 扩充 {p,V) 不 是 不 可 约 表示 ， 所 以 实 不 可 
HER (ро, o) 为 第 二 类 不 可 约 实 表示 ， 

再 证 充分 性 . SKER (ор, Vo) 为 第 二 类 不 可 约 表 示 ， 由 引 理 
2.3.1 和 引 理 2.3.5, 只 要 证 明 对 实 李 代数 ® 的 复 表 示 V) 的 复 不 
变 子 空间 V, = [e + /—1Jo | Ve € WJ), 有 po(z)J = Jole), Yr e 
©. 事实 上 ， 任 取 vo € Vo, хє, ШЕН o(z)V, си, # 


p(z)(o + V—1Ju) = po(z)u + v —loa(z)Jo € W, 


即 有 Joo(z)u = oo (z)Jo, Vu € Vo. 所 以 Jpo[z) = po(z)J, Vz £ 6. 
至 此 证 明了 充分 性 ， 引 理 证 完 . 

定理 2.3.7 жю 的 两 个 不 可 约 实 表示 (P, УЙ), i= 
1,2 互相 等 价 ， 当 且 仅 当 它 们 是 同类 型 不 可 约 表示 , 且 它 们 的 复 化 
{##, УФ), { = 1,2 中 必 有 一 个 不 可 约 子 表示 瑟 相 等 价 . 
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证 设 实 表示 (oO) VD) 和 (02,1020) 互相 等 价 ， 所 以 存 
在 实 线性 空间 МП 到 VAO 上 的 线性 同 构 Aa, 使 得 


Ao o 000 (z) = 200) о Ао, Ve € GS, 


S VA” 的 复 化 为 复线 性 空 间 VÖ. 记 实 形式 V 决定 的 半 对 合 为 
ci ШЖ У) = (09,0), í = 1,2. БИЕ ЕЕ Ао FEAE 
示 空 间 Vü) av 上 的 线性 同 构 4, 它 定 义 为 


А( + V lu) = Aolo) + VTAo(vw), Уз Є М?) 
任 取 v, E VO) 则 有 


Ар (=) (о + V Tua) = таи n + VTA шун 
о (eju + МТА (куо 
= HA + Vp (2).Аооз 
= P (z), A(w1 + v —1u). 
这 证 明了 
Ао р (а) = р®(ш)о,А, Yre®, 
MERR (0, VO) 和 (000,000) 互相 等 价 
另 一 方面 ， 显 然 有 


озо Д =.Аосі, oroptfz)= р (х)оо;, í = 1,2. 


复 表 示 (oU VO) 不 可 约 当 且 仅 当 复 表示 (002), V) 不 可 
约 ， 所 以 第 一 类 不 可 约 表 示 等 价 于 第 一 类 不 可 约 表示 ， 因 此 第 一 
类 不 可 约 表示 等 价 于 第 二 类 不 可 约 表示 . 

RER (00,107) 为 第 二 类 不 可 约 表示 ， 它 等 价 于 第 二 类 不 
可 约 表示 (0020, Уу), 因此 它们 的 复 化 互相 等 价 . 由 引 理 2.3.6, 在 复 
表示 空间 VO 中 存在 复 极 小 不 变 子 空间 VO, 使 得 VD үй) ү 
m (Vi) 为 极 小 不 变 子 空间 直接 和 . 由 于 复 表示 O, VO 在 复线 
性 变换 4 下 等 价 于 复 表 示 (02) VO), 所 以 AV) = VD 为 复 
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表示 P, V 的 极 小 不 变 子 空间 ， 由 引 理 2.3.1 及 2.3.5 可 知 ， 
复 表 示 空 间 VO = у{® + c (V) 为 极 小 不 变 子 空间 直接 和 ， 这 
证 明了 复 表示 (ot) VU) 的 子 表示 PP, VE) i= 1,2 互相 等 价 . 

反之 , W Le VO 为 实 李 代数 S ур? к, (рб), У) 
为 其 复 化 ， 且 复 表示 (ot, V(O) фаг (000,000), i= 
1,2, 使 得 (a). VE) 和 P, V 互相 等 价 ， 我 们 来 证 明 实 表示 
(о), Уу 和 (002), 120) 互相 等 价 ， 若 (ду, WE) 为 第 一 类 不 可 
级 表示 ， 因 此 VO) = vD, 所 以 (pb, 020) 也 为 第 一 类 不 可 约 表 
к, Вр V = vO., 由 假设 复 表 示 VD) 和 (0020,00) Ñ 
相等 价 ， 即 存在 复 表 示 空 间 VO 到 vV 上 的 线性 同 构 А, 使 得 
p(x).A = Aptl{z), Vz € 6, Н р (тўс: = c pi) (>), Уге Ф, i= 
1,2. $ В = озо Доо, Ш B 仍 为 线性 空间 VO 到 У) 上 的 线性 
同 构 ， 且 有 


Вру(т) = oA p(z) = тз.Ару(т)е = oapatzhdal 
= mlt) AG; = ро(ж}В, Vr € ©. 


FE, BJAR 
B lAp (z) = B 'lo,(z)A = р (2) В ТА, Vr e 6. 

对 表示 空间 V, 上 的 非 异 线 性 变换 B-lA, 用 Schur 引 理 可 知 存 在 

复数 с > 0, 使 得 BA = el (d) 即 有 озАо, = B = cA. 而 

TA = CAT, 

A= с2.Ао? = со(0:Асі)о = cx(c.A)o; = боз.Асі = |e|2.A. 

六 此 jej = 1. За c = exp (/—10), В Ао = exp (V—10/2).A, 于 是 

cav4o 一 Cafexp Í v 2710 


u 


).A) = exp ( 


Irz A 


= ехр( ) Ac, = Aga. 
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今 尾 取 ç є М, ЩЩ Ale) = Ailo) = osAho{v)， 这 证 明了 
Alv) € у. SE АУ) = v, 4 


的 (2) Ao = ду (z)(exp (262) = exp (PaA 
= ep (710) (т) = Api (s), Vz € 6, 


这 证 明了 实 表示 (po, VEN 和 (ee 0120) 等 价 . 
车 UP, 007) 为 第 二 类 不 可 约 表 示 ， 记 OVO 为 它 的 复 
Ж. 设 存在 复线 性 同 构 4 : VO) y2, 使 得 


р (2)А = Ap (zy Vr € в. 


今 表示 空间 VO 中 有 极 小 复 不 变 子 空间 ҮҮ, 使 得 УЧ) = vO) L 
ву!) 为 极 小 复 不 变 子 空间 直接 和 je ye = AVO) 为 表示 
空间 {pz, VO 的 子 空间 ,显然 它 是 极 小 复 不 变 子 空间 .引进 表示 

空间 VO RVO 上 的 线性 同 构 B = z; o Досу, 由 于 s;pt)(e) = 
p (I)o: i= 1,2, V z € ©, RIIA Bopa) = o()(z)oB, Vr € б. 
而 


Bla (Vi?) = озот (о (VP) = oa A(VD) = cs (VD) 


仍 为 极 小 复 不 变 子 空间 ， 且 表示 空间 V = VP „гуу 为 

极 小 复 不 变 子 空间 直接 和 ， 在 表示 空间 ҮЧ) = VD + A (VD) 上 
引进 线性 同 构 As, 使 得 Ао» = = A, Aol, изу = B. 于 是 任 取 
u,v € VD J 


Арот(и + от (о)) = Дос (ы) + -Ао(®) 
= В(о) + B(zi(u)) = Alu) + os A (o1(u)) 
= A(v) + os Atu), 

02.Ао(и + тү{ө)) = 02.Ао(и) + ez Aoci(uo) 
= czA(u) + Afv}. 
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这 证 明了 Ao or = о2о А. Х 


Aopi(z)(u + eA (a)) = Api (eju + Аорі(2)01(0) 
= Ap (T) lu) + с2.Ас:рі(2)о1(0) = pa (z) A(u) + с2Ар(2)09) 
= ра(т).А(и) + о2р2(2)А(0) = p(x (Alu) + es AG) 
= рә(т}(.А(и) + (о2.Аот)(91(0))) = ра{т).Ао(и + т{®)), 


其 中 uv e УЙ, 即 证 明了 Ао (х) = о2(2)Ао, Vz € 6, 因此 Ao 
# H Y B (ef V) 和 (002), v) 的 同 构 . 

任 取 u c У), 则 Alu) = Aritu) = z2Ao(u). 因此 Ao(u) € 
V. 这 证 明了 Ao(VD) = WV, BD Ао 给 出 实 表 示 (P, V) 和 
(му?) 的 同 构 ， 定 理 证 完 . | 

设 8 为 实 半 单 李 代数 ， (оо, Vo) 为 它 的 实 表 示 ， (р, У) 为 李 
代数 G 的 实 表示 (Vo) BJ S k. ааа O 的 复 化 
£ = ФС, Щ 

£=@+V-1@, @n 16 = 0. 
于 是 对 李 代 数 6 的 复 表 示 (PV) 引进 


Hr + М—1Ту} = р(х) + М—1р(у), Yzy € ®. 


则 易 证 (У) 为 复 半 单 李 代 数 £ 的 表示 ， 因此 可 以 利用 复 半 单 李 
代数 的 表示 论 结果 ， 设 法 诱导 出 实 半 单 李 代数 的 表示 论 . 

定理 2.3.8 E (р, mm) 为 实 半 单 李 代数 的 第 二 类 不 可 约 表 
ж. 记 (р, V) 为 (о, 0) ЯЕ, и 为 复 表示 空间 V 的 极 小 复 
PEFEA, A V= nton) 其 中 e 为 复线 性 空间 V 的 半 对 
£, В o= (0,0). 记 elv = р, јо) = p2. WA 


(1) ps = P 


(2) 记 复 表示 (oi. Vi) 和 (Ft,o(Vi)) 的 权 系 分 别 为 9, Ж ОФ», 
则 有 Ф. = {ооо | УА Є Ф}, 且 权 空间 的 维 数 有 


dim Wi = dim (© (Vi))xa р 
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其 中 @ = (£, б), 这 里 £ = 5С. 
证 显然 有 pz = Pr. W ® = ñ + 9 为 Cartan 分 解 ， 
5o = 9. + 9, 为 Cartan 子 代 数 ， 其 中 He 一 Эа Я, 9, = 97%. 
0 9 = 96, f W == 8 


£= + у бо 


Є A 
BWER (У) 关于 (бо) КВ ЙЕ V = РЭ Vx, ШФ 


FKU ЖЯ К O 关于 复 表示 (о, VRE. 于 是 有 
р(ћ)ол = Ми, VÀ € Ф, h € ño. 


记 с 为 由 实 形式 Vo 决定 的 复 表示 空间 V 的 半 对 合 ， 即 有 Vo = 
(У, о), WA 

plh}oo =cop(h), YAE ño. 
所 以 任 取 hh” € бо, ux € Vx, Җор À € @, 有 


K; + /—1h”)o(u,) = о(А)е (ел) + мМ'—1р(АҺ” е (ex) 
o((e(') — У'—1р(А”))(ъ,)) = «((А(В' — ТА”) (о) 

= A(h' 一 МА V -lhoya( (ол) = Aco(h' + /—1h”)o(usy, 
即 证 明了 o(VX) C Ves 所 以 Aom € Ф, 3trh @ = (BC,o0). 由 
Р 071 = о, (ЯВЦ (Ус) C Ух, 即 (Уу) = V 由 于 co 
为 一 一 映射 ， 这 证 明了 X — Хос 给 出 权 系 更 到 自身 上 的 一 一 对 
应 .所 以 Ф = {Aor | VA € Фу}, Н 6, U @; = Ф. 定理 证 完 . 

定理 239 ЗЕК р Еа ZAH. 

证 Бета, пус 为 其 复 化 ， 实 形式 S 
决定 了 复 半 单 李 代 数 £ 的 半 对 合 о, ME @ = (La). WE (pu, Vo) 
为 实 半 单 李 代 数 6 的 实 表 示 ， 其 复 化 记 作 (ро, V). 于 是 实 半 单 李 
代数 6 KERR (oo, V) 可 自然 地 扩充 为 复 半 单 李 代数 £ 的 表示 
(p, V). HE X 


plz + Vly) = po (z) + Vlpoly), Ve,y € @. 
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已 知 复 半 单 李 代 数 的 复 束 东 完全 可 约 ， 即 表示 空间 V 分 解 为 报 小 


不 变 子 空间 直接 和 和 
V = WI tee tV, 


由 于 р(х); Су, Vz € BF = £, 推出 {т} C V;, Vz £ G. RHE 
明了 上 述 分 解 证 明了 实 半 单 李 代 数 б 的 复 表 示 (оо, У) 的 表示 空 
Їз] V 能 分 解 为 不 变 子 空间 Vi... Va 的 空间 直接 和 ， 

我 们 来 证 明 V; күрү 5 的 复 表 示 (po, V) 的 极 小 
不 变 子 空间 . ЖӘЕ, у 不 是 极 小 不 变 子 空间 ， 则 V 中 有 真 
不 变 子 空间 Va Z O. 而 p(X Va C Vi, Vz € 6 AR p(z)Vi C 
Vi Vz € 50 = 2, 这 证 明了 子 空间 V, 不 是 复 半 单 李 代 数 并 的 表 
ж (р,У) 的 极 小 不 变 子 空间 ， 所 以 导出 了 矛盾， 因此 断言 成 立 . 

下 面 证 实 半 单 李 代 数 @ КЗ (оо, Vo) 完全 可 约 ， 考 成 
(оо, Vh 上 面 已 证 复 表示 (po,Y) 完全 可 约 ， M V = Vi +: + V, 
为 关于 复 表示 (ро, V) 的 极 小 不 变 复 子 空间 直接 和 ， 有 po (6)V, C 
Vi 1 < < s. 1⁄4 Vo = (Vea) 其 中 zo 为 复线 性 空间 VV 的 半 对 合 . 
于 是 在 复 表 示 空 间 V 上 有 

ро(х) 97 = порт), Ух 6. 
因此 关于 半 对 合 о 有 下 面 三 类 ， 


(1) (и) = Vi, 1 < i < s; 


(2) oÉ(Vi)= Vui, i=s 28-1, 1<Ё<з›; 


(3) c(V;) Z V;, sí + 2s2 + 1 < í < si + 282 + 3 = в, 1 < 
J < s1 + 285 + аз = з. 


在 情形 (1), 则 Vo = Ди ПИ 为 实 表 示 {po, Vo) 的 不 变 子 空 
H. Ж Vo 不 是 极 小 丰 变 子 空 间 ， 则 在 Wo 中 取 非 零 真 不 变 子 空 
E УД, 于 是 【VC рее @ 的 复 表示 (m V) 的 不 变 子 
空间 . 今 (VA) C Va 由 V, 的 概 小 性 便 证 明了 (VC = V, 所 以 
V = Vo- көн. 所 以 证 明了 实 子 空间 Vo 为 实 表示 (po, Vo) 
的 极 小 不 变 子 空 
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在 情形 (2) 及 (3). 考虑 子 空间 Vi o (V;). 注意 到 plzjoc = со 
р(х), Yz € Ø, 所 以 由 pæ): C VW 有 р(2)(0(И)) = =(p(z)XV,)) C 
(М), Vz € 6. FH о? = id 可 知 (V) 为 实 半 单 李 代数 6 的 复 
表示 (ов, V) 的 棚 小 不 变 子 空间 今 cf + о(М;)) = (М) + V, PT 
ЫЖ З: ЗЕН) Vo = V n (И +o(V;)), H үс = V, + o(V;). 注意 到 
HE vev, Ш p = 2 (® + с), а= (ut ol) € Vo 所 以 
V; 的 元 素 = p+ vlg, 其 中 p,q € Vo 因此 存在 实 线性 空间 Vo 
上 的 线性 变换 J 使 得 J? = id, A 

Vi = [u + viv | Yo € Voh, 
s (V;) = {v 一 V lo) [Ya Є Ме}. 


由 于 V; 为 实 半 单 李 代数 G 的 复 表示 (oo, V) 的 不 变 子 空间 、， 因 此 
有 po(z)J = Jpo(z), Vr € @, 

下 面 来 证 Vio ARER (ро, М) 的 不 变 字 空间 ， 事 实 上 ， 任 
K v € Ио, М po(z)u epofzjyio = pole)XVo N (V; + о(®%))) с 
Ven(W +o (V,)) = Via, Vz € 6. 这 证 明了 po(z)Vio C V.o, Vz € Š, 
Вр Vo 为 不 变 子 空间 . 

FHE Vo 为 实 半 单 李 代数 的 实 表 示 (ро, Vo) 的 极 小 不 变 子 空 
H. RETR, E Vo 中 存在 实 表示 (оо, А) 的 非 零 真 不 变 子 空 
E Ур. 考虑 Vo 的 实 子 空间 ЛУД. 今 pole) JV) = Joo(z)V2, с 
JV, Vz € @. 这 证 明了 JV 仍 为 实 表 示 (ро, Vo) 的 不 变 子 空 
间 . 所 以 Va = Von JVA AREF (ро, Vo) 的 不 变 子 空 

当 Va Z 0, 所 以 在 取 v € Va, M v є УД, Ju € ЈУ, X 
v € JV, Je € JIVA = V. 这 证 明了 Ju e VAN JVA = Va. 因此 
有 JVa = Va. 为 方便 起 见 ， 我 们 无 妨 设 Ју = Vo 这 时 考虑 复 
线性 空间 V. 的 子 集 

Vi = {и +V lu | Yo E VE}E И. 

Ёё V A v BATA, BER wm < Va 则 
М—1(+ VClJui) = —Ju +y Tn = h + V—1J(—Ju)) € V. 
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这 证 明了 V 为 复线 性 空间 V; ИТЧЕ А. fs Bj. ЖЕЕ 2 
复 表示 (ро, У) 的 不 变 子 空间 ， 事实 上 ， 任 取 z € 6, polv + 
М.Ј) = polz) + V—lpo(z).Jui = polej + /—1Joo (X). 由 
于 polr) Vo C Vi 所 以 (X) V C V, Vz € 6. 这 证 明了 У 为 复 
DETER. BE V 为 复 表示 (po, V) 的 极 小 不 变 子 空间 ， 所 以 
W = W. 这 和 V з V Жн. 鹤 此 证 明了 实 线性 空间 Vo 为 实 半 
单 李 代数 G 的 实 表示 (оо, Vo) 的 极 小 不 变 子 空间 . 

至 此 ， 对 每 个 v. 构造 了 实 半 单 李 代 数 @ 的 实 表示 (ро, Vo) 
的 实 极 小 不 变 子 空间 Wo C V, H dim RWo = dimc 估 ,于 是 证 明 
了 

V = Vio + Мо +++- + Vao 


为 极 小 不 变 子 空 间 直 接 和 . 因此 实 半 单 李 代 数 的 实 表示 完全 可 约 . 
证 完 . 

作为 应 用 ， 现 在 回 到 实 半 单 李 代 数 的 梅 造 ， 我 们 来 考虑 实 李 
代数 ® 的 伴随 表示 (ad , 允 )， 显 然 ， 伴 随 表示 的 不 变 子 空间 为 理 
想 ， 所 以 伴随 表示 不 可 约 当 且 仅 当 实 李 代 数 6 为 单 李 代 数 ， 

EX 2.3.10 ЖЕМ 6 称 为 第 一 类 [或 第 二 类 ) 实 单 李 
К, 如 果 6 的 伴随 表示 (аа, б) 为 第 一 类 (或 第 二 类 ) 不 可 约 表 
ч. 

和 复 的 情形 完全 相同 ， 我 们 可 以 证 本 

定理 2.3.11 ” 实 半 单 李 代 数 为 实 单 理想 的 直接 和 ,， НЖЖ 
序 分 解 唯一 . 

定理 2312 维 数 大 于 1 的 复 单 李 代数 的 实 形式 必 为 实 单 
李 人 代数， 所 以 为 第 一 类 实 单 李 代数 ， 

Ш 记名 为 复 单 李 代 数 ，@ 为 其 实 形式 . 2 dim £ > 1, Et 
以 工 为 复 半 单 李 代 数 . 因此 其 实 形式 半 单 . 由 定理 2.3.12, @ 为 单 
理想 直接 和 . 若 8 不 半 单 ， 则 有 O= 6+6: 为 两 个 非 零 理想 的 
直接 和 ， 于 是 {561,82] = 0. $ @ 的 复 化 68° = e€ +С ©. 而 
БС 为 复线 性 空间 Ө 的 子 空间 ,， В £ = ФС + @S 为 空间 直接 和 |. 
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今 
С, 65] = [81, 82]° =0, [Bf, 6f] = CA-S СФО, і= 1,2. 


这 证 明了 0-87-67 уна. 由 于 复 李 代数 € їз, H 
此 推出 和 矛盾， 定理 证 完 . 

友之, 定理 不 成 立 . 事实 上 , 由 于 @ 为 实 单 李 代 数 ， 且 维 数 大 
于 1, 则 廿 有 伴随 表示 (ad , 6), 它 不 可 约 , 而 它 导出 复 表示 (аа, &), 
其 中 £ = 67 为 复 李 代数 . 由 于 6 的 维 数 大 于 1, 所 以 6 实 半 
ж. 因此 € = ФС 复 半 单 . 当 实 表示 (аа, б) 为 第 一 类 表示 时 ， 则 
RET (ай, £) 不 可 约 ， 因 此 2 为 复 单 李 代数 ， 当 实 家 示 (ad ,6) 
为 第 二 类 表示 时 , 复 表示 (ad, £) WH, 且 复 表示 空间 人 分解 为 两 
个 极 小 复 不 变 子 空间 直接 和 .确切 地 说 ， 在 实 李 代 数 O 土 存 在 线 
性 变换 J, 适合 J = id, НҢ (ad(z))J = Jad(z), Yz € 6. m 
记 

@ = (5,0), 
则 
& = {z+ —lJz|Vz eSB}, о(Ёу) = (mz y IJe |Yzr € @) 
A € 的 极 小 不 变 子 空间 ， 叉 有 
£ = £, -+е( 1) 


为 空间 直接 和 .， 由 于 表示 为 伴随 表示 ， 所 以 不 变 子 空间 为 理想 . 
因此 有 [Erot] C Si е{) = 0. 这 证 明了 全 = £, elh) 为 
两 个 单 理想 直接 和 . 

另 一 方面 ， 2 = {2 十 V1Jz |Yz 8 6) 为 复 李 代数 ， 因 此 
ЕҢ x,y E Б, 则 


[e + vlJr,y+ МІЛЫ] 
= [2,0] — [Jz,Ju] + УШ, + [z, ЛД) E €. 
这 证 明了 
Дх,у] — ДЈ, Jy] = (Ја, у] [= Р. 


0 157 ， 


iH J? = id, 有 
-|æ y] + [Jz Ju] = J[7z,y] + Ла, Ju), 
即 线性 变换 7 适合 条 件 
(1) J? = а; 
(2) [Је Jy] = [zy] + Tr y] t ДЕ, Ду}. Yr.Y € ë. 


我 们 来 证 复 单 李 代数 £1 和 ol£1) 互相 间 构 . 事实 上 , 由 于 心 
为 音 李 代数 , ВОРА, 所 以 有 紧 实 形式 . 因此 存在 -组 基 е, сы, 
使 得 其 构造 常数 由 实数 构成 ， 即 有 


[ее] = у ‚Сек, 1 < ¿,j < n, УСЕ € R. 
k 


今 c(r + idr) = 一 2 一 viyr, 且 rc 为 复 单 李 代 数 吕 的 半 对 合 ， 
所 以 有 olei elen) 为 复 单 李 代 数 oL) Е, НАЖ 


[e(e;), o (e;)] = o (fe: ej]) = 9) Coler). 


这 证 明了 复 单 李 代 数 £1 到 o(@,) 上 有 李 代 数 的 同 构 对 应 
у де P Aale), YAEC. 


注意 ， 这 个 同 构 对 应 不 是 с, 因为 о(у Ne) = Y jole). 

所 以 ， 我 们 证 明了 

定理 2313 PREFA O 的 维 数 大 于 站 іа S 9С 为 
ë 的 复 化 ， 则 8 为 复 半 单 李 代 数 ， 且 有 

(1) жж, 当 且 仅 当 б 为 复 单 李 代数 ， 

(2) @ 为 第 二 类 实 单 李 代 数 ， 当 且 仅 当 б 为 两 个 互相 间 构 的 
单 理想 的 直接 和 . 

定理 2.3.14 ”不 同类 型 的 实 单 李 代 数 互 不 同 构 . 
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证 RR, AORERE 6, 的 伴随 表示 (ай, ®), i = 1,2 
等 价 ， 当 且 仅 当 实 李 代 数 6, 和 6; 互相 同 构 . EXE, FE Ó, 
到 ó> 上 的 线性 同 构 p, 使 得 


po ade, = ай g, ер, 


EPER z є 6i, 有 padz = (ad(p(z)))o, HEKER у € @,, # 
pliz y) = [ofzh р{у)], El pp 给 出 李 代 数 6, 到 6, 上 的 同 构 .反之 
JRR. E. 

н ПЕ , X p ws p АА о ЕК, ERREA 
КЮЕ H iq, ААА ОН Ft RHEA 
的 分 类 .由 于 标准 对 合 自 同 构 的 特征 根 只 丰 土 1, 于 是 关于 对 合 自 
问 购 的 不 动 点 集 为 紧 子 代数 ， 称 为 特征 子 代 数 , 它 在 实 半 单 李 代 
数 的 分 类 中 起 了 决定 性 作用 . 事实 上 ,我 们 有 如 下 Cartan 定理 . 

E 2.3.15 设 溃 为 维 数 大 于 1 的 实 单 李 代 数 ，9 为 8 上 
ют АЕ, 则 9 的 不 动 点 集 呈 为 紧 子 代数 ， 的 特征 根 -1 的 
特征 向 量 构成 的 子 空间 记 作 p, 则 实 单 李 代数 p 的 表示 (аа, P) 
有 如 下 性 质 ， 

(1) KÆR (ad, P) 不 可 约 . 

(2) XER (аа, P) 的 复 化 若 不 可 约 ， 则 特征 子 代数 g BE 
单 ; 若 可 约 ， 则 特征 子 代数 8 非 半 单 ， 且 中 心 CaA) 为 一 维 子 空 
[н]. 

证 先 给 出 两 个 简单 性 质 . 

(а) [P.P = x; 

(b) AB(z,y) E Ф LEE. B(z,o(u)) E P EEE C EE 
ж, АШ, og 为 @ 的 复 化 全 的 由 B 决定 的 半 对 合 ， 

事实 上 ， 后 一 断言 显然 成 立 ， 前 一 断言 证 明 如 下 ,考虑 p+ 
(PPI HFE [8.8] c я, (я, фс Ф, p,p] соя, 可知 


LA, P + [P P] с[, B] + 8, 192, p] 
cP + [P,P], 
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[P.P + P, P] c P P] + p, A] c p + 0,9]. 
因此 [p p] q p 为 单 李 代数 8 的 非 零 理想 ,由 于 ® 为 单 李 代 数 ， 
所 以 证 明了 
@ = R +P = [P,P] + P. 

先 证 定理 的 性 质 (1), 即 证 李 代 数 я 的 实 表示 (ad, p) 不 可 
H. RATAR, WP 中 有 非 零 真 不 变 子 空间 Pi. 由 于 Killing 型 
В(х,у) Е P LEE, KA Йй =, +p 为 子 空间 直接 和 ， 我 们 
来 证 这 是 不 变 子 空间 直接 和 ， 事实 上 ， 由 Killing 型 的 不 变性 ， 有 

ВС), [RK, PBL]) = —B([8g, P], PE) = 0. 

这 证 明了 [RPE сфр. 所 以 断言 成 立 . 

现在 考虑 实 单 李 代 数 6 的 实 子 空 间 6' =P +p, p] ВИП 
来 证 Ф' 为 6 的 非 堆 理想、 事实 上 


[Я, Фф, + [921,9] C [Я, Pı] + [[Ж, з], Th] + P, [9, Rl] C @', 


x 
Bi Pi + [RiP] C Pi, Pl + p 8) c @', 


而 
(PT, Pı + р р) с (981, Pı] + HPE, 9] Pı] + 81, 91,93]. 
S 19,91] с [P,P] = Я, 而 Killing 型 在 只 上 负 定 .但 是 
B(R, [Pa PI) = -BPa я], PE) = 0. 


这 证 明了 (91,91) = 0. 总 之 , 我 们 推出 O уза о 的 非 
FHU, БЕШ ®' = 6. 这 证 明了 p, = p. 这 又 和 Tp, 为 真子 空间 
FE. 所 以 证 明了 表示 (аа, P) 不 可 约 ， 即 性 质 (1) 成立. 
现在 来 证 若 复 表示 (аа, PF) 不 可 约 , 则 特征 子 代数 ARER. 
RE AIE, MPO Calf) Z 0. WE AECA), А0, 于 是 
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[аа А, ad Я] = 0. Н Schur 引 理 便 证 明了 ad A 5 E Bat АЕ, 
即 有 常数 A. 使 得 [4,p] = Ар, Vp € P. 由 于 [P,P] = £, [4,8] = 0, 
任 取 rnl,rna E P, E mim] Z 0， 则 有 0 = [4, [m,m] = 
2X[mi,rnal， 这 证 明了 А = 0. ЖИ [A,B] = 0, [4,5] = 0, Bñ 
A £ Co (@). H @ 9 H 3 KT 1, EHTE FEIET A tE 
FRA REE, 

最 后 证 若 Я BJ SO s (ай, ВС) 可 约 ， 则 特征 子 代数 я 非 半 
单 . 设 着 不 然则 紧 李 代数 Яр. HER 2.3.8, 则 pI = V, +V 
为 极 小 复 不 变 子 空间 直接 和 ， 其 中 


V, = {т + v1lim| Vm є P}, 
№ = [m — V—1Jrn | Va єр}. 


记 p = (09,4). Ж С 为 复线 性 空间 фс 上 的 半 对 合 . Xx 
® = +P 的 Kiling 型 Blz,y), ШВЕЯ РАЖ, EPEE 
ж. 因此 В(«,&(и)), Yzy E p° 为 复线 性 空间 p 上 的 内 积 ， 且 
有 V; = (0). 因此 任 取 


m+ V —1Jm Ee V, m -yim € V;, 
则 


Blm + //—1Лт,с(т/ — ут!) 
=B(m + /—1Jm, m! + /—1Jm!) 
=B(m,m') — B{Jm, Jm") + v — 1(B(m, Jm!) + В(Јт, т") = 0, 


ВЫ B(m,m') = В(Јт, Jm), Ут, т є. 

对 实 线性 空间 р 上 的 线性 变换 J, 有 J? = -id. 它 扩充 为 实 
вео = 只 十 名 上 的 实 线性 变换 ， 使 得 ля) = 0. 我 们 来 证 J 
为 实 李 代数 8 = 8 + p 上 的 徽 分， 事实 上 ， 由 

[8,9] ся, [R,P] с, [P,P] ся, 
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所 以 JIR, g] = 0. 4 Jadk = (adk)d Æ P ERZ, WA ЛЕ, т] = 
[k, Jm], Vk € 8, m € p, 所 以 有 


Jik m) = lk т] + [k, Jm], Vk € R, € Ф, 
Jiki kal = [J ki, ko] + Г, Јо], Yki ka € £K. 


今 任 取 m,m cP, 则 


[mi mz] — [Umi Jm] € Я, 


而 性 取 k e 8, 有 
B{k, [mi ma] — |та, Jmo]) 
= — B([mi , k], m} + Вт, k). Jm.) 
= B{|k, mı], ms) — ВОДА, m], Jma) = 0. 


这 证 明了 [Jm Jma] = [mi ma), 所 以 


[Imi ma) + [т.т] = Рта, mo) — [J (Jm), Jima = 0, 

Дт m} = 0. 
因此 

Jimi, ma] = [Jm ma] + [Jm Jma. 

这 证 明了 了 为 微分 .由 于 e 实 半 单 ， 所 以 2-67 复 半 单 ， BAr 
中 上 的 微分 为 内 微分 ， 即 存在 六 十 v=1IY c £, 其 中 X,Y € 6, W 
J=adX-+V—ladY., 但 是 J 为 实 线 性 空间 6 上 的 实 线性 变换 ， 
这 证 明了 了 =0. 所 以 存在 X c 名 ,使 得 了 = ad X. 今 @ = R +m, 
所 以 存在 A € Яй, Bep, Ө X = A+ B, J = ad À + ad B. 
5 JA = 0 ЖН [A,A] + [B, R] = 0. 因此 [A,A] = 0, [8,9] = 0, 
BD A € Calf). X B є Co(8). MPR (ad 和 CR) = 0, 这 证 明 
了 Cpi) № ABER (аа, H BU 3 БШ. HIT ЕШ 
(аа, P) 不 可 约 ， 且 (аа, P) ЖЕЖ ж, НЕШЕ Т Ср(я) = 0, 
В B = 0. 所 以 证 明了 J = ad X, 其 中 Хе С (Я) # 0, ЖЕ 
H, RERA ATEA НН, HREN (аа, PO) пру, MRY 
代数 я ард. Calf) z 0. 
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我 们 来 证 当 实 李 代 数 兄 的 复 表示 (аа. С) 不 可 约 , 则 Яя ВР 
心 为 一 维 的 , 事实 上 , 车 dim C (8) > 2. 于 是 存在 X,Y € R, X,Y 
实 线性 无 关 , BH [ad t. ad X) = 0, [ad ad Y] = 0. H Schur B| BE BJ 
知 ， adX,ady 者 是 实 纯 旺 线性 变换 ， 这 证 明了 存在 Z E Ca (n), 
使 得 [2,9] = 0, I Z £ Ce (6). GE бј, ИЖ. E 

为 了 给 出 Hermite 对 称 空间 的 分 类 ， 由 第 五 章 可 知 ， 这 类 对 
称 空间 只 和 定理 2.3.15 的 情形 (2) 有 关 . 我 们 来 证 明 

定理 23.16 ЮК 6 的 维 数 大 于 1 6 = R + T 2 
其 Cartan 分 解 ， 设 紧 李 代数 ЯКЫ Жл (ad, ВС) 可 约 ， 则 @ 关 
于 Cartan 分 解 的 最 大 紧 Cartan У яо = 5. C Я. 

ЕШ = 9+5, 为 实 单 李 代数 @ 关于 Cartan 分 解 
@ — +P ЕК Cartan 子 代 数 ， 其 中 5. 为 紧 李 代数 R H 
Cartan 子 代 数 . 由 定理 2.3.15, 在 8 А-Я, B hi 3 Z. 
WE [Z, 8] = 0. 考虑 p 中 子 空间 


Po = {те P | [Z m] = 0}, 


于 是 9. C Po 65 Po 为 紧 李 代数 Я 的 表示 (аа, P) 的 不 变 子 空 
H. 事实 上 ， 任 取 m € 0, H (2, т] = 0, AUER k e Я, A 


[Z,I&,m]) = [[2, k], m] + [k, [Z,m]| = 0. 


这 证 明了 (ad po C Po 由 定理 23.15 的 第 一 个 断言 可 知 表示 
(аа, P) 不 可 约 ， 所 以 Po = 0, 即 9, = 0, я = „с f. 或 者 
Po Z 0, So = Ф. BD [2,9] = 0. 这 证 明了 Z £ Ca(@) = 0, 即 导出 
FE. 至 此 证 明了 在 定理 条 件 下 ， 最 大 紧 Cartan 子 代数 为 特征 子 
代数 的 Cartan 子 代数 ， 定 理 证 完 . 

下 面 只 考虑 这 种 实 单 李 代 数 8 的 分 类 ， 使 得 Ф 有 Catan 分 
Ж 6 = RT. Н Я g Cartan 子 代数 бо 为 G 的 Cartan 子 代数 ， 
X din Ca (8) = 1, 今 相伴 紧 形式 6. = я уф. 复 化 了 = oC 
Яй @ = (£, т), ® = (£,7), Н 0 = от = то 为 Cartan 对 合 . 记 А. 
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为 ЯС 关于 Cartan 子 代数 po 的 根系 ， 即 


AC = + у, Л. 


a€ A. 
H [RP] C 9, бос £ nT Rl 
PI = (VTIP) = Уу? La, 


aE Au 
其 中 A. ARRE, А, 为 非 紧 根系 . 又 
А. ОА, = À, Aí. A, =f. 
再 $a = V—19, 而 且 
A+ VTIP = У Лав + Y (еа ес.) + > RV-1(es + ea). 


Cà sc A 
所 以 
R = V 一 1 只 十 y 及 (eu = ea) + 5 Rv- ilea + ea), 


mC Ac age 


= У) RV ilea ~e-a)+ У) R(es + e-a). 


se A, agi, 


即 有 
O = V-lr+ Y  R(e,-e-a)+ у, RV—l(es + ea) 


s€ A. =€ A. 


+ У В (е, Ке.) + у; Еу Ilea — ea). 


mne X. “CA. 


УН Эн = /—195o6 可 知 alha) = —ha, (ho) = —ha, Va € A, H 
此 
O(h.) = ha, ҸаєА. 


ЯА, фл, ВЦ 
R= Ca(R) + [Я,4] 
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为 理想 直接 和 ， 其 中 (Я, Я) REA. T AH Cartan 子 代 数 Do о 
Ca(8), 所 以 Son [8,8] = ©, 为 紧 半 单 李 代数 A, A] 的 Cartan F 
代数 ， 它 的 维 数 dim 9, = імя -1. У 
[RR = Vi + Y е. 
afe 

AETA, Cali) 的 元 素 Z 有 alz) = 0, Yag Ac, Bl B(h., Z) = 
0, Va € Ao- 这 里 В 为 复 半 单 李 代 数 £ 的 Killing 型 ， 它 在 多 上 
HE, Еф 上 正定 ， 

我 们 如 下 确定 正方 向 ， 先 取 0 # Zo є CaA) HJ viZ є 
М-1йо = бр. 再 在 VY 一 151 中 取 定 基 ， 于 是 在 根系 A 中 决定 了 
一 个 单 根系 H = {2 0), 其 中 e, = ex, € 0, e, = ёл, Є 
ЯС, 2<+я<{4 所 以 

П, = {едо} 
为 紧 半 单 李 代数 [8.4] 的 复 化 关于 Cartan TRA 9С 的 根系 
А.Ж) 的 单 根系 .这 证 明了 


i 
A. = [+ тю; | m2,… ,my 为 非 负 整数 } п A. 
s=2 
我 们 来 证 
Н 
A, = (z(a 十 了 mes) |mə,: тозе) А. 
1—2 А 
EKE, ER ac At+, 由 在 根系 А 中 存在 正 根 序列 
GO; Osis 十 Aig t i FQ + o + оң, = x. 
TÆ 
A 一 en, Лә = [ег et] 万 3 = [fess eih ea], 1 <t < 8 
为 复 半 单 李 代数 LAFEE. H 
JRA] сол, [я Чосер Pp. qp] c & 
， 165 . 


Яд, Жой, ii Sh i= 1, Айа € 8C, f, e ©. 
Жой tia oip 中 出 现 两 个 1, 则 Лор € ЯС. 由 此 可 知 ， 
о +0, € Ae H Ac ВФЛА НАЛА. 至 此 证 明了 指标 
йс, 中 恰好 出 现 一 个 指标 т = 1, 即 给 出 了 非 紧 根系 А, 的 表 
达 式 . 所 以 我 们 证 明了 

定理 2.3.17 设 划 为 实 单 李 代数 , 维 数 大 于 1. во = я 
为 @ BJ Cartan 分 解 ， 使 得 特征 子 和 代数 Я 09 Cartan ТАЕ бо 为 
© 的 Cartan 子 代数 ， 且 Я 的 中 心 为 一 锥 子 代数 . 则 在 vI = 
п 中 存在 一 组 基 ， 使 得 由 此 确定 的 单 根 系 H = {ou,-…,a} 有 
Hi = {an Ql 为 紧 半 单 李 代 数 [яя] 的 复 化 的 单 根 系 ， 且 紧 
根系 为 


i 
А. = [+Y moa | Ута, те В) п А, 
т=2 
非 紧 根 系 为 
I 
А» = 1+(er + Уто) (Yma ,mi 为 非 负 整数 } n A, 


2 


HB 
Я= fo + 3  R(e.—e_.)+ Уу, RVCl(es нед), 
s€ A. «ЄЛ, 
P= 3 R(e,+e_.)+ У RV=l(es — e-a), 
€ A, аєа, 


LANA: = 0, А, ОА, = А. 
进一步 ， 我 们 来 证 明 
定理 2.3.18 条 件 同 上 定理 . 则 Cartan 对 合 0 = exp ad Zo, 
其 中 Za 为 Ca (8) 中 唯一 的 非 零 元 素 ， 使 得 
B(hiZa)= 0, 2<1<1, Bu, Z) = —-V lI. 
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证 今 Cartan H 0 5 8la = id, #| = id. Х|, = 
Olis = 这 ,所 以 诱导 了 对 偶 空间 әр 的 线性 同 梅 ， 仍 记 作 8. 
WA #|», = id. ТЖ 0(е.) = vaea 由 于 0 АА Е, В 
9° — id, 因此 va = +1, HB 8|a = id, gb 和 = 一 id 可知 


(ea) = es, Va € А, Uea) = -ec Va € A,. 
今 唯一 存在 X € Фо, 使 得 
B(h X)=0, 2<i<il B(h,X)= -y inr. 
于 是 记 名 = expad X, 则 有 Bo|sa =id, V 
Bolei) = exp (B(X,ce;))e; =e; 2<1<1, 
Bo{e1) = exp (B(X, ол))є; = exp(—V—T1m)e) = 一 el. 


内 为 复 半 单 李 代数 由 jo 及 ei, LSi<SIEÆR, ЖАТ бу = 8. 
另 一 方面 ， 由 [X, е1] = Bíla; Х)е; = 0, 2 < i < і 可 知 [X, en] 一 
0, Va € A.. 显然 [X, бе] = 0. 这 证 明了 X € Ca(8). 定理 证 完 . 


从 
@© = Уе. = У Lat У <... 


Ay 
«єл ee xT «кА 


电 А, 的 表达 式 立 即 有 


> Laj C > £a [А, >` £a] C > La. 


a€ AE «gåt ae AT oct 


这 证 明了 特征 子 代数 я BJ т (ad, PO) 为 至 少 两 个 不 可 约 子 表 
示 欧 真 接 和 ， 由 定理 2.3.15 可 知 特征 子 代数 Я KAER (ad С) 
为 两 个 不 可 约 复 表示 的 直接 和 ， 即 记 


(°), = Aa 
acf 
Ф = (96), + p5) 
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为 极 小 复 不 变 子 空间 直接 和 ， 且 有 
KPE) (PO) = PIJ- PY = 0, KPO (PI) с Я. 
又 复 半 单 李 代数 2 二 Ф© 的 Kiling 型 B(z,y) 有 
BAPI) PY = В((Ф©)—,(Ф©).) =0, 
不 可 约 表示 S L 的 权 系 为 A+, 它 的 最 高 权 为 根系 A 的 


=€ AJ 


最 高 根 ， 不 可 约 表示 E £. 的 权 系 为 А = -Al 它 的 最 高 权 


wE; 
为 a. 因此 这 两 个 表示 互相 不 等 价 . 
引 理 2.3.19 复 单 李 代 数 的 最 高 根 为 


Ар: ф= оа t e + о 

В: щр=ар+2@о0-+4 + 20; 

Ci: @= оар + 203 +. + 201; 

Di: p = а +202 +: + Barg + о + Gi; 

G: ф= 20у + 3as: 

Fi: ф= 2a + йаз + Заз + 204; 

Ев: y= mi +202 + 303 + 204 + Gs + 206; 

Ет: ф= a + 202 + Заз + daa + 3G5 + 206 + 2ат; 

Es: p= 20у + Зо + оз + 504 + as + das + 20у + Зов. 


由 定理 2.3.17 可 知 ， 上 只 有 情形 An Br Си, Di, Ев, Er 这 六 种 情 
形 才 有 可 能 适合 条 件 . 由 直接 计算 可 给 出 特征 子 代 数 的 结构 如 下 ; 
定理 2.3.20 条 件 同 定理 2.3.17， 则 
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(1) А: 
p =a 十 十 全 人 


RST + (А—1)е + (A). i= 12... | ЕЁ; 
(2) В: 
@ = a + as + : : + 200, 
Я= T + (Bizi); 
{3) Сү: 
p = а + 202 +: + 204, 
f&—= T+ (A-1)e; 
(4) D: 
p = а + 202 +: + Ba + aii + о, 
8=T+(D ie 或 8=—= T +A i): 
(5) Ев: 
P = ox + 20 + Заз + 204 + as + 206, 
X = T + (Ds)e; 
(6) Е: 
P = а + 2) + Зоз + 404 + Зо, + 205 + 207, 
8 = Т + (Ев), 


其 中 (Pi). 表示 复 单 李 代数 Р, 的 紧 实 形式 . 


证 在 形式 (1), 取现 在 的 о; 为 定理 2.3.17 的 о, + € 


0.2... 1). 在 情形 (2) 及 (3), an 的 选取 是 确定 的 。 在 情形 


(4), 取现 在 的 о 为 定理 2.3.17 的 о, WA А=Т-+{Б(_у)„. 取现 
在 的 ш HË a 29 oa, WE & = T+ (A, i).. 在 情形 (Б), 取现 在 
的 o 或 as 为 a, 都 有 中 = 了 + (Ds)e, 情形 (6) 中 о, 的 选取 是 
确定 的 .证 完 . 

至 此 ， 我 们 给 出 了 分 类 ， 至 于 实现 ， 将 放 在 第 六 章 讨论 ， 当 
然 ， 利 用 定理 2317 及 复 单 李 代 数 的 实现 ， 我 们 也 能 给 出 上 而 所 
讨论 的 这 类 实 单 李 代 数 的 实现 . 
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第 三 章 FHE 


在 这 一 章 中 ， 我 们 介绍 李 群 、 李 变换 群 及 齐 性 空间 的 基本 概 


8 31 李 群 的 基 木 概念 


为 了 引进 李 群 的 定义 ， 先 给 出 实 (或 复 } 解析 流 形 的 定义 和 基 
本 性 质 . 

定义 311 取 定 自然 数 m, Е U 3 Hausdorf 拓扑 空间 
M 中 的 开 集 ，v 为 U 到 实 (或 复 }Euclid 空间 R> (BE Cm) 中 的 同 
№, ШУ 称 为 坐标 邻 域 ,wz ЖЕЛ ERR, (Uy) 称 为 标 架 . 对 开 集 
U 中 和 任 一 点 р, р(р) = z = (ti Em) PROU р 的 坐标, 为 方便 
起 见 ， 我 们 有 时 用 z 来 记 р. 

定义 3.1.2 MERRE т, 设 Hausdorf 拓扑 空间 M 中 有 
ЖЕ а {U} 使 得 对 开 覆 盖 中 所 有 开 子 集 U, BRR (U,o,). 且 任 
取 两 标 架 (0,0), (Vy) АЖ Un V 20, ж форт 及 poy-1 分 
别 在 p(U n V) 及 ww(U nV) 上 实 (或 复 ) 解析 ， 则 M 称 为 由 标 架 
MAG = ((U,e.)]| UU = M) 定义 的 m 维 实 (或 复 ) 解 析 流 形 , 简 
ЖА 实 (或 Ж) 流 形 . 

定义 3.13 RAE M шїн б = {Up} 定义 , 流 
J 中 的 标 架 (0,0 RA 可 容许 标 架 , 如 果 任 取 (7р) e 6, H 
ОПО 7 0, сор! К рос ЮЕ (Опо) Ж ДО n O) 
上 实 (或 复 ) 解析 . 

将 所 有 可 容许 标 架 添 如 到 标 架 覆盖 G 中 ,得 到 的 最 大 可 容许 
标 架 著 盖 称 为 流 形 M 的 解析 结构 . 
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今后 在 给 定 流 形 后 ， 所 和 村 仅 都 是 指 可 容许 标 架 ， 设 【Z 未 
为 {可 容许 ) 标 架 ， 任 取 e U, 则 (U, e) 也 是 点 p HIRE. 

定义 314 3 M HI N 分别 为 m HER n 维 实 (或 复 ) M 
Jë, Мр N 内 的 连续 映射 n 称 为 实 (或 复 ) 解 析 上 映射, 如 果 任 取 
p EM, 则 对 流 形 六 中 点 (p) ВУНЕ ВАЕ (У, 0), 存在 点 Pp 的 标 架 
(Ое), 使 得 (U) c V. Н 


ponog l: фр) —— (V) 


为 到 内 的 解析 映射 . 

# m =n, Hna AME M SJ N БВА, EEn gn 
都 是 解析 映射 ， 则 称 ?为 АТ ВЕ, 或 简称 为 解析 同 构 . 

接 习 惯 ， 在 实 流 形 情形 称 为 解析 同 构 , 在 复 流 形 情形 称 为 全 
纯 同 构 . 显然 , 解析 同 构 为 等 价 关系 . 解析 流 形 理论 的 根本 问题 是 
在 解析 同 构 下 的 分 类 问题 ， 全 纯 同 构 也 为 等 价 关 系 . 复 流 形 理论 
的 根本 问题 是 在 全 纯 同 构 下 的 分 类 问题 

X 3.15 W M =I N 分别 为 m # Ж n 维 流 形 (同时 为 
实 流 形 或 同时 为 复 流 形 ), B N 为 M 中 的 子 集 ， 使 得 恒 等 映 射 
id: мә M 为 解析 上 映射， H H Jacobian 在 N Б Ж, ni 
N 称 为 流 形 M 的 TRK. 

由 子 流 形 的 定义 可 知 n < т. РЕШЕ Е N 中 任 一 点 附 
近来 描述 子 流 形 和 流 形 间 的 关系 ， 任 取 pe №, 作为 M 中 点 ， 任 
取 点 了 的 标 架 (У, 3), MEWE N 中 存在 点 上 的 标 架 (О, р), 使 得 
U cV. U hE g 设 点 4 作为 N 中 点 ， 在 标 架 (U, e) 下 
的 坐标 为 z= {Zz1,…,zn) = pla), q 作为 M HA, ERW (У, у) 
ЕВА А y = (ысы) = Vi) MERRY id 的 解析 表达 
式 为 


y = filz ' ‚2. }, 
Ут 一 fmi), ` 22), 
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其 中 А05 E pU) БТ, X Jacobian 为 


ah Әл 
as ar | 0н 
ðr дт Bf Әј. 
дт Әт,„ 


H Uc V про < m. 所 以 rank (22) =n. V r ë PV). 
本 书 约 定 在 计算 Jacobian 时 ,上 标 总 表示 行 , 下 标 总 表示 列 ， 
引 理 3.1.6 AEk. RWE N cC M 为 流 形 M 的 子 流 
№. ER рє N. WEES p EHE N 中 的 标 架 (U, p) 及 在 流 形 
M 中 的 标 架 (V, w), 使 得 UC v, B 
e(U) = (OQ; `. Ин) | [01] БС ы | < ЕЎ, 
(U) = {y 0а, 0, ---,0) | уз | < Ert [0] < є). 
即 (0) 为 Е С") da ËJ T F (У) 与 超 平面 
Ynti = 0 f = О 
的 截面 . 
证 ”由 于 流 形 的 定义 ， 可 知 Jacobian ЭЎ 的 秩 为 n. 考虑 流 
Jë M PERI (V.o) 的 华 标 的 次 序 ， 于 是 无 妨 缩 小 U 及 V, 使 得 


Әл. Әл 
| Әх, Әх, 
det : : #0 У jemale ei, |En] < E, 
öfa 8}, 
Sm 让 


其 中 (0) = [(zi,: Zn) | zi < 1,7, || < єз}. НЕВЕ 
在 定理 ， 所 以 无 妨 设 存在 sz > 0, 使 得 当 ha] < ер, |а < ез 
时 ， 有 

T1 = 9100755,5), 

In = 9, hY Yn), 
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其 中 б: да 在 (U) 中 解析 . 所 以 (yi Yn] — (E1, а) 
为 解析 同 构 ， 因 此 在 流 形 N HETA p 约 可 容许 标 架 ， 使 得 


ІЛЕ 。 
=j 1 < š, j < n. 
rj 2 ъз 


m High d: No M ВАА ФКК: 


У = Ti, 1 < z < n, 


Ynti = (а.а), T= 1,2,- om n. 
义 在 流 形 M 中 存在 点 р 的 可 容许 标 架 (U, р), 中 的 点 坐标 为 
{2z Emh, [21| < s>, 6, iml < єз, 


使 得 
2: = Yi I < £ < n, 
inti = Yrnti — Р (91577750), 1 < z < т — п. 


所 以 子 流 形 N PAA p 的 标 架 (U, e) 及 流 形 M 中 有 点 р 的 标 架 
(Vy) E id: N — M EU БКДА 


yi = Ga 1 < í< n, 
Yni = Ü, 1 < i < m — n, 


其 中 |zi| <=,  |za] < є. 证 完 . 

注意 ， 子 流 形 N 本 身 作 为 Hausdorf 拓扑 空间 ， 它 不 一 定 是 
Hausdorff 拓扑 空间 М 的 诱导 拓扑 ， 我 们 有 

定 兴 3.1.7 ENA mi M ТИШ, 称 为 M 的 
正则 子 流 形 , 如 果 N 的 拓扑 为 M 的 诱导 拓扑 . 

为 了 进一步 研究 流 形 ， 需 要 引进 张 量 场 以 及 研究 张 量 场 在 解 
析 映 射 下 的 改变 ， 其 目的 在 于 寻找 流 形 在 解析 同 构 下 的 不 变量 . 

EX 3.18 Ü M JS (BH) HE, M B) R(E C) 内 的 映 
射 f 称 为 流 形 M 上 的 解析 函数 , 如 果 在 流 形 M 中 任 取 可 容许 标 
ЯВ (О, р), Ш орт жу plU) 上 的 解析 函数 . 
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显然 ， 济 形 Ad E BJP ЖТ RA pk BU РЁ ЖЕЛЕ 08] ЖОМ) 为 无 
限 维 线性 空间 ， 县 在 函数 的 普通 乘法 下 构成 结合 代数 . 

设 o ANUE M BON 上 的 解析 映射， 于 赴任 取 f e gN) 则 
[оо є Ж (М). 所 以 我 们 定义 了 线性 空间 S(N) 到 FM) 内 的 映射 


中 


=: fo foc, чє №). 


显然 a* 为 结合 代数 的 同 态 ， 且 c*(S(N)) ATM) 中 的 结合 子 代 
3. 由 o(M) = Мая, MA ос" 实际 上 是 结合 代数 
EON) 到 Z(M) 内 的 结合 代数 同 鬼 . 

下 面 给 出 坐标 表达 式 ， 今 对 流 形 M 中 的 点 р, 则 o € N. 
对 流 形 N 中 点 olp) 的 标 架 (V.o), 则 存在 流 形 M 中 点 p 的 标 架 
(U. e), 使 得 (ус V. 

设 点 P 的 坐标 为 z, oip) ЧК у, MA o: у= F(z), 其 中 
Кж) = (fila) fa (z)) Æ oU) 上 解析 ， 任 取 f e š(N), 则 


f= fn, Ym) = Му} = f(F(z)) = gle). 
所 以 映射 a" 的 坐标 表达 起 为 o* (f) = g. 
特别 地 ， 当 o 为 流 形 M 到 N 上 的 解析 同 构 时 ，o*($(N)) = 
#(M), Н (0—:)* = (0*)-!. 
EX 319 (RMAN, М) 为 流 形 M 上 的 解析 函数 
空间 ， $ (М) 上 的 线性 算 子 X 称 为 向 量 场 , 如 果 
X(fg) =(Xf)g+f(Xə9), V fy £ #@(М). 


换 名 话说， 向 量 场 是 结合 代数 ЗОМ) 上 的 微分 算 子 . 
引 理 3.1.10 ” 流 形 上 的 所 有 向 量 场 构 成 线性 空间 , 在 换 位 运 
А 
[Х,У] = XY -YX 
下 构成 无 限 维 李 代数 ， 记 作 TM). 
174 ， 


证 ЗЕҢ X,Y €T(M), Jg € (M), WA 


[X,Y fg) = (XY — Y X)(f9) 
= X(Y(fg)) — Y(X(f9)) 
= X(gYf + fY3) – Y(gX f + ХО) 
=(XgYf+gXYf+(Xf)yYg+ fXYg 
—(Yg)Xf —gY Xf — (Yf)Xg - fY Xg 
= и Y]9 + glX, ү}. 
这 证 明了 [X,Y] € T(M). 证 完 . 

ЕЖЕ M арм анн, 任 取 f € š(N), W o*i) = 
Хос € М). Ф428 X € Т(М), M| X(s*(f)) є (М). FE 
(Хос №) C ЖМ). Фо": &(N) — S(M) 为 到 内 的 同 构 . 
考虑 (М) з zr TAC EN) 则 在 o* (F(AN)) 上 有 结合 代数 
ЕТЕ (0): ө (BN)) —> 3N). Rik X(e*(@(N))) C о*(8(№)), 
MA (co) 了 Xa” EN) ә (М) У = (co*)-1Xo*, 我 们 有 
Ye TON). 事实 上 ， 任 取 fg EN), 则 

Ү(/9) = (0°) Xo*(fg) = (co X(f o0)(go0) 
= (0") i((f oo)X(go0) + (go0)X(f o o)) 
= f((X(gos))e”')+ g((X(fos))o 1) = fYg-+- gY f. 
这 证 明了 断言 ， 我 们 称 适 合 条 件 天 (ao* (CN)) C z* (S(N)) 的 向 量 
B X e T(M) 为 关于 解析 映射 c 的 可 容许 向 量 场 ， 而 Y = 
(e`) Xt") fE Y = c,(X). 

由 坐标 表达 式 ， 我 们 可 以 清楚 地 看 出 可 容许 向 量 场 的 含义 . 
FXE, Fk X eTM), FAREA (U, o) 中 可 表示 为 


m а 
Х = ( )——, 
其 中 WI ен Бит 中 解析 . Wo: "fe т), 则 
= = . ду; o = r д 
с.(Х) чре о» ; Әу; 2 K 
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ЕЈ Ж 5, (2), 5-5,0. (2) 在 plU) 上 解析 ， 但 是 = 不 一 定 是 解 
析 间 构 ， 所 以 bile) obalr) 不 一 定 能 写成 坐标 у 的 解析 函数 . 
所 请 可 容许 向 量 场 ， 即 存在 у 的 解析 函数 C1 (WV) Ca), 使 得 


e;(u) = e;(fJ(z)) = bir) 1 < j £ n. 


所 以 

m д z Ə 
s. (Y> a(s) = 900) 5. 
i=1 t j=1 了 


由 此 可 见 ， 当 = 为 т ЖЮ M 到 N 上 的 解析 同 构 ， 即 o: у= 
f(x), 0 1 : z= д(у) 都 解析 时 ， 任 意向 量 场 都 是 可 容许 向 量 场 . 
引 理 3111 i o 为 流 形 M 到 NN 上 的 解析 映射 ， 则 关于 
о 的 可 容许 向 量 场 全 体 构成 无 限 维 李 代数 T (M) 的 子 代数 ， 且 о. 
АНК. 
Ш A X,Y 为 可 容许 向 量 场 ， 即 有 


Ао FCND) Co (8(N)), YEN) C o* ($(N)). 


显然 ， 任 取 A, u € (а C), Д] (АХ + zY)(e*(8(N))) C =* (S(N)), 
X [X,Y](e*(8(N))) C o*(B(N)). 这 证 明了 前 一 断言. 
再 由 о.(Х) = (z*) 1X(e*), 所 以 


c. ([X,Y]) = (0*) ХУ — Y X)o* 
= ((e*) X(N (oe) !У(о” у) 
= (oY) (о) 
= [os (X), о, (У). 


引 理 证 完 . 

设 MM 为 流 形 ， 取 定点 p € М, ERSA p ЙК (0,0) 及 
(У, 0). UNV 上 的 两 解析 函数 fo 如 果 有 f = g, 则 称 f mn ç 等 
价 ， 记 作 f ~ 9 考虑 所 有 点 p 的 标 架 (Up) 及 U LIRIE 
数 ， 于 是 在 等 价 关系 下 分 成 等 价 类 ， 记 作 8,0). T, (M) 
为 结合 代数 ， 对 Fp(M) 上 的 线性 算 子 X,, 若 有 XD = FX,g + 
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FX f. YFF e 3, (M), BJ X, 称 为 点 2 的 切 向 量 . 它们 全 体 构成 点 
р 的 切 空间 T; (M). 显然 ，dim T,(M) = dim M. 

BRE X e T(M), M X|, € T,( M), BERS 

引 理 3.1.12 8 M ARE, M) X <€ T(M), чнч XI, € 
TM), Ype M, B рә X, fE M LRI. 

Н ЧАЎ Ж ЖАЛГЫ, RES ре М 的 标 架 (U. о), іа р 的 
坐标 为 zo = фр), 则 


TM) = { Sal) |У(а, am} € R” (së С") 上 


EX 3413 BTM) 为 流 形 M 上 的 所 有 向 量 场 构成 的 无 
ВВ. ТОМ) 上 的 线性 函数 称 为 1- 形式 或 一 阶 共 变 张 
量 场 . 它们 的 全 体 构 成 线性 空间 ТОМ) 的 对 偶 空 间 T(MY, 改 记 


为 AM). 
下 商用 坐标 来 刻画 1 一 形式 .在 流 形 M 上 取 定 一 个 标 架 { o). 
对 U hak о, 有 大 -，… 5, 于 是 有 de1,-…,dzm, 它 定 
TI Orrm 
х 
дау) =; 1<1,)< жт 


则 1 一 形式 的 表达 起 为 


У ai(z}dz;, 
` i=l 

其 中 alz), amle) ТЕ pU) 上 和 解析， 

定义 3.1.14 ”关于 了 T(M) 为 > 重 线性 ， 关 于 Т(Му 为 8 重 
线性 的 多 重 线性 函数 称 为 ?- 阶 共 变 ,s- 阶 反 变 张 量 场 . 特别 地 ， 流 
ЖМ 上 的 ”> 阶 共 变 张 量 场 称 为 -形式 ， 

由 定义 可 知 ， 在 标 架 (U,w) E, 2- 形 式 可 表示 为 

ы = У aij (xda; © drj, 


i j=l 
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其 中 a;; (z) 在 wtU) LEN. WREE M 上 存在 2 一 形式 w, 使 
得 任 取 标 架 (U, р), Æ (U, e) E m x m FE lag) 为 正定 对 称 方 
ЕЕ, M w 称 为 流 形 М 上 的 Riemann 度量 , 这 时 流 形 (M, w) Ж 
为 Riemann 流 形 . 

关于 流 形 ， 最 后 讨论 实 流 形 和 复 流 形 之 间 的 关系 . 

W M ут ФЕЈ. НЕВЕ (U, o), 其 中 plU) 的 点 坐标 
X z= (21,0-56,2). T 


ж = Ж + V —l1r;, i = mi T+ Vl 1<1< m, 
其 中 T= (T1, am € R, 我 们 有 


dz; = дт; + М/—14щ, dz; = de, — V-1dy, 


ә 1 ә ə ә 1 8 8 
Əz = зба V Clay) gz 2 Әр TA lay” 
而 
а —, ð а — а 
dalz) = 952) = ó 9а ) = dalz) = 0. 


所 以 复 流 形 М 作为 实 流 形 ， 在 线性 空间 TM) 上 有 线性 算 子 I, 
它 在 标 架 (U, e) 上 可 表示 为 


易 证 它 与 标 架 选取 无 关 ， 且 有 
(1) #=-аа; 
(2) [У] + ДІХ,Ү] + IIx, Iy] = zx, ry], V X,Y € Т(М). 


所 以 了 可 作为 流 形 M 上 的 一 阶 共 变 、 一 阶 反 变 张 量 场 ， 也 可 作为 
线性 空间 ТОМ) 土 的 线性 同 构 ， 
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将 工 用 复 坐 标 表示 ， 则 有 


та 8 д 
I = УЭ (Be Ə dz; 一 Ja, Š mti) 


i=l 


= V —1 > (Z © dz; 一 8z, D dz;). 
f=] 


显然 ， 了 为 复 流 形 M 上 的 全 纯 函 数 , 当 且 仅 当 
Io f. = f. o I. 


反之 ， 给 定 2m 维 实 流 形 М, 我 们 希望 M 成 为 复 流 形 ， 使 得 

复 可 容许 标 架 作为 实 标 架 ， 为 实 流 形 M 上 的 可 容许 标 架 .为 此 ， 
在 2m 维 实 流 形 M 上 和 任 取 一 个 一 阶 共 变 、 一 阶 反 变 的 张 量 场 了 
在 М PERIE (0, р). ЕН p € U, it pip) = z = [zl ` ,Z2r). 
Ж] J ХЕ (Up ЕНА 

2m a 

I= > аз(ж) m @ dzji， 

记 

A(z) = (a;;(z)) | 
为 2m x 2т XER, ЖФ а: (=) 在 (О) ERF. BA., IEA 
线性 空间 ТОМ) 上 的 线性 同 构 ， 则 为 


ә. х= 8 
27) = Ў). 


1—1 
为 了 使 得 实 流 形 M 为 m 维 复 流 形 ， 我 们 需要 从 标 架 (Up) H 
发 ， 革 找 实 流 形 M 的 可 容许 标 架 {Z уф), Ос U, WREE 
(О) 上， 了 的 坐标 表达 式 为 
m д Ə 
i= ЭСИ Фаш 一 Fu @ dumt) 
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其 中 3007) ДАКЕ u = (un ,V2m)， 再 引进 复 华 标 z = 
и Кулык, 1 < í < m, ЖОНШЕН АЕ М 为 m 维 复 流 形 . 
SE 
2m 


| 8 
了 一 >` а (а) Br @ dz; 


nisl 


гт Əu, Ә ð 
= y` ayle) $. Эс ды Š 5s gadu 


ij=l 


д 
= > Кр ® du; 一 Du; O dum+i), 
t= 


因此 有 

2 Im 

| ди, дї; _ .. дик дт; _ 
>= а; б) өл, Өш = 0, > G; (z) Эт; Dumai = 0, 
zm 2m 
Өчле Әх; Әць дт; _. 

29 аа TA DO O Be Be T бы, 

“= 1.J= 
其 中 1<kt<m. 

于 是 有 和 矩阵 表达 式 


Au дм ,_ 0 -E 
总 A G ), 
其 中 E 39 2m x 2m 单位 方 降 ， 妈 


; = 2ш am ди; _ дил 
S5 apla) Puas а= +4 —, Dalo) a р) — =, 


ixi Tk 


ss 
我 们 要 求 出 上 面 线性 偏 微分 方程 组 有 解析 解 的 必要 旦 充分 条 件 ， 
使 得 解 有 
det дч z 0. 
дх 
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在 1957 年 ， Newjandet 和 Nirenberg 证 明了 有 解析 解 的 必要 且 充 
分 条 件 为 


т P: z zm ә { да; 
у aple îe _ д Заа) ) = сан a = ),. 


p=1 p= 

此 即 

[Х,У] + TX,Y] + Ix, IY) = [IX,IY), VX,Y e T(M). 
因此 ， 我 们 可 以 证 明 

引 理 3115 бо = ((U,)) 为 2m 维 实 流 形 M 上 的 可 
容许 标 架 覆盖 . 实 流 形 M HEF NG Go 定义 了 m 维 复 流 形 ， 
当 且 仅 当 在 М 上 存在 一 阶 共 变 ， 一 阶 反 变 实 张 重 场 I( 称 为 复 结 
H). 使 得 了 作为 线性 空间 T(M) 上 的 线性 算 子 ， 适 合 条 件 


(1) 殉 复 结构 条 件 
P = -id; 

(2) 可 积 条 件 

[X,Y] +IIIX Y] + I[X, IY] = IX, IV], YX,Y eT(M). 

证 {Е2 维 实 流 形 M 中 取 定 两 标 架 (Uelh (УЕ). B 
ОПУ 关 0. 记 UNV 中 点 p А (р) = z, (р) = у. Ў ОПУ 
EA- MEE, MRE I 的 坐标 表达 式 为 

ð 
T= > аа) о @ dz; = У 0052. @ dy;. 


记 坐 标 变换 为 y = F(x), 其 Jacobian 约定 上 标 表示 行 ， 下 标 表示 
列 ， 即 


мл .Bu 
ду _ дал дтат 
ðs : : 

дәрһл дуға 

Or1 Or2m 
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ja 
A(z) = (а:;(х)), B(w) = (bi; (u)), 
其 中 前 指标 表示 行 ， 后 指标 表示 列 . 于 是 有 
ду ду, 
В(у) = Bz А(а) Br) : 
取 可 容许 标 架 (0,0) Ж (Un), (р) = u, nip) = x, WI 
Ə Ә 
I= = @ іш; – —— dumi 
Сте © qu ди; ® dus) 
а 
= Уа ба: 一 Jo; @ Яо) 
它们 对 应 2m x 2m 方 阵 
С(и) = Do = ( с 2 ). 


Дф, Ет 阶 单位 方 阵 . Hoan 8135 УА БОНА, 
于 是 存在 坐标 变换 u = иг), v= оу). HRA 


C(u) = ®А(а)(Д®7, Do = EBG 
因此 
0 -E ðu ди, _ дъ ду ду. a Ov 
[5 ç )= BAG) = E Y aoa, 
即 
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即 有 
0 -ENo ðf 0 -E ) 
( E 0 Bu ulE 0 
这 证 明了 
Ou отн Bu; = „олн 1 < ¿< m. 
ди; Qua +á ди} ди; 


而 且 u = (urum) ЯЗ ҢЛЕШ, v = (v, Um) 为 实 值 
ЮЖ. 这 证 明了 vme 为 u ЗНАЯ, HX T£ НЛ 
ш М Тарз, Um умот, 则 函数 v ула, Umt 
Vv 一 ivam И р Ж. MA EU) c C”, nV) c С", 则 G = 
(фуу ТЕКА, M 为 m 维 复 流 形 ， 引 理 证 完 . 

现在 开始 讨论 李 群 . 

定义 3.146 RG APANE (ARRE) Н С Ж + 
ЖЖ. G 称 为 李 群 , ШЖ (zy) > ry, Ут,ує САС x G 
到 G 内 的 连续 映射 . 当 G 为 实 拓扑 流 形 时 称 为 实 李 群 , 为 复 拓 
扑 流 形 时 称 为 复 李 群 . | 

在 1900 年 Hilbert 提出 了 著名 的 23 个 冶 题 ， 其 中 第 5 个 问 
十 是 间 上 面 定 义 的 李 群 是 否 可 以 推出 G 为 实 { 或 复 ) 解析 流 形 ， 
HERSH (2,3) > zu l, Yay € G 为 解析 有 映射. 这 个 问题 在 1952 
年 由 Gleason, Montgomery 及 Zippen 合作 解决 因此， 今后 我 们 
只 带 要 按 昭 最 剖 的 条 件 来 理解 李 群 、 即 有 下 面 的 等 价 定义 ; 

定义 3.1.17 ӨС АЙШЕ, Н G 为 流 形 ( 按 前 面 约 定 ， 
流 形 是 指 实 (或 复 ) 解析 流 形 ). GRAFH, WERE 


(х,у) —+ zu l, Vz, y € G 


为 GxG я С 内 的 解析 映射 . 

着 手 研 究 李 群 ， 必 须 先 引 进 下 面 3 ЖОЕ. Жор Ly: > 
gz, Vz € G; APF Ry: z— zg, Vz € G; 映射 ad(g) = L, R-1 = 
RTL : £> 9297), Vz € G. 这里，g 4# G ФЕВ = 
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ЖЖ. 由 李 群 的 定义 可 知 ， 左 平移 、 右 平移 都 是 流 形 G 的 解析 同 
H, BWARRE, HA 
(L = Lya, (R) = Ryo YgEG. 


x 
(ad g) 1 =adg l, дє С. 
所 以 ad (g) 为 普通 群 G 的 普通 同 构 ， 又 是 流 形 СХТ EE. 
对 群 G 中 元 素 zx,y, 车 有 fadaglz = grg! = у, ШЕ г ун 
HHE 一 般 地 对 群 G 中 的 集合 S, 51. 车 有 g є С, (adg)3 = 51, 
METES S 和 S, HE ilis. 
定义 3.118 2 EBE G, 到 李 群 G, 上 的 普通 群 同 构 车 为 流 形 
的 双 解 析 同 脖 ， 则 称 为 ( 李 群 的 ) 同 构 , 若 G; = Gi, WRA { 李 群 
ПАВ. Е g EG, WER G2 = G, 的 自 同 构 ad (g) 称 为 内 
аа. 
| 显然 ， 李 群 的 同 构 为 等 价 关系 ， 在 此 等 价 关 系 下 的 分 类 理论 
是 李 群 理论 的 根本 问题 ,但 是 这 个 问题 远 示 解决， 下面 我 们 先 建 
立 它 的 基础 理论 ， 即 将 局 部 性 质 化 为 李 代 数 问 题 ， 再 讨论 整体 性 
质 和 局 部 性 质 之 间 的 关系 ， 并 且 引 进 大 量 代 数 概念 : 【 李 群 的 李 ) 
TH (FERE 正规 子 群 、( 李 群 的 李 ) HE, (FEEN AA 
(АБРИ) 同 构 ， 等 等 . 
ERER G 中 的 子 集合 S, 及 S,, 记 


5192 = {s182 | Үз € 51, во € 53}. 


由 李 群 的 定义 可 知 李 群 G 有 单位 元 素 е, 于 是 em = e, m = 
1,2,..., e! = e, 利用 (z,9) > ту! 为 解析 (因此 连续 ) 映射 ， 而 
(е,е) > ee! = e, 于 是 立即 有 

引 理 3. 1. ә, 在 李 群 G 中 存在 单位 坐标 邻 域 组 S, 使 得 

(1) w, Ne sY = {e}; 


(2) ER (0,0), (У,у) є ë, 则 存在 (W£) e ©, 使 得 
Wc unv; 
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(3) FR (Up) e б, тє С, ШЕЕ (У,у) e Ө ， 使 得 
(adz)V = zVx-1 С U; 
(4) Ж (Up) E Ө, ДЕЕ (V, b) є б, 使 得 V cU; 
(5) ER (Up) € 6 和 自然 数 m. MEE (Vy) eS, 使 得 
ym CU 其 中 
«Уа l= {rr l| € V): 
(6) 在 李 群 G 中 任意 取 定 一 点 g, 则 点 有 基本 邻 域 组 
gS = {(gU, po Ly ) | V(U,e) € S}, 
EAE E MRH 
б, = {Ug p o Н!) Y(U p) ES} 


由 引 理 3.1.19, 立即 有 

引 理 3.1.20 WERA m, (Up) < ©, 则 存在 (Уф) £ ©, 
使 得 

V3l=V, TYTmCE VCU, 
Ж V АУ 的 闭 包 . 

Ш $ gg А GRAAE, AAH e= ес! 
可 知 ， 任 取 (U,e) € б, 则 存在 页 C U, 使 得 Ve (Vy 1, e) € ©, 
HV. иси. РЁ, V = Ипи, A (V,o)e G, Н V-1= V. 
再 由 С ЈЕ, Ы G 为 局 部 Euclid 空间 ， 因 此 可 取 V, 如 上 ， 
使 得 V. CU. 至 于 证 存在 适合 引 理 要 求 的 (Ye) e б, 这 只 要 再 
用 е" = е RMT. EZ. 

引 理 3121 EBE G 为 正 财 拓 扑 空 间 ， 即 任 取 一 点 jp 及 


HFR F, 只 要 ре F, 则 存在 两 个 不 相交 的 开 集 O,,O;, 使 得 
p ë Oi, Ес О. 
证 H TE ХХХ И, ИЗЕН р=е. $ F 


为 闭 子 集 ， 所 以 ee G - F =O 为 G 中 的 开 子 集 ， 由 引 理 3.1.20 
aa, FERTA V, 使 得 VW!1= V. усо, V c O. FH, 
李 群 G SOFT Oo = G— V, 使 得 Fc Os, e € V, V no, = #. 
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引 理 31.22 ШРЕНК ЕРИ. 确切 地 说 ， 任 取 单 
EAR U, 则 有 
G= |) Um. 
m=l1 
Ш ERRER G HEA U, 由 引 理 3.1.20, 有 单位 
FE (У, р), 使 得 V l = V, V C U. 于 是 


o= |) v== [Ју c UJ um c G. 
om m=l mæl 
ER, Vr 为 李 群 G PRAS, 所 以 О 为 G ФР. 利用 连通 性 ， 
为 了 证 明 O = G, 只 要 证 明 O ART. ЖО 的 闭 包 O 中 任 
取 一 元 素 g, 于 是 点 9 ФА ду 有 性 质 gV nO Z 0, 即 存 在 自然 
数 n, 使 得 sy пу" Z 0. 在 gV n V" 中 任 取 一 元 素 ga = b, 其 中 
a € V, b€ V". RAES g = Ба! є VVO = VnV = Vti c O. 
这 证 明了 开 集 0 闭 ， 所 以 证 明了 G = U 0". 证 完 . 

引 理 3.123 ”连通 李 群 G 的 拓扑 适合 第 二 可 数 公 理 ， 即 在 
G 中 存在 НИЕТ ПЫНА TAE. 

证 FEMER С 中 取 定 单位 标 架 (U, e) € б. НТО [Б] 
于 Euclid 空间 , MLE U 中 有 可 数 稠密 子 集 吕 , 即 有 DcUcD. 
内 此 


oo 


U Dr c 
m=1 


注意 到 李 群 的 乘法 是 连续 的 ， 所 以 有 


um c UJ (D>). 
1 m=i 


m= 


(Dm) = (р)у", |) у" c (U D). 


m=l 
因此 
U р" с U um c (U Р"). 


т=1 т=1 т=1 
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S Uka р" 为 可 数 集 ， 由 引 理 3.1.22 便 证 明了 连通 李 群 有 可 
数 稠密 子 集 Uz О". 证 完 . 

这 个 引 理 告诉 我 们 ， 在 连通 李 群 中 ， 收 化 序列 必 有 可 数 收 误 
FFEA. 所 以 对 李 群 而 言 ， 其 收 敏 育 按 通常 序列 收 和 化 来 理解 .对 
于 不 连通 李 群 ， 我 们 有 

引 理 3.1.24 Ж С 的 含 单位 元 素 e 的 最 大 连通 块 { 称 为 
单位 连通 分 支 } Ge 按 李 群 的 诱导 拓扑 为 连通 闪 群 ， 且 为 G 的 双开 
又 团子 流 形 ， 其 群 结构 为 普通 正规 子 群 。 叉 在 任 一 连通 分 支 中 取 
定 一 元 素 g, 则 该 连通 分 支 为 gG。 = Gag. 

证 T] C, 为 李 群 G 中 会 元 素 g 的 连通 分 支 。 由 于 李 群 的 
左 平移 及 右 平移 都 是 李 群 的 双 解 析 同 且 ， 所 以 9 1Gyg,， Gag! 都 
是 李 群 G 的 连通 分 支 , 由 于 тє Go 可 知 单位 元 素 e € оС, ee 
Gg 1, 这 证 明了 

Cr = gG, = Geg. 

现在 来 考虑 单位 分 支 С. 由 最 大 连通 性 可 知 G. EEH G 
PLFA, WMA С. 按 诱导 拓扑 为 开 子 流 形 ， 劳 一 方面 ， 任 取 
g € ©, ШЇ gG! 仍 为 连通 分 支 由 е € яба! 可 知 G, = 
9Ge9 1， Yg E G. 又 任 取 9E Ge, Mih e = gg WA e € g1G,. 
这 证 明了 gr1G。 =G.. H g ERTA СС. = Ge, BI Ge 为 普通 
正规 子 群 . 

最 后 证 Ge AFR EXE, 由 G. x G, C Ох G, БТ {2,9) > 
zyl, Yay E Ge 为 解析 映射 ， 即 G. 为 连通 李 群 ， 引 理 证 完 . 

推论 “有 具有 至 多 可 数 分 量 的 李 群 适合 第 二 可 数 公理 . 

为 了 进一步 展开 李 群 的 结构 的 研究 ， 需 要 弄 清 李 群 的 单位 标 
架 的 代数 结构 . 注意 到 在 给 定 李 群 G 后 , 任 取 单位 标 架 (U, o), 任 
MER g EG, 则 (gU, po Ly) 为 点 9 的 可 容许 标 架 ， 所 以 李 
群 G AIRM {Up o Lyi | Vg є 6, 而 李 群 的 波形 结构 可 
用 这 个 标 架 覆盖 来 定义 ， 另 一 方面 ， 引 理 31.22 ЖЕП. ЖШ 
李 群 由 单位 似 标 分 域 生成 ， 这 些 者 说 明了 首先 需要 研究 单位 标 架 
的 代数 结构 . 
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定义 3.125 Ф806 上 的 向 量 场 X 称 为 EAE ЫШ, 如 
E (L,). (X) = X, Vg £ G. 

引 理 3126 Ж С 上 的 所 有 左 不 变 向 量 场 构成 Чип С 维 
李 人 代数， 称 为 李 群 С 的 李 代 数 . 

Ш бю (RA) 李 群 G 上 的 所 有 左 不 变 向 量 场 构成 
HRE. ER X, Y E 6, A, ue R(BEC), 则 由 


(Lg) (AX + нҮ) = XL). X + AL = AX нҮ, VgeG 
以 及 
(La) (X, YJ) = (Lo X, (Ea) Y] = [X,Y], vg e G 


可 知 6 为 李 代 数 . 

下 面 来 计算 李 代 数 6 的 维 数 ， 实际 上 ， 我 们 给 出 利用 单位 元 
素 的 切 空间 中 欧 向 量 来 构造 唯一 的 左 不 变 向 量 场 的 方法 ， 

今 任 取 X € ë, g € G, Wh (LX = 天 可 知 (Lg) Xg = 
Xn Vn EG, H X. € T.(G), X, є T,(G). 这 证 明了 X — X, É 
出 李 代 数 O АР С й e 点 切 空间 T(G) РАВ. ЖИП 
来 证 这 是 到 上 的 线性 同 构 .事实 上 ， 任 取 XY € 6, Xp € 及 {或 
C), ШАХ + aY — (АХ + рҮ). = (АХ + НУ). = АХ] + рҮ. = 
АХ. + Ye, PBB А ЖЕШ. 再任 取 X. e T.(G), 定义 X, = 
(L.).(X.), Vg E G, 于 是 定义 了 一 个 向 量 场 X. 先 证 它 堪 不 变 . 事 
XE, EB h e ©, WJ (2). Xo = (Lx), (La) X. = (Lrg) X, = X, 
这 证 明了 X ЖЖЖ. 为 了 证 Хеб, 只 要 证 ç 一 X, W SE 
T. 注意 到 L, APH С HONRA, MAER Jacobian $E 
阵 中 的 元 素 为 流 形 上 的 解析 函数 ， 因 此 9 X, 为 李 群 G 上 的 解 
FAN. ELERT Хеб. 由 X 的 定 凡 可 知 X|, = Xa 这 证 明 
T X= X 给 出 线性 空间 6 到 T(G) 上 的 线性 同 构 。 所 以 


dim® = dim T. (G) = dim С. 
引 理 证 完 . 
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实际 上 ， 引 理 证 明 还 给 出 
引 理 3.1.27 ii 6 AFE GHEE, ТС) 为 李 群 G 的 
单位 元 素 е 的 切 空间 ， Æ T(G) 中 引进 换 位 运算 
[Xe Ye] = Х,У). YX,Y € 6, 


H X|. = Xe, Yi, = Yo, W T(G) JERE, CENA Хох Е 
和 李 代 数 @ 同 构 ， 

下 面具 体 刻 画 李 群 的 局 部 性 质 ， 即 李 群 的 单位 标 架 药 代 数 性 
Ж. 首先 ， 由 引 理 3.1.20 可 知 ， 对 李 群 G 中 任意 给 定 的 单位 标 架 
(07,0), 存在 单位 标 架 (У, о), 使 得 VY = Уз, Vš C 5， 我 们 取 
ple} = 0, ER о,т,& € V, W o~t or, тё, (ст), olre) є UD, 因此 都 
Ar. 记 yle) = z, e(r) = v, pl) = z, 记 er 的 坐标 为 Fe 人， 
我 们 称 函 数 f 为 RAES. 又 c-l 的 坐标 为 ge) RIRAN g 
XRAN. 由 于 G 为 普通 的 群 ， 因 此 有 

{1) 结合 律 


КУ, у), z) = f(z, Ду, #)), V r,y,z € e(V); 
(2) 有 单位 元 素 e, 坐标 为 0, 即 有 
J(z,0) = f(O,z) ==, Yre (VY; 


(3) 每 个 元 素 必 有 道 元 素 , 取 c € V, 由 У = V, 所 以 
z-1 ET, Нє 


f(z.ə(z)) = f(g(z),z) =0, Vz € e(V). 
а 


| Əf;(z, 
l (z) = | o 


1<ij<n 
称 为 ВА, CA 
(0) = бу, 1 < z, < n. 
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i пхп Ж { 


Hz) o (a) 
| :| 
(s) (e) 


由 2(0) = 了 工 为 xm 单位 方 阵 ， 所 以 det L(0) = 1. 于 是 无 妨 取 单 
RERA (У, р), 使 得 det (х) > 0, Ye є (у). 这 时 记 


2) 
я) = ; : . 
(а) Q nG) 


31 3128 R 6 AFH G 的 李 代 数 ， 记 (Шр) YER 
G 的 单位 标 架 ， 使 得 (е) = 0. 取 单 位 标 哥 (Ур), 使 得 -1 = 
V, V? c U, det L(z) > 0, Yx € o(V), 其 中 


це) = (e= (CAED 0) 


x £= (Л. fa) ҢЕР, 则 19) 有 一 组 基 EE 使 得 | 
在 标 架 (Vo 中 基 元 素 X, 有 坐标 表达 式 


Th . а | 
х:=) Rea 1 < i < m. 


证 ”我 们 来 计算 李 群 G 的 李 代 数 6 中 任 一 元 素 X 在 单位 
标 架 (Ue) 中 的 坐标 表达 式 . SER ere У, от 的 举 标 分 别 记 
{Е г.у, 于 是 上 (7) 的 学 标 为 fley). 即 Lo 作为 双 解 析 同 胚 ， 它 有 


坐标 表达 式 z = (е, р). ER T.(G) 中 元 素 X, = -Ë a; (gho, 
=1 
于 是 
на иа 


一 8 
一 э узы “бею = ,У) Эт; Jy=0 
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R a Pi ах, 
= > а; H (z) э; = DX 
由 于 arican 可 任 取 ， 所 以 证 明了 Xi, X, AERA 6 的 一 
定理 3.1,29(S. Lie 的 三 个 基本 定理 ) 设 (U yhe 为 李 群 
G 的 单位 标 架 ， 使 得 V Cl = V,V3 C UV C U. REH б 的 单 
位 元 素 е 有 坐标 0, 记 乘 法 函数 为 f{z,y), 辅助 函数 构成 的 方 阵 为 
L(z) = (1), det L(x) > 0, Vz € e(V). WE 
(1) f(z,0) = х, 且 乘 法 函数 了 适合 偏 微分 方程 


= Це, у)"; 


(2) 辅助 函数 
(х) = E) ao 1<ij<n 
适合 
000) = 5, Sijan. 
ар 
MOAT ONE D 
> (a) 一 (2) Өт ) = > CIP(z), l< ij,p < n; 


(3) Ch, 1<;jk<n эги, ENE 
CË +C = 0, 


2 (CC + CRCR + СС) = 0. 
P `. 


证 H f(z, f(y,z)) = /(/(т,у),г), 对 z 求 导数 , 再 取 z = 0, 
则 有 


Эе Л) EEA нуу) 


д2; z=0 дг; z=üÜ 
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于 是 有 
` Ө А ， 8 ， 
(0,2) = 2, Aley 29 2) 
k 
注意 到 Jacobian 的 上 标 表 示 行 ， 了 标 表 示 列 ， 所 以 证 明了 
af{z, у) 
ay Т). 


= >` "д, да, ). 
k 


z=0 


LSe y)) = 


这 证 明了 (1). 
Б ЕЕ 3.1.28 可 知 ， 李 群 © 的 李 代 数 6 有 基 X, Жы, 这 
里 X; = Eije), 1 << п. mM Ch, 1 < i, j,k < п 为 构造 党 
j 


Жс, Вр 
[Xo X] = УС Хь. 
k 
这 证 明了 (3) RE. 而且 
а 
Droa У оз e о) Be 
即 有 
a, P(r) д HORE k a 
уэш (а) Эл 25%) Br, ба T 009608) в. 


比较 Z 的 系数 ， 便 证 明了 (2) 成 立 ， 定 理 证 完 . 
P 


关键 是 S.Lie 的 3 个 基本 定理 的 道 定理 ， 因 为 这 可 以 使 我 们 
从 李 代 数 出 发 构造 出 一 个 李 群 的 单位 标 架 .其 证 明 方 法 是 利用 含 
参数 的 Pfaf 方程 的 求解 按 术 ， 仅 报 述 结果 如 下 : 

定理 3.1.30 {S.Lie 三 个 基本 定理 的 遵 ) 任 给 一 个 李 代 数 о, 
在 O PREE e1,-…,en, WREE 


т 
[ee] = Chern 1<+4ј <а, 


则 构造 常数 CE, 1 < ¿jk < n 适合 条 件 


cÈ + CË, = 0, 


0659 + СРС? + CB COS) = 0. 


这 时 偏 微分 方程 组 


5 (tz уе) _ HE Z0) Ус (2), 1<1,)рчп 


有 适合 初 什 
(0) =, 1<з,у<п 
及 条 件 
Y zp) = zi, 1<ў<п 
的 唯一 解析 解 
А 1 
Ца) = (8) = ( Í exptA(z)dt) “1 
其 中 


АҢ) = АМ) 
A(z) = | : : | í Aš (z) = Уу Ch, 


Ат) Ара) 


1 < š, < n, det A(z) > 0, |z| < е. 
ху 


л = L(f(z,v))L(u) "1! 
flz,0)=0 
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的 唯一 解析 解 (2,0), 其 中 加 < е, B # |z] < z, |] < £ Pf (2,0) 
解析 ， 又 有 性 质 
f(z,0) = f(0,z) = z, fiz, fa) = f(f(z,u),z) 
在 ]=| < z, ly < є, |z] < е, |Z(z,u)| < е, [fy,z)| < е 时 成 交 ， 且 
唯一 存在 解析 函数 9(z), jel < =, 使 得 lgfz)| < е, H 
Ах, 9(2)) = f(g(z),z) = 0. 

由 S.Lie 的 3 个 基本 定理 的 道 定理 ， 我 们 找到 B=(sR C") 中 
有 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 < > 0 的 开 超 球 V, 在 其 上 有 乘法 函数 
Tey) ША (хт) 及 取道 函数 g(x) = z l. 下 面 从 V 出 发 构 
造 一 个 连通 李 群 如 下 : 


Е т 次 张 量 积 
Vn = V e... @ V 
记 
ë= Ü P" 
m1 


Е СФЗ. tv,uv = #(ш,т) € V, Wi (u,v) M uv 等 
价 . 对 G 中 任意 两 个 元 素 (ui, ,wm) 和 (суо), 车 从 前 一 个 
元 素 出 发 ， 按 照 шар, 有 wi = (шешт) € V, BJ fu ja) 
和 (ша, шаса Wi Wn Um) 等 价 ， uw w € V, # u; = 
Лич, wi), Ву {ш,з um) 和 {tirs tea Uii, Wi, W, Uplay а) 等 
fr. WEM (u о) 按照 上 面 方法 经 过 有 限 步 变 为 (v, u), 
则 称 为 (usum) 和 (v1,… ,v4) 等 价 . 易 和 证 这 是 等 价 关 系 ， 等 价 
类 集 记 作 G, АЕ (ш, us) 的 等 俐 类 用 (ui... ua)" 表示 . 
今 在 集合 G 中 引进 乘法 ， | 


(шт, mm) (аул) = (ш), ушл, ti n). 


ER, Ж КЕ ХП ЖО {КЖЕ ЖЕҢИ ЖОЛ. 它 适合 结合 律 ， 
且 它 诱导 了 等 价 类 集 G HRE, Bia ih. BA, жа 
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V 中 元 素 属 于 等 价 类 集 G 中 的 不 同 元 素 ， 这 些 元 素 构成 等 价 类 集 
G 中 的 子 集 V. 于 是 — w i V У 上 的 一 一 对 应 ， 注 意 
Ӯ = {жє RBC") | |z| < 1), HA p: ut — а, Уат EV 
为 一 一 对 应 ， 于 是 可 在 Y 中 引进 拓扑 ， 使 得 Я] ЕЛА. A 
№, (Ме) 为 一 个 自然 的 标 架 . 

我 们 来 证 С 为 普通 的 群 . 事实 上 ， 由 于 f(x,0) = (0,2) = z, 
所 以 V 中 的 元 素 0 ТЕБ e 下 的 原 像 e 二 pw~!(0), 有 ue = eu = 
u, Vu ceY， 由 归纳 法 不 难 证 明 e 为 G 中 的 单位 元 素 . 再 任 取 
fn € G, ЖШ (u 21... uy t € G, ЖФ и! = g(u;). ЖЖ 
证 明 


(wa, ` sum) (игү, са ur) = (и! 


即 G 中 每 个 元 素 (w1,… ,um)* 都 有 道 元 素 . 至 此 , 证 明了 集合 С 
ЗЕ ВЕ. 

现在 在 G 中 引进 解析 结构 如 下 ， 上 面 已 经 证 明了 (У, е) 为 
G 中 单位 元 素 e HRR. 对 G 中 任 一 元 素 о, 考虑 集合 gV = 
{gv | Yv € V}, 易 证 


s UJ Y (U, Um) = е. 


gV > V 3 V 


为 到 上 的 一 一 对 应 ， 于 是 在 gV 中 引进 拓扑 可 使 它 为 同 有 是 、 此 同 
іс (Е e; 于 是 (gV, фо) 为 一 个 标 架 ，Yg e G. 

我 们 来 证 明 

© = {(gV ро) | Vg € G) 

ЕЕН, ЕЖА С 上 定义 了 解析 流 形 结 的 . 

事实 上 ， 由 于 在 集合 С 中 任 取 一 点 g, 由 V 的 原点 基本 邻 
域 组 ， 自 然 地 给 出 了 点 9 的 基本 邻 域 组 ， 我 们 来 证 它 使 得 G 为 
Haudorff 空间 . 因为 任 取 g1,92 € G, V, V, CV 为 原点 基本 邻 域 组 
中 的 两 邻 域 ， 则 ди, gV: 分 别 为 点 g, g: 的 基本 邻 域 给 中 的 邻 
域 . 设 g, Vi ga V; Z 0. ER лє фи, 1021, 存在 wi € И, š = 1,2, 
ËB h = gun = gu. 由 于 普通 群 G РЕ ТЕУ 中 两 元 素 的 履 法 可 


195 - 


Нар л. БШ ЗЕ ЕЖЕ ЕБ. 再 由 we = u, 可 知 存在 单位 基 
本 邻 域 组 中 的 一 邻 域 Vo, 使 得 u Vo C Wi. 于 是 
hVo = givi Vo C Vi = 1,2. 

即 证 明了 Avo C GVA Гөз Vo. 这 证 明了 普通 群 G 为 拓扑 空间 .由 
T G 中 每 点 有 一 个 邻 域 g БТ Buclid 空间 中 的 超 球 ， 所 以 
С 为 局 部 Euclid 空间 . 因此， С 为 Hausdorf =E, HARER 
w O= {(g9V,p,)| Yg E€ G}, EH G 成 为 拓扑 流 形 . 

现在 ， 我 们 来 证 普通 群 G 实际 上 是 解析 流 形 .事实 上 , 在 V 
中 取 子 集 (Vo, o), 使 得 po) 为 单位 超 球 中 的 连通 开 集 , 则 (М, р) 
为 可 容许 标 架 . НЮ Vo, 有 W = Vo, Vë c V, V. Ж 
包 Vo C V. AKER т,» Є G, W {giVo, Фа.) 仍 为 可 容许 标 架 . 
Ë туо rg Vo © 0. ER h € ФУ п фу, WEE v € V,, 使 得 
А = фо = дош. W h EERE (ФУ, pa) 中 的 坐标 为 z 介 ,由 Фе; 
的 定义 可 知 Vo 中 点 5 的 坐标 为 zü) i = 1,2, ME 


ф(щ} = z i=1,2. 
注意 到 v= g'g = uu, € WV; 1 = V2 c V, FE 
v = 95 giv = vv € Vo. 


iE v BEER piv) = а, 因此 zÜ) = f(a z), 其 由 解析， 所 以 
cD 是 z0) 的 解析 函数 .再 记 0-1 的 坐标 为 吕 由 ur = w lo, 可 
知 г) = }(Ь,д®) BH zi 为 z) 的 解析 函数 ， 至 此 证 明了 普通 
群 G 为 解析 流 形 . 

最 后 ， 我 们 来 证 G AEREE. SER gy,9z EG, Ж gi 的 
可 和 容许 标 架 (giV pnh i = 1,2， 因 此 存在 单位 举 宗 邻 域 V; c V, 
使 得 V? = И, VË C V;, ор, C V. 对 可 容许 标 架 (Мр), š = 
1,2,3, 有 


(mVi)(gzV,) = gV 1951 = озду! 
С 9195 ` (g2 Vag; 1) C ggz V. 
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在 9.1. 中 任 取 一 点 givi CA 855 ER 209 一 ф{}, i = 1,2. 5 
(gvi )(#з®з) ! = фло 92 = 9195 (9201051951) = 9197 Wa, 


其 中 ъз = доот gy EV, CAP e(us) = z. FE, W до УЛАА 
ERA a, 全: 的 坐标 为 b, 则 


z = (из) = plany gz) = (а, (200, gfe), b). 
这 证 明了 > 为 200) 及 z(2) AS БТ. ВТ UEBH Y Dh q 
(9111, 9202) —+ (оил) (Фә)! 


为 解析 映射 ， 即 G 为 李 群 ， 所 以 它 的 单位 连通 分 支 Gs。 由 会 单 位 
连通 开 集 生成 由 G 的 定义 可 知 GAV ER, m G. 是 连通 开 
集 ， 且 含 单位 元 素 ， 因 此 证 明了 G = G., Bl G 为 连通 李 群 . 

对 G 中 单位 元 素 的 可 容许 标 架 (У, р) 的 乘法 函数 f(z,y) 利 
用 S.Lie 的 3 CERES, TREBE G 的 李 代 数 的 构造 常数 
和 已 给 的 李 民 数 的 构造 常数 相同 ， 即 这 两 个 李 民 数 互相 同 构 ， 至 
此 ， 我 们 证 明了 

定理 3.1.31 FRERE ó, 则 存在 连通 李 群 С, EFEN 
G 的 李 代数 5 яп б а. HEER G 中 有 可 容许 单位 标 架 (V, р), 
使 得 如 果 oc G 有 


g = ujug- t, = ur Yh 


其 中 u; o; € V, 则 按照 u,v, w = uu € V [PR C uv Жаш ws 
ш 为 uw 这 一 步骤 ， 经 过 有 限 次 ， 可 将 uruy... u, BH vv: 
给 定 李 代数 б, 如 何 次 定 所 有 的 连通 李 群 使 得 其 李 代数 ç ë 
AS 同 构 ? 这 个 问题 将 放 在 下 一 TER. 
为 了 进一步 研究 李 群 ， 从 群 论 角 度 ， 要 寻找 适当 的 子 群 ， = 
重要 的 是 一 维 李 子 群 ， 也 称 为 单 参数 子 群 ， 下 面 来 决定 所 有 一 维 
李子 群 . 
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定义 3132 Фр ЄС 的 普通 子 群 又 是 子 流 形 ， 若 是 李 群 , 
则 称 为 李子 群 . 当 G 的 李子 群 作为 普通 子 群 为 正规 子 群 时 ， 称 为 
李 正 规 子 群 . 

引 理 31.33 Ж С HEETE H ETHE, MAF 
群 ， 即 为 李 群 G 的 李子 群 ， 

证 ”由 子 流 形 的 定义 可 知 , 在 子 流 形 H 中 任 取 一 点 р, 在 流 
J G 中 存在 点 p ЮЖ (7,0), В 


(М) = { (оа) | V nl <, < Eh, 
ETHE H 中 存在 点 的 标 架 (U, o), 使 得 
PIU) = ((m,- Yr) | nl < 8, | < е), 
BUcV, X 
(0) = {0,5,0 0,2,0) | a| <=, ы < е}. 
FER а, CYV, 作为 李 群 G 中 元 素 ， 有 
Pig) = (100 P(g2) = (0,7, 0,5,0), 


车 qq; ` = qa Є U, Wiga) = (zitt ts Zm 0,0), 则 Zl" "Zr 为 
Tl U Em у, Ym ПА ВТ PA Ж. 注意 

pla) = (zi,''"', Em), pig) = (01,777 Ymb piga) = (zist 2), 
所 以 证 明了 关于 子 流 形 H 的 流 形 结构 ， (Qm.qə) — 9193! 和 解析. 
再 利用 李 群 的 左 平 移 为 双 解 析 同 胚 ， 便 证 明了 引 理 . 证 完 . 
函数 二 (zj 1 < zj < n. Н-Т. H 作为 好 中 过 单 
位 元 素 e 的 单 参数 曲线 c(t),t e R, 有 


c(h(ti;t2)) = T(t)o (tz), h(t1, 0) = ti, ВО, t2) = tz. 


考虑 过 е 点 的 小 连通 曲线 段 olt) Н < e. 这 里 ， 单 位 元 素 e BD 55 
标 为 0, 即 有 о(0) = e. 于 是 有 c(h(t..to)) = f(e(0),o(t2)). 为 方 
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EEL, 我 们 仍 用 ot) 来 表达 李 群 G 中 点 olt) 在 单位 标 架 (U, e) 
中 的 坐标 ollt). 于 是 有 


Day {h(t1), t2) = y ðf;la(tı), | de, (to) 
Ət> ъ=0 ду; y=0 dt} itz=0 
证 
(210 Е ғ) DE fanan), 
它 是 曲线 ot) fE t — 0 时 的 切 向 量 . 于 是 方程 为 
ИИ = Dileas 


ЗЕНОН ВЕ С ESN AA oit), 有 
o(ti)o (to) = e(tz)o (ti) = oltr + t2), УЙ, ts € R, 
这 时 ， Ritz) = h + ts, 因此 有 0(0) = 0. olt) 称 为 单 参 数 子 群 . 
在 国 <e 时 ， 适 合 常 微分 方程 组 


dott) = Daill 09), Hce 15 ji<n. 


且 单 参数 子 群 o() 中 任 一 点 olo) 这 点 的 是 线段 o) КЛЫ Ж 
为 Xu ЖР X = Dh alie) e ®. 反之 ， 我 们 有 
3 

383134 УШЕН G МЕКИ. ROH X € @, 
ШЕ G 中 存在 生 只 存在 一 条 单 参数 此 线段 ol), R| < e 其 中 
000) = е, 且 对 曲线 段 с) 中 任 一 点 olto), 这 点 的 曲线 段 ol) 的 
切 向 是 5 Ха 

证 G 中 取 定 单位 标 架 (Uo), Тара НИЕ /, 辅助 了 
ЖОН (0), 1 <j < n, W X € @, X Z 0, 其 中 


; Ө 
X= Уа (=). 
2. Кэр; 
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WEER olf) € U FE, EP [tj < z, Ш ott) 有 坐标 plot) = 
(althe anh 它 在 点 alto) 处 的 切 向 量 为 


220 
3.1.1 
D (эль Ga 


j=l 


由 条 件 ， 此 切 向 量 应 等 于 Xot 其 中 


Х = > DAP (3.1.2) 
所 以 有 
920) = 25400000) t), [4 < z. (3.1.3) 


因此 导出 微分 方程 组 (3.1.3). 由 于 o(0) = 0, 这 给 出 初 值 . 由 常 微 
分 方程 组 理论 可 知 存在 < > 0, 且 有 了 唯一 解析 解 ot) 存在 ，|t| < є. 
证 完 . 
下 面 用 算 子 来 表达 此 解析 解 ， 首先 ， 由 引 理 3.1.34 给 出 的 解 
FÆ olt) ЖЕ 1 = 0 处 的 Taylor 展开 式 为 
— t d*o(t) 


(0) = | Е < e. 
f k —а' 
= К! dtf 1-0 


今 
8 
Хад = > а} (e (t)) (5). а 
由 (313) Жж 
4) ad 
Хе = > q ot) а 
所 以 
k 
220 ) = Xaa (t). 
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注意 到 初 值 o(0) = 0, 因此 有 


k 


o (t) = (5; Хк) (о-о <, 


k=0 
记 偏 微分 算 子 
ЕхріХ = Y ` tx, 
= k! 
则 有 
oit) = (ExptX)(z)| o || < z. 
引进 符号 
ехрёХ = (ExpiX)(z)|._o |1 < £, 


则 有 
c(t) = ехріХ, lt < z. 


(3.1.4) 


(3.1.5) 


(3.1.6) 


(3.1.7) 


(3.1.8) 


引 理 3.1.35 (3.1.8) 式 给 出 的 常 微分 方程 组 (3.1.3) 的 叭 一 


解析 解 ott) = exptX 有 性 质 
olti + t2) = т{ї)ес(Ф›) = a(ta)jo (ti), 
其 中 和 | < =, [ta <e, lti +t] <e, ЦЕ 
aty? = oa(-t), l < z. 


l йш 


90) = e;(t + ti), pit) = f;,(z(ti),=(0)), 1 < 7 < n, 
alt) = (q(t), е, qa (t)). p(t) = (pi (t), `". Paith 


其 中 AREAN TE 


q(0) = e(tı), p(0) = о(ё). 


(3.1.9) 


(3.1.10) 
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dg; (t) _ do;(t + ti) — do;(s) 


dt dt ds = 
= Dalitolt +ti)) = уы (alt)), 
dp;(t) _ - Of (oH), у) дт} 
dt 7 > | dt ` 


让 SLi 第 一 基本 定理 ， 有 


Əf;(e (ti), y) | 


ук арз (ofti) oN lett), 


t= (t) 


所 以 
2p; 0 = Y Ylli) lelt (0 (t) 
ЖАП 


= Y att), 1<ў<л. 


这 证 明了 当 | < £ 时 ,关于 二 的 解析 函数 向 量 p), q(t) 适合 同样 
的 常 微分 方程 组 和 同样 的 初 值 ， 由 常 微分 方程 组 在 原点 附近 解析 
解 的 存在 唯一 性 , 可 知 plt) = ql), |] < єз. 因此 证 明了 o(t+t1) = 
glt)olt). 由 olti + t) = o(t +H) 可 知 afti + ts) = otti}o (ts) = 
c(to)o(ti) аЗ) e > 0, || < z, [| <, | + tol < 成立. 

He t = —t, MA 0 = s(0) = oft- t) = o(t)o(—t) = c(—t)o (t). 
这 证 明了 当 R| < e 时 有 a(t)! = a(t). 证 完 . 

利用 引 理 3.1.35, 我 们 可 将 exp iX, [t] <e 开拓 到 R L. 事实 
上 ， 我 们 可 证 

SIR 3.1.36 ШОЮ НЕВСКИ, Ено Хеб, 
则 在 李 群 G 中 存在 且 只 存在 一 条 单 参数 解析 偶 线 c( V te Е. 
记 

git) = ехріХ, YteR, (3.1.11) 

则 有 
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1 
© g(0) = e; (3.1.12) 


(2) 

с( + ta) = o (tijo (t2) = o(tə)o(ty), Уб, € ER. (3.1.13) 

证 由 引 理 3.1.34 Ж] 3.7.35, ЖЕПП ЕД £F = > 0, `M |4 < е 
时 有 适合 性 质 (3.1.12) 和 (3.1.13) 的 唯一 解析 解 (3.1.11) FE. $ 
Е ВЖ N, 定义 

М) = 0(0)*, lt < z. (3.1.14) 
我 们 来 证 明 此 定义 实际 上 与 自然 数 N 无 关 . 事实 上 , 车 有 1,t2 € 
{—є,є) 和 自然 数 和 Ni, No 使 得 
Niti = Nto. 


Nit kt 
# || = |= l| < ,因此 || < e, k= 12... 所 以 
Na № 


Niti 


“(д = ol 


N; ) = o(t2), 


而 
об) = (о) = (оС) = оа). 
这 证 明了 定义 (3.1.14) 的 合理 性 . 
今 任 取 实 数 +, 则 存在 自然 数 N, 使 得 | < e, 所 以 
a(t) = (aH) 

有 意义 . 这 样 一 来, 我 们 在 李 群 G РИИ T PS о(0), V te 
R. 我 们 来 证 明 这 是 解析 曲线 ， 即 olt) 关于 + 解析 ， 事实 上 ， 取 定 
to € R, 则 存在 自然 数 М, 使 得 | < 5. 于 是 当 Jt- to] < e 时 有 
W NS эу It || < Z + I| < z. + olt) = ol)”, ш 
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с) 关于 上 解析 ， 而 李 群 乘法 是 解析 的 ， 记 以 证 明了 ой) 关于 


РАКАТ. 这 证 明了 断 彰 ， 
显然 о(0) = e. Et uE i А € R Bf, (3.1.13) 式 成 立 ， 事实 


t t 
上 ， 存 在 自然 数 N, 使 得 | 车 | < =, B] < s, ГС] < e, 因此 有 


ti 十 t 
ol А 


) = oE) = (Boi), 
即 (E) 和 o( 2) 可 交换 ， 所 以 


olta +) = (у (оо) 
t 


ENOCE" = o(t)o(e. 


= cf 
由 о(ё + ti) = c(to)o(ti) 便 证 明了 引 理 ， 证 完 . 
定理 3.1.37 设 划 为 连通 李 群 G 的 李 代 数 , HEH. 0 Z Хеб, 
则 唯一 存在 一 个 一 维 交换 李子 群 oft) = exp1X,Y t € R, CE 


o(ti)o(ta) = o(ta)o(ti) = (ti +o). V tot CR. (3.1.15) 


证 由 引 理 3.1.36 可 知 ， 只 要 证 (o(t | V t€ R) ЖЕ 
G 的 一 维 子 流 形 就 行 了 ， 由 子 流 形 的 定义 可 知 ， 只 要 证 解析 喘 射 


t 一 os(t) 的 Jacobian 的 秩 为 1， 由 于 de; (2) ыы T 0, 可 推出 


3 

dt 
2 ait (e(t)) = 0, 这 证 明了 (a,,-- a.) = 0, 因此 证 明了 Jacobian 
的 秩 为 1. 证 完 , 

至 此 ， 我 们 在 连通 李 群 G 中 定义 了 一 批 一 维 实 连通 李 群 ， 即 
单 参数 子 群 , 它 和 李 群 G 的 李 代 数 密切 相关 ， 由 于 连通 李 群 G 的 
iik 6 中 的 元 素 由 它 在 单位 元 素 上 的 值 唯 一 确定 ， 即 由 单位 元 
Ж e KZA T.(G) 中 的 元 素 唯一 确定 . 而 且 任 给 切 空间 T(G) 
中 一 元 素 а, 唯一 存在 一 个 单 参 数 子 群 ， EREE REKL 
HEH a. 事实 上 ， 我 们 要 证 
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引 理 3.1.38 ” 记 省 为 连 道 李 群 G 的 李 代 数 , (FH 0 Z X = @, 
ШЕШ X 决定 的 单 参数 子 群 exptX 由 单位 切 向 量 X, 唯一 确定 . 
证 EFE G 的 单位 元 素 。 点 的 切 空 间 Te(G) 中 取 基 
(a he0 (geo 


Жл 
于 是 任 取 Xe ®, | x аа) э, ЖҮР (=) 为 辅助 函数 
今 olt) = exp tX Е 
220 = У`а# (0(0)), 18 j хап, < =. 
于 是 ог) 实际 上 由 常数 aoan 唯一 确定 ， 证 完 . 
定义 3139 ”记名 为 连通 李 群 G AFRA, MEE GEG 


内 的 映射 
exp : X — exp X, V X € в 


称 为 ЕЙ. 这 里 ， 约 定 expt0 = e, 其 中 0 为 李 代 数 6 中 的 零 
TË. 

一 般 地 说 。 ехр® z G. 但 是 我 们 有 

定理 3.1.40 865 уп С 的 李 代 数 ， 则 n 维 线 
性 空间 @ 作为 п 维 Euclid 空间 ， 它 也 是 解析 流 形 ， 且 指数 映射 
exp 给 出 了 世 到 G 内 的 解析 映射 CE 和 的 原点 附近 为 局 部 双 
S lJ EE. 

证 ”由 引 理 3.1.36,t — exptX 解析 . 在 李 群 G 中 取 定 单位 
标 架 (U, р). 在 李 代 数 6 中 取 基 


; Ə | 
X, = X Ë (е) ; 
, H (т, 1 <: < п. 


任 取 z = (ш, ,za) € R", ШӨ 中 有 元 素 X = X rX МИНЕН 
i=l 
微分 方程 组 


do; 
200 = Liew), 1<j<n, 
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它 适 合 初 值 cf0) = 0. 则 唯一 解析 解 c(t) = ept y nX 关于 自 变 
量 ооп, 为 解析 函数 ， 其 中 И] < eln ,zn), 由 李 群 乘法 的 
RITET AN, oth |] < Elt En) РЯ] t Є R. 这 时 olt) 07 
为 1 及 参数 z1,…,za 的 解析 亢 数 ， 这 证 明了 o(1) = exp Зах, 
为 z ИНЕТ. ИТЦ X — exp X 为 李 代 数 6 ЈЕ G 内 的 解 


tr Ж. 
最 后 证 X — exp X {ЕЙ ка Bl ЙҮ O REA AE АТН. ВЕРА 


存在 定理 可 知 ， 只 要 它 在 原点 的 Jacobian PETERT. $ 


д sa Әг; 2:20 


= H (ехра;Х;)|, o = dij, 


所 以 它 的 Jacobian 在 原点 的 值 等 于 1. 证 完 . 

推论 He AEREN С 的 李 代 数 ， 则 exp 6 生成 С. 

证 ”由 引 理 3.1.22 可 知 连 通 李 群 С 由 单位 邻 域 生成 ， 但 是 
由 定理 3.1.40 FJ SI ехр® 包含 了 连通 李 群 G 的 一 个 单位 邻 域 ， 这 
证 明了 exp @ 生成 С. 证 完 . 

利用 定理 3.1.40, 我 们 可 以 在 李 群 中 引进 一 些 极 有 有 峙 的 可 容许 
км. 

定理 3141 OAAR G 的 李 代 数 ,在 李 代 数 S p 
取 定 一 组 基 Xi... X,., 则 在 连通 李 群 G 中 存在 单位 可 容许 标 架 
(Ui p:), 1 = 1,2,3, 使 得 


U, = texp Y ` z; X, | æl < e... [е1 < е}, 
i=1 
т 
Pilexp Y z, Xi) = (zl En); 
i=] 
U, = {exp t1 Xi expz2X2 :+ expz, X, | |шу| < esi, lenj < Eh 
Patexp T1X1 ехрх2Х2 -:- exp ra Ж») = {T1 Enk 
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т т 
U; = {exp 3 z, X; exp > z; X; | 21| < selen] <}, 


ї=1 ф=т+1 
(pa (exp УХ; ехр 5 т:Х;) = (z1, eet En) 
i=l t=++1 
其 中 (Ui, pi) 称 为 第 š 类 标准 标 架 ， i= 1,2,3. 
证 由 定理 3.1.40 可 知 (Ui p) 为 可 容许 单位 标 梁 . 
记 
Hr En) = (ехржу Ху)(ехр т; Хо). (EXP £n Xn) 


则 
agifzi, Tn) (exp z: X;); = 5., 
Өт; =й Е дт; 2—0 
Вр (05, ро) 为 可 容许 标 架 . 
再 记 | 
(wi, Za) = {exp УХ) {ехр у) z; Xi) 
т=1 i=r+1 
则 
gif(T rz _ Ə(expz;X;); = 5, 
Əri z=0 Е Әх; 2=0 
即 (Us, з) 为 可 容许 标 架 . 证 完 . 
于 是 有 


引 理 3142 RO AER GEPRE, X, Xn 为 李 代 
Ж ® 的 一 组 基 ， 记 (Ue) AFE GQ 关于 基 XI... ,Xn 的 第 一 


类 标准 单位 标 架 , 则 对 李 代数 @ 中 任 一 元 素 > aiXis HERTE 
expt У aX; ВАКу 
#=1 


E 
tidi, G t < — o— T —Ú 
(. i; n), | | тах (|а1[,:::, |е.) 


为 了 讨论 李 群 G 的 同 态 ， 我 们 需要 用 单 参 数 子 群 的 弱 定 义 ， 
即 我 们 要 证 明 
定理 3.1.43 FR G 的 连续 曲线 0(0), || < < 车 适 合 条 件 
m (ti + t>) = olti}o (to) = e(t>)o(t1), Y t, t2 € K, 


则 ott) 为 李 群 G 的 单 参数 子 群 . 

Ш (0) = 0(0+0) = с(0)2, 所 以 c(0) = e. X ot) Ж 
于 上 连续 ， 所 以 在 G 中 取 定 第 一 类 标准 单位 标 架 (17, от), ME 
ТЕ e > 0, 818 c(t) e U, |1 <e. BÆ to Є (—е,6), ta Z 0. 10 
olte) 的 坐标 为 a = (a1, Ga). 任 取 有 理 数 F, 使 得 || < =, 则 
olkto) € U. 于 是 c(ktoa) 的 坐标 为 ka. 注意 到 ot) KT t 连续 ， 
所 以 可 证 任 取 实 数 а, 只 要 [аб] < є, M c(eto) HIRA ао. A 
ЖЕ t € (—z,z), 记 a = Š, 则 olt) 的 坐标 为 Eo 这 证 明了 
oit), | < =a 关于 上 解析 ， 因 此 利用 c(Nt) = a(t)", Jt] <e, 可 证 
olt), V t € R Ж}. 

至 此 证 明了 ot) 为 李 群 G 中 过 单位 元 素 c(0) = e 的 解析 曲 
Җ. 为 了 证 o(t) 为 单 参数 子 群 ， 我们 要 求 ot) 适合 的 常 微 分 方程 
Ж. 今 

+ t) _ „е, ctt _ Уе) =ч, 


[XW t = 0, 有 

d А 

= (Saw 
又 有 和 初 值 ot0) = 0. 234 t 充分 小 时 可 知 olt) 的 坐标 为 га = 
(a: ran) = 区 bp 所 以 证 明了 cf = op Bp 


证 明了 с(1) 为 单 参数 子 群 证 完 . 
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在 结束 这 一 节 之 前 ， 我 们 给 出 一 批 重要 的 矩阵 李 群 的 例子 ， 
即 给 出 若干 常用 的 典型 群 ， 在 这 里 ， 我 们 要 用 一 个 在 3.2 节 中 给 
出 的 定理 3.2.26, 即 李 群 G 的 闭 子 集 H 车 为 普通 子 群 ， 则 按 诱导 
拓扑 为 李子 群 . 

在 第 1 章 中 我 们 已 经 知道 ， 对 尾 意 域 F, gl(n, F) 为 一 般 线性 
+i. BRE F Е" sk F = C", WJ 


ајр > а 
: : 6 › (11, "арау", дъ, даа). 


ünl 1 Ann 


按照 如 此 对 应 ， 我 们 可 以 理解 e(n, F) 为 F. H-FEDE А 的 行 
列 式 det А 为 n? 个 元 素 的 包 元 铸 项 式 ， 所 以 
GL (n, F) = {4A € gl (n, F) | det A # 0) C gl (n, F). 

НТ {А € gl(n,F) | det A = 0} 为 Euclid 空间 віп, F) 中 的 闭 
子 集 ， 所 以 GL(n,F) = gl(n,F) — {А € gl(n, F) | det A = 0) 39 
Euclid 空间 gl (п, F) 中 的 开 子 集 . 按 诱 导 拓 扑 ，GL (n, F) 为 解析 
子 流 形 、 另 一 方面 ， 和 矩阵 乘法 使 得 GL (n, F) 构成 一 个 普通 群 ， 显 
然 ， 任 取 A, B £ GL (п, F), B| (А, В) 一 АВ-1 ЗЕ 4 中 元 素 
RIER B 中 元 素 为 自 变量 的 解析 函数 ， 这 证 明了 GL (п, F) 为 李 
群 ， 称 为 一 般 矩阵 群 . 现在 考虑 域 F — R(sEC) 上 的 维 线性 空 
B] £. 由 于 上 的 所 有 非 异 线性 变换 在 $ 中 取 定 基 后 有 非 异 方 阵 
表示 ， 所 以 我 们 自然 地 可 在 所 有 非 异 线 性 变换 构成 的 集合 GL ($£) 
中 引进 乘 靶 及 流 形 结构 ， 使 得 它 构成 李 群 ， 称 为 一 般 线性 群 . 由 
于 一 般 线性 群 GL (e) 和 一 般 和 矩阵 群 GL (йшй, F) WH, MAR 
们 只 考虑 一 般 矩 阵 群 GL (n, F) RET. 

定理 3.1.44 ”一般 业 阵 李 群 GL (n, F) 当 = C 时 为 连通 
Ж, Щщ F = R ХХ PE, 这 两 个 连通 分 支 的 代表 元 素 可 取 了 和 
diag (1,.…,1, 一 1), 其 中 了 为 单位 方 阵 . X GL n, Р) 的 李 代 数 为 一 
ЙЕ РЕ {КЁ gl (п, F), HIER X € gl (n, F), 则 由 X 唯一 决定 的 
单 参 数 子 群 为 eX = exptX Vt € F. 
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证 ”当下 = Ch, GL(n,C) 为 复 一 般 矩 阵 李 群 ， 任 取 
A e€ GL (n,C), 考虑 章 参 数 曲线 ev НА. 4 


дебе Tt A = e" lidet A Z 0, Vt € R, 

BM ev Uta є GL (п, С), Yt e R. 显然 4 的 特征 根 非 零 ， 所 以 存在 
实数 如 , 使 得 ev lo A 的 特征 根 非 实 ， 于 是 GL (n,C) 中 有 单 参数 
曲线 РА (1 0)е- Тор 0<+1<1 EW Amey "I 再 实 
连续 曲线 eV T (e V Тегу 连接 есу ToT 和 了 这 证 明了 GL (n,C) 
连通 . 当 玉 = 及 时， 我 们 可 证 明 

(A € СІ (п, R) | det A > 0} 
ЖШ, H GL (п, К) 双 连 通 ， 另 一 连通 分 支 为 

{4 Є СІ (п, R) | det A < 0). 

下 面 来 求 GL (n, F) BERE. & GL (n, F) ЕЕ ЖО. 
R X = (z;;), Y = (y) € GL (n, F), WJ Z = XY = (zj) 其 中 
z; = Y mayka 1<i,j<n. 


ЖН ра Sk tb ИШАН Жл, BD 
00) = 有 | pT ёрі! 工科 生态 P9 S n. 
于 是 ， 李 群 GL (n, F) 的 李 代数 6 有 基 
Xy = У = 26 oas = 2 эы = 
Moh 1<:j < n. 因此 ， 李 代数 6 中 的 一 般 元 素 可 表示 为 


A= ахы = У атн рт. 


ыр 
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在 李 代 数 6 中 任 取 两 元 素 
A= у, Быр е бт "x B= У; угы se 1 


ij P ijp 
WA 
д 
[4,8] = У (5 (аа 一 Баа) ты а 
23р k 


因此 建立 对 应 


A= Уа ng — (6), В = У ена + (b). 
tj p 71P 
显然 ， 这 是 李 代 数 6 中 元 素 关 于 基 Xy, 1 < ¿ j < n 的 坐标 . 
此 ， 上 面 的 计算 给 出 


[А,В] 一 (aiibi) — (bi )(a;) = (ау), iz). 


所 以 一 般 和 矩阵 群 GL (n, F) 的 李 代数 O 中 的 元 素 对 应 它 的 坐标 , 则 
坐标 在 一 般 矩 阵 李 代数 gg (n, F) 中 ， 且 上 面 的 讨论 证 明了 李 代数 
S MERE g (n, Р) 同 构 . 在 这 个 意义 下 , 今后 我 们 也 称 gl (n, F) 
为 李 群 GL (n, F) 的 李 代 数 ， 

最 后 ， 我 们 任 取 A € gl(n, P), 记 А = (a5), 于 是 它 唯一 决定 
ERE O PURDA 4 表示 ， 则 4 = Уу; газан Be FA, 
4 决定 的 单 参数 子 群 ct) = (o; (D) 由 常 微分 方程 组 


бс; 
uD = 0а 1<+.7<п 


的 适合 初 值 0:00) = ó, 1 < ¿j < п 的 唯一 解析 解决 定 ， 写成 入 
阵 形式 ， 即 为 


3010 = co 的 4， о(0) = 
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因此 


d*olt 
ОЧУ) одд, & = 0,1,2,---. 
所 以 
4(2) k k 
= AF = A", E=01,:.-. 
dř t=0 a(0) 


这 证 明了 适合 初 值 的 唯一 解析 解 为 


= tt dro (t кш 
k=0 k=0 
这 证 明了 由 李 和 代数 gl (п, R) 中 元 素 А 决定 的 单 参数 子 群 为 
exptA = е“'4, Vt € R. 
证 完 . 
下 面 给 出 一 批 重 要 的 矩阵 李 群 (BD GL(n,F) 的 子 群 ) ШЙ 


子 ， 它 们 主要 都 蚌 闭 子 群 ， 也 有 一 些 不 是 闭 子 群 . 

H1 在 一 般 线性 李 代 数 gin F) 中 ， 考 虑 子 空间 

slin, F) = {X € gl (m, F) | tr X = 01. 
显然 , ШЕН Х,У € gl (n, F), W tr ([X,Y]) = tr (XY — YX) = 0. 这 
证 明了 
[gt (n, Р), gl (n, F)] C sl (r, Р). 
由 此 可 知 ， sl(n,F) 为 李 代 数 gl(n, F) 的 理想 ， 且 
dimsl{n, F) = тп? — 1. 

Уп F) 称 为 ТЖЕ НЕЕ R Sir. 

我 们 在 一 般 和 矩阵 李 群 GL (п, Р) 中 计算 由 子 代数 1 (п, F) 决 

由 于 


det (exp X) = exp(tr X), V X € gl(n, F), 
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所 以 Аса (п, F) 当 且 仅 当 exp A € (X € GL (п, F) | det X = 1}. 
因此 构 作 集合 
 SL(n,F) = {XeGL(n,F)|detX=1}. 


SR, SL(n,F) 为 GL (n, P) 中 的 普通 子 群 ， 又 为 GL (n, F) 中 的 
HFR, ME SL (n, F) 为 李子 群 ， 称 为 特殊 矩阵 李 群 . 

下 面 来 证 明 SL (n, F) ВА КО ві (п, F). 事实 上 ， 记 李 代 
数 为 6, ÆR А є 6, Hj exptA € SL(n,F), BI det {exptA) = 
expttr(A) = 1, Yt €e R. 双方 对 上 上 求 导数 ， 再 令 上 = 0, 便 证 明了 
ПА = 0, El A € 81 (п, F). 反之 , EER A € sl(n, F), H tr À = 0 TJ 
知 det (exptA) = 1, Vt € R. 这 证 明了 81(л, F) 为 SL (n, F) 的 李 
кж. 

注意 到 域 F — Ка F — С, ERE РЕ EK пхп 对 称 方 阵 5, 
考虑 GL (n, F) 中 的 子 集 


G(S) = {X є GL(n, P) | XSX' = 8). 
В, С(5) 为 一 般 矩 阵 群 GL (n, F) 中 的 普通 子 群 , НУН, A 


此 G(S) 为 李子 群 . 现在 记 李 子 群 G(S) 的 李 代 数 gis) C gl (п, F). 
R Хер (п, F). 设 车 ехрїХ € С(5), Yt € R, Bl 


(exptX)S(exptX') = S, V t€ R. 
双方 对 + 求 导 数 ， 再 令 上 = 0, 则 有 | 
XS + SX: = 0, 
В gl(n, F) 中 子 集 
9(S) = (X € gl(n, F) | XS + SX' = 0) 3 ols). 
显然 ， 9(S) 为 glàn F) 的 子 代数 ， 且 任 取 X є š(S), MA 

XS + SX' = 0, 则 不 难 证 明 

УСА Х®*8(Х'у"—* = 0. 

k=0 
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于 是 可 证 (ехріХ)8(ехріХ) 一 5, vt € R. 这 征明 了 ехріХ € 
GS) AEAF GS) 的 李 代 数 为 g(3}. 
下 面 取 各 种 不 同 的 对 称 方 曙 5, 可 得 一 系列 重要 的 典型 群 . 
2 取 S= 了 为 单位 方 阵 ， 则 


GU) = 0 (n, F) = {А € GL (n, F) | AA' = D, 


它 称 为 域 下 上 的 EZR 5 F = R HRA 实 正 交 群 , 用 处 较 大 ; 
4 F = C 时 称 为 SELER, Mgb. Oln, F) 中 元 素 称 为 正 交 
5. 

今 GU) = O (n, F) 的 李 代 数 g) = o (n, F) 为 


ofn, F) = (X £ (п, F) | X + X! = 01. 


1) 


所 以 由 dimo (n, F) = Мал 可 知 


| (п — 1) 
dim O (п, Ё) = — 
正 交 群 不 连通 ， 它 的 单位 连通 分 支 为 

SO (n, F} = O (n, F) NSL (n, F), 


称 为 特殊 正 交 群 . 正 交 群 双 连 通 ， 它 的 两 个 分 支 代表 元 素 分 别 为 
I K diag(1,:::,1,—1). 
另 一 方面 ， 可 证 


exp o (m, F) = 50 (n, Р). 


йз 取 一 般 线 性 群 GL (2n, F) 中 的 反对 称 方 阵 
0 It) 
s= ( AWA ). 


G(S) = 5р(п, F) = {А є GL (2а, F) | ASA! = 5}, 


则 
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ERA 辛 群 . G(S) 中 元 素 称 为 辛 方 阵 . 它 在 辛 几何 中 扮演 了 重要 
RE. 它 的 李 代数 为 
0{5) = ѕр(п, F) = {A € (п, F) | AS + SA' = 0}. 
计算 sp (n, F) 的 维 数 ， 可 知 
dim Sp (n, F) = 2n? + n. 


证 明 Sp (m, F) 的 连通 性 是 一 个 较 难 的 线性 代数 习题 . 另 一 方面 ， 


可 证 
Sp (n, F) = expsp (n, F). 


а 取 p,g 为 自然 数 ，p 二 g=n,P>g, 记 nxn 对 称 方 阵 
IO) 0 
s= ( 0 o ) 


С(5) = O (p,q; F) = {А € GL (n, F} | ASA' = 5} 
称 为 {p,q) 型 Lorentz Е. ТЕЗЕ, Ар = 3, q = 1, 是 
Einstein 用 于 相对 论 中 的 运动 群 . 
O(p,q; F) 中 元 素 称 为 (pa) 型 Lorentz 方 阵 , O (p, q; Р) 的 
FRM o(p q F) = (X e gl(n,F) | XS+SX' = 0}. Ф о(р F) 
的 维 数 可 知 


IJ 


dim O (p,q; Р) = ia-D=3p+gp+e-1 


(p,q) 型 Lorentz 群 双 连通 ， 其 单位 连通 分 支 由 ехро(р,ф F) Ж 
成 ， 另 一 连通 分 支 有 代表 元 素 diag(-1,.1,... 1). 
现在 在 复 李 代数 gl(n, C) 中 梅 造 实 李 子 代数 ， 实 际 上 ， 我 们 
可 以 给 出 一 个 一 般 原 则 如 下 ， 
没 6 为 实 李 代数 ，£ = 0С HREL EO 中 取 基 cen, 


则 有 乘法 表 
[es ez] = y` Сел, 
k 
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其 中 CE e R, 1 < ñ jk < n. 我 们 知道 复 李 代 数 о 有 复 基 


etoen Æ L PRENE 
ertt En V le; = Дус -V —len = А. 
显然 它 实 线性 无 区 ， 所 以 £ 作为 2n 维 实 线性 空间 ， 其 中 元 素 
= Уа, + м 16) е = Y ае + Y bf 
i=l i=l i=l 
其 中 abi € R, 1 < í < n. LEN 2п 维 实 李 代数 ， 记 作 Ёл, EX 
于 上 述 基 有 乘法 表 
[ei; ej;] = у Обе, 
[ei, fi] = [ei vlej] = = 20507-1) =Y Ch fr 
k 
[Sis f] = [V —1e;, Je] = -2 Cher 


45 еру "En 是 实 线 性 空间 6 的 基 ， P, = vale: -fa = yZ len 
是 实 线性 空间 v16 的 基 . X 


Lr=6+v-16, пуб = 0, 

有 

[6.6] СФ, [6,/-1@]c /—1®, 16, утв] с @. 
在 实 李 代数 Gr ha ЮША: 

e, —+ Vle; = fa fi= y Tle; — —e;. 
则 有 
Jo = —id, dole, y] = [Joz, yl, Yy T, yE ER. 

一 般 来 说 ， 并 不 是 对 任意 2n 维 实 李 代数 6, 都 存在 一 个 n 
维 实 李 代数 ®, 使 得 о 的 复 化 C€ = ӘС 作为 实 李 代数 Pa, 同 构 于 
S. 我 们 有 
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引 理 3.145 HO 为 2n 维 实 李 代数 ， 存 在 п 维 复 李 代数 
£, 使 得 Ca 同 构 于 B1 的 充分 且 必 要 条 忻 为 在 6 上 存在 线性 变 
换 Jo, 使 得 


(1) J = —id; 
(2) х,у] = [х,у], Yr, y € Gi 
(3) 6. 中 有 维 实 子 代数 ®, 使 得 
@, =@-+.5Ь(®Ф), 6NG) = 0. 


iE 59, 为 2n ЕИ, ®, 上 有 线性 同 构 Jo, 使 
得 它 适 合 条 件 (1},(2),(3). 在 实 子 代数 6 HERE el1,…,en. W 
fi = ое, 1 < í < n, РА Л.Р М (9) 的 基 ， 由 © = 
@ + HG), 6N JG) = 0 可 知 een， 万 ,万 为 实 李 代数 
Ф, 的 基 ， 而 Jo 的 条 件 (1) 等 价 于 | 


Joe = fi. Jo fi = —ei. 
{КАЖЕ (2), WA 


Jo[ei, esl 三 [Joei, ез] = Io ejl, 
dolei, f;] = [ез Ji] = [fi, Р, 
АР = Hofi Fi) = [—e, В] = -lei 5] = [fi, eil 


由 于 €l," "En 为 子 代 数 6 的 基 ， HRERS 
[ei, ез] = Y Cher. 
于 是 
> Ch P = Jolen ез| = [fi e] = Jols, А. 
所 以 
[fi fil = —Jo УСА = – У Oher 
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但 是 ег f] = 1А, Б) 即 有 
[es fi) = ЫА i] = Jo У Chek = У) Сб 
现在 考虑 С =L, TE LR 为 实 李 代 数 ， 它 有 基 
el ie, V lei, r. len. 


而 
зей = у Chen [еьу/-1е = $ Ch (V-en), 
[V 1,71] = – У Cher. 

因此 利用 对 应 o: 


e +e, fi Vles, 

便 建 立 了 李 代 数 6, IERA сь 上 的 李 代 数 同 构 . 

RZ, BERE @, 和 Ra 同 构 ， 由 于 Pa 是 由 呈 维 实 李 代数 
e ЕТЕ 台 而 得 ， 所 以 在 同 构 意 义 下 无 妨 设 Ca = @,. xT 6 Ни 
el en ГАД SR 上 有 线性 同 构 Jo, 使 得 f. = Ле, 1 < í< n, 
因此 ён BH el,'…,en, Joe = hs doen = fn 于 是 有 Éa = 
6 + Jo(@), GNA) = 0. 即 条 件 (3) 成 立 ， 其 中 Ji = id. 由 于 
leae] = 1А, А = -len fi], 所 以 有 Jole y] = [Jor y], Yey E 
£r. 这 证 明了 (2) 成 立 ， 引 理 证 完 ， 

SEGA n 维修 李 群 ， 由 复 流 形 的 定义 可 知 , 在 G 中 任 
取 标 架 (07,00), W z = ш(и) = (zi,''', Za), Vu € U. id z; = 
Ti + VI 1 < i < n, M. z = (11,55,23, тавра), ШЕ 
и += 给 出 实 标 架 (Ор). Wie, n HE ЈЕ АО 2n HË 
实 流 形 ， 改 记 作 Gr, 且 不 难 证 明 Ср 为 2n 维 实 李 群 . 

反之 ， 并 不 是 任意 2n 维 实 李 群 都 可 作为 n 维 复 李 群 . 

下 而 给 出 在 一 般 线 性 复 李 群 GL(n,C) 中 寻找 实 李 子 群 的 一 
种 构造 方法 . 

Ё gl (n, C) 中 取 定 Hermite 方 阵 H, 在 GL (n, C) 中 定义 子 集 


G(H)= {A € GL(n,C) | АНА = H). 
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显然 G(H) ЗЕ GL (nOr 中 的 普通 子 群 ， 且 为 闭 子 集 ， 所 
以 是 闭 李 子 群 ， 它 的 李 代 数 为 


Н) = {Xegn, С) | XH + HX = 01. 


ЮЖН) 为 实 李 代数 ， 而 不 是 复 李 代数 . 
例 5 HW H = I, 则 


GO = U (m) = (A € GL (n, C) | АА = Г). 
U (m) 称 为 НЕ, 其 中 元 素 称 为 ES RE. 它 的 李 代 数 为 
Ki = u (n) = (X egln, C| X + X“ = 0). 
计算 u (n) 的 实 维 数 ， 可 知 
dim RU (п) = n, 


且 可 证 U (n) ЖЕЗ, У ехра(п) = U (n). 
例 6 50 (п) = U(n)nSL(n,C) 仍 为 实 李 群 ， 称 为 RAAR, 
它 的 李 代 数 为 


ви (п) = (X e gl(n,C)] X + X” = 0, tr X =0} 
= и{п) Asl (n, С), 


计算 зи(п) 的 实 维 数 ， 可 知 
dim RSU (n) = п? — 1, 


且 易 证 SU (n) 为 连通 紧 李 群 ， 又 expsu{n) = SU (n). 
т ҢҢ p E q p+qg=n,p >q. T 


_ рО) 0 
н-( 0 rin ). 


G(H) = U (p,q) = {А € ОЪ (рът) | АНА = H) 


则 
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为 实 李 群 ， 称 为 (P,g 型 丁 群 , 它 的 李 代 数 为 
u(p,q) = {Х є gl(p+q,C)| XH + HX = 0), 
计算 李 代 数 (pa) 的 实 维 数 ， 可 知 
dim Pu (p,q) = (p + 9)?. 


易 证 U (p. g) 为 连通 李 群 . 
例 8 500,9) = U(p,q)[1SL (p + q,C) 仍 为 实 李 群 ， 称 为 
(р, 9) 型 特 殊 西 群 . 它 的 李 代 数 为 


su (p,q) = {X € gl(p +q, C) | XH + HX = 0, tr X = 0). 
计算 su(p,q) 的 实 维 数 ， 便 证 明了 
dim RSU (p,q) = (p+ q)? — 1. 


易 证 SU (p, g) 为 连通 李 群 . 
例 9 取 p,g ЖЕЖ, р+ас=пр< а. іа 


(n) 
J = ( _ f) р ) ‚ Kaq = diag (ГР), — It) үә) р), 


则 
Sp (р,9) = {А € GL (p +g, C) | AJA =J, AKA = Kpa} 


为 实 李 群 ， 它 是 复 辛 群 Sp {p +q C) 的 实 子 群 ， 称 为 (p,q) WF 
群 . 它 的 李 代数 为 


sp(p,q) = [X £ gl(p+ q,C)]| XJ + JX' — 0, 
XK, + K, = 0). 


ТЕЙ sp (p,q) 的 实 维 数 ， 可 知 
dim вЅр(р, q) = 2(p + 9)? — (p+ q). 
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可 以 证 明 Sp(p.q) 为 连通 李 群 . "ip 0, q = n Rf, § 
Sp (0, n) = Sp (n), 


称 为 ES Z Be. 
例 10 SO *(2n) = {4 € GL (2п,С) | АЛА = J, AF = Гру 


连通 实 李 群 ， 它 的 李 代 数 为 
so"(2n)= {X є gl(2n,C) | XJ + JX” = 0, X + X! = 01. 
计算 so*(2n) 的 实 维 数 ， 可 知 
dim RSO *(2n) = 2n2 ~ п. 


李 群 SO * (2n) 称 为 特殊 正 交 星 群 . 
例 11 U"(2n) = (A € GL (2n,C) | AJ = JA) 是 实 李 群 ， 它 
的 李 代 数 为 


u*(2n) = (X € gl(2n,C) | XJ = JX). 
计算 u*{2n) 的 实 维 数 ， 可 知 
dim RU (2n) = dn’. 


U "(2n) 称 为 西 星 群 . 它 实 连 通 . 
## 12 SU"*(2n) = U*(2n) nsL(2n,C) 是 实 连通 李 群 ， 它 的 
李 代 数 为 


su *(2n) = {X є gl (2n, C) | XJ = JX, tr X = 01. 
计算 李 代 数 su "(2n) 的 实 维 数 ， 可 知 
аш RSU*(2n) = 4n2 — 1. 


李 群 SU *(2n) 称 为 特殊 西里 群 . 
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8 32 ШЕШ 


定义 3.21 зү G, 到 G, ПЯ) с 称 为 (FRES 
Е, ШЖ o 是 普通 群 同 态 ， 且 是 流 形 的 连续 映射 ， 这 时 称 李 群 
G AGAS. Жо 为 李 群 G, 到 С. 上 的 普通 同 构 ， 且 为 流 形 的 
|], Шо 称 为 李 群 G 到 Gs。 上 的 ( 李 群 的 ) 辐 构 映 射 . 这 时 称 李 
群 G1 和 G2 互相 同 构 . 

现在 开始 研究 李 群 的 同 态 . 

定理 3.22 FE G. HG WASE og 为 解析 映射 ， 
B 同 态 核 -1(0) 为 李 群 G WAEA ( 李 ) TE. 

证 ”利用 左 平移 为 李 群 上 的 双 解 析 同 胚 ， 所 以 为 了 证 间 态 
映射 = 为 解析 映射 ， 只 要 在 单位 元 素 的 一 个 标 架 (U, e) 上 证 阴 解 
析 就 够 了 .我 们 取 T y) 为 李 群 G 的 第 二 类 标准 单位 标 架 ， 于 
Ж 中 的 点 可 表示 为 


р = (exp z1 X1 Exp Ts X>): -: (exp zn X, ), 


而 e(p) = z = (mi. Za), |21| < s, len] < z, Xi Xa oe Xn 
为 李 群 G HERA e 的 一 组 基 . H c б Ж, A 


e(p) = «(ехрхү Xi)o(expzx>X;): .olexp znXn). 


由 李 群 的 乘法 的 解析 性 可 知 ， 问 题 化 为 任 取 X є @1, 则 о(ехріХ) 
关于 + 在 |t| < < т. 5 о(ехрох) = olei) = e, 其 中 e, 为 李 群 
G: 的 单位 元 素 ，1=12. X 


exp (Фу + to)X = (exptiX)(expt>X) = (exptsX)(expt, X), 
所 以 证 明了 
о(ехр (H +t2)X) = а(ехр ё X)o(expt2X) = с(ехрё, Х)а(ехр tX). 
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记 r(t) = o(exptX), || < e, CEFER Gs 的 过 单位 元 素 的 单 参数 
曲线 ， 且 关于 上 连续 ， 又 有 
Tit + ta) = r(ti)r(t2) = т(%)т(Ф\), 

由 定理 3.1.43 可 知 它 是 李 群 G, 的 单 参数 子 群 的 穿 过 单位 元 素 的 
曲线 段 . 这 证 明了 zf 基于 上 解析 .至 此 证 明了 李 群 的 同 态 为 解 
HSH. 

热 知 同 态 核 为 普通 正规 子 群 ， 且 为 李 群 С, 的 闭 子 集 ， 所 以 
同 态 核 为 李 群 С, 的 闭 李 正规 子 群 . 证 完 . 

我 们 有 下 面 两 个 重要 推论 : 

推论 1 李 群 的 同 构 为 双 解 析 辣 及. 

推论 2 ЖЕШС 上 绥 引 进 两 种 解析 结构 ， 司 得 它们 成 
为 李 群 ， 如 果 它 们 的 拓扑 相同 ， 则 解析 结构 相同 . 

证 FREF 这， 由 于 拓扑 相同 ， 所 以 id Жн]. 
由 定理 3.2.2 可 知 id ЯЯ ЁТ ЇН} БЕ, 即 这 两 个 李 群 的 解析 结构 相 
同 ， 证 完 ， 

关于 李 群 同 态 ， 有 下 面 的 重要 性 质 : 

定理 3.2.3 iko 为 李 群 G, 到 G。 ЕЈ ВАА. ја Ф; 为 
李 群 Ci МАКО, 11,2. Шо, 是 李 代 数 G 到 e 上 的 同 态 
ВЯ, НВ 

а(ехр Х) = ехро.(Х), V X € @.. 
证 ERPF G 上 的 左 不 变 向 量 场 X, 因此 有 
(LX = X, удес. 


任 取 g,z € Gi, W (gz) = о(д)о(х) = a(g) ° a(z), BE = o L, = 
Г. ст, Vg = С). 于 是 


(Leigja ою, = an 0 (Lg), V geG,. 
因此 任 取 X < 6,, 则 有 
(L. 0). оо. (X) = о, о (Lgh X) = z.(X), V EG. 
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4 c(G,) = С», 所 以 证 明了 c,(X) 为 李 群 G. 上 的 左 不 变 向 量 
场 ， 即 证 明了 (81) C 9. ВЯ c. АК, TAHE 
т„(Ф®,) = @;, B] о. 给 出 李 代 数 6, 到 6, 上 的 局 态 . 

今 alei) = es, 所 以 т, HATZA Ta (Gi) 到 T... (G) A 
的 线性 映射 . 但 是 o(G1) = Ga, 所 以 映射 o 的 Jacobian 在 ei 点 
附近 的 秩 等 于 dim Gz. 这 证 明了 c. (T., (G,)) = Tea (G>). 因此 

дию oo, (Bi) = dim oo (Te, (G71)) = dim T., (Сә) = dim @». 
至 此 证 明了 o.{81) = 62. 

下 面 证 о(ехр X) = expe,(X), YX є $. ИҢ, 在 李 代 数 5, 
中 取 定 一 组 基 X Xn 在 G, 中 取 关 于 这 给 基 的 第 一 类 标准 单 
位 标 架 (U, р). 再 在 李 代 数 6: PREA Yi, Ym, 在 G, 中 
取 定 关于 这 组 基 的 第 一 类 标准 单位 标 架 (У, 0), E (U) c V. 

设 标 架 (Ор) 上 的 乘法 函数 为 У, 辅助 函数 为 Heh БА! 
(Vy) LOREENA F. 辅助 函数 为 La TEER 6 有 
基 


X; = Ë К). 1 < 3 < n, 
FRE о, 有 基 
; а 
= (у)— ] 
Y, У рур 1 < í < m. 


今 
s. (X) = 3 bY; 
因此 在 李 代 数 ©, 中 任 取 一 元 素 x= Yla;X;, 则 
Y =0,(X) = У\а,о.(Х) = Уау. 
FAB X = Уа, = Уа (а) =, а у = Ма), l 
ш = hr ma), 1 < í< m, 
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则 
Ə 
Y= Dabs iO = a; HOS =$ a(z) и е. Br 


这 证 明了 


Уби) = Dol l: o 


ij 


即 有 
(Уке — - >н (h(z))) =0, 1<k<m. 
取 x=0, 由 (0) = á;;, А(0) = 0, L#(0) = бу 可 知 
Әһ. (ху 
>=: GER 


邻 取 sl > 0, E | <=, BF, exptX € U. 由 于 = 为 李 群 
Hg, ВТО о(ехріХ) 为 李 群 G2 中 的 单 参数 子 群 ， 且 c(exptX) Є 
V, | < єз. 因此 存在 Z є Bz, 使 得 


с(ехріХ) = exptzZ. 
іа Z = усу, 我 们 要 证 Z = Y = s, (X). 
事实 上 ， exp tX = ехр > (ta,)Xi 的 坐标 为 t(a,,' n sän); 所 以 
о(ехріХ) HRI hltan tan). Aik, o(expt X) 在 单位 元 素 
处 的 场 向 量 为 


==0 


= Уа, 1<Е<т, 
i 


dh; (tar, ee , tas) | 


с dt ©? 


t=D 


而 


dh:{(ta1,--*， 
dt 


ӘҺ.(21,-::, 
io 一 > O 220% = ењ 
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Krh 1 < ; < m. 这 证 明了 


dA,(ta), e tan) 
Z=>> с = 


or 三 Y aby, = Ү. 


{ 


因此 
а(ехріХ) = ехріт,(Х), || <=. 


由 exp 开拓 的 方式 推出 
olexptX) = expte,(X), YteR. 


定理 证 完 . 

推论 EEFE G 到 G, ЕШ РЕТ Ыл oo EEFE 
Gi DEFIE i é, 上 有 Tis = @з„, ШАЯ тү = 05. 

证 ”由 定理 3.23, {R X c ®,, 则 有 


OilexptX) = ехр{о;,)(Х) = expt(zx,)(X) = os(exptX), 


其 中 上 te R. 由 于 李 群 G1 连通 ， 所 以 exp 6, 生成 Сү, 因此 在 生成 
лж Е ci = ca, 这 推出 el = o> EFR G, 上 成 立 ， 证 完 . 

上 而 的 定理 给 出 李 群 的 到 上 的 同 态 诱 导 了 它们 的 李 代 数 的 到 
上 的 同 态 . 反之 , 则 是 一 个 比较 复杂 的 问题 即 设 б, 为 连通 李 群 
С; 的 李 代 数 ， = 1,2. 设 若 李 代 数 6 到 6, 上 有 一 个 李 代 数 的 
ЕТ о, 一 般 地 说 , 不 存在 李 群 С, 到 G, 上 的 同 态 z, 使 得 c, = p. 
但 是 就 局 部 而 言 总 存在 ， 即 我 们 有 

引 理 324 БО, 为 连通 李 群 G 的 李 拒 数 ，i = 1,2. i 
p МЕК б, 到 5, WRS, MÆ С; 中 存在 第 一 类 单位 标 
准 标 架 (U; pi), i 二 1,2, 使 得 U, 到 U; 内 有 解析 映射 о, CAS 
(e(U,),@2) 为 可 容许 标 架 ， 又 


(1) Ж uv uve л, WJ elu) alo) oluv) € Uz, LG 
o (uu) = о(и)е(ю); 
(2) а, =p E U, 上 成 立 ， 
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(3 EE X e 6, ШЕЙ sl > 0, 使 得 当 R| < s 时 有 


exptX є, H 
о(ехріХ) =ехрїр(Х). 


证 ТЕ 2 {6 3 Sı 中 到 基 Ху, Ams 在 李 代 数 Da 中 取 基 

Yi, Ym. FRA б 到 G EAEE p 给 出 
p(X;) = yan 1 < <n, 
j=1 

其 中 A= (ay) 为 nxm ЖШ, р 为 6, 到 省 上 的 映射， 因此， 
矩阵 4 的 秩 为 mim < n). ÆR X € ë, X = Y z; X;, WE 

P(X) = (УХ) = у ушр(Х;) = Y zea; = $ wY; 
所 以 


u; = У ii 


即 
(sa, ` `. Bn.) = (zi, б, т„)А'. 
在 连通 李 群 С. 中 取 第 一 类 标准 单位 标 架 (Di р), ¿= 1,2, 使 
得 
U, = {exp 》 z,X; | фу(ехр УХ) = z = (zl En), 
|21] < 1,0-2] < єз}, 
Uy = (exp Ууу; | ег (ехр 3》 y;) = y = (n, Em) 
[з] < e277, Ym] < ко}. 


х, R єз > 0, $18 
|у;[ = |> ajz < з, Мшжү| < ern, |En] < el. 


‚227. 


注意 到 我 们 可 以 引进 U, 到 U, pš BU RII о: 
exp X — exp p(X), 
于 是 在 已 给 标 架 下 映射 e 的 坐标 表达 式 为 
z — z = тА’. 
it, ЕАК ВА U, 上 的 映射 r 为 解析 映射 . Е, V, = о) 
U, AU PRE, 由 于 nxm ЖЕЕ A Жут, ВИ dim o(U,) = m 
即 在 U, 中 存在 单位 邻 域 Vy, E (Vp) 为 李 群 Ga 的 可 容许 标 
架 ， 这 里 Vy C e(U,) с. 另 一 方面 ,在 页 E# =. = р, Bi (2) 
ЖУ. ВА 
а(ехр X) = exp s, (X) = exp p(X), 
Вр (3) 成 立 . 
最 后 来 证 (1) RY. WER G 关于 标 架 (171,01) 的 乘法 函数 
为 f, ЖЕНШ Ж He) 1 < ij <n 于 是 
{ехр >` z; X;)(exp Y S X) = exp у, (z, =)х;, 
其 中 [а < =), |Z] <, 1 < ¿í < п. 记 Gz ATÆ (U;, ро) ВЗ 
法 函数 为 F, 辅助 函数 为 Liy), 于 是 
(exp Y v Y;)(exp Y WY.) = exp >` F,(y, К, 


其 中 [ы] < е2, [4] < е2, 1 < í < m. У |F,(ə,7)] < =s, 1 < í < m. 
H =. = p R AX) = 7 aj Y;, WA 
3 


P(X) = АХ) = Хану 1 < i<m. 
所 以 | 
Diog - не ү ат 
= она = У G) 
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这 证 明了 


2 (z) = а 
所 以 
у ве) = x= (дак, 
Ga) = Ge, (Tay) = Eile 
Fui) = Усола z) = о(2#). 
由 5S.Lie 第 一 基本 定理 可 知 


B.D -X 2,2029) - = аа, 2) 


- Donli DRO- Ese у le Earp 
jk 


9—8, у= =A', g = 3A, 所 以 


ӘР, OF:(y, Y) 99. ӘР (uv, DN _ ӘЁ, (у, 9) 
ШЕЕ Эга дь Ən 2 ar 7 


因此 有 
У „(28.0 _ D Woe) (с(®))) =o 


HIT n x m УВ À = (au) 的 秩 为 m, 这 证 明了 


ӘЁ, (у, 
öyr 


281.8) Euu AD) 
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p (Z) 


БИЙ А 
F(y,0) = 2459) = Y agri = 15%. 
P 


至 此 ， 证 明了 Fip 和 Еи, 9) 适合 相同 的 常 微 分 方程 组 ， 县 有 
相同 的 初 值 ， 由 解析 解 的 唯一 性 可 知 Fiy 0) = Fa D. 即 有 
о((ехр у r X;)(exp DERO) 

= о(ехр f,(z,Z)X,) = ехрр(У ` f,(z,Z)X;) 

= exp у, fi(z.z)a;;Y; = exp 5 Fily yY; 

= (exp Уу) ш Y;)(exp Уи) = с(ехр Уа; Х;)с(ехр УХХ). 
即 车 u,v, uu € Ui, Wj ofu), {б}, oluv) є Ua, ША с(иу) = 
о(и)о(о). 这 证 明了 (1) 成 立 ， 引 理 证 完 . 

这 个 引 理 告诉 我 们 ， 李 代数 的 同 态 可 以 提升 为 李 群 的 基 个 分 
域 上 适合 引 理 3.2.4 条 件 (1),(2),(3) 的 解析 上 映射。 它 能 否 开 拓 为 李 
群 G 的 同 态 呢 ? 由 于 连通 李 群 由 单位 邻 域 生成 ,因此 取 定 连通 李 
FE G1 的 单位 邻 域 U, WER G 中 元 案 可 表示 为 g= wur us 
其 中 uyu, € 本 ,我们 可 取 UT! = ФА, B (Uy) 为 单位 标 
ж. 为 了 李 代 数 б, 的 同 态 p 可 提升 为 李 群 G1 WAS, 已 知 在 U, 
上 的 解析 映射 o, 有 =, = p. 我 们 只 要 求 o 为 李 群 G ШИЕ Ж, 
用 李 群 左 平移 的 双 解 析 性 便 可 证 с 为 李 群 同 态 ， 所 以 ， 我 们 要 求 
alg) = о(и)о(и2):::о(и,). 但 是 李 群 G, 中 元 素 g 表示 为 单位 从 
标 邻 域 U, 中 元 素 的 乘积 的 表 法 不 唯一 . 设 另 有 表 法 9 uvu, 
其 中 vonon € Л, WAA ef 的 = fenjzfoa] (04). 因 
此 ， 为 了 映射 < 有 意义 ， 必须 有 urug- -eua = un- n 
o(uijo{uz): cfus] = о(ор)о(ьз)-::о(о). 由 引 理 3.2.4 的 性 质 (1), 
当 

Hi, i 1 МҮН ү |, Uy Uys UU; Є U, 
时 ， 则 有 
faaui+I) = c(ui)e(uai),c(0;)o(9;+1) = (eur+i) 
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因此 要 求 mug u, 经过; шт, uzu С Ua, Вы = щш € 
U, А ununi 的 乘积 ， 或 者 对 w wip us = иди € 1л, 将 
u; H шш КЕ. 按 这 样 的 步 又 ， 经 过 有 限 次 可 将 urus. us Ж 
为 mua…uw 那么 olo) 的 定义 是 有 意义 的 否则， 将 c 开拓 到 李 
# G, 上 ， 列 同一 个 元 素 9 对 应 的 是 不 同 元 素 ， 即 o 不 单 值 . 这 
说 明了 为 什么 李 栈 数 的 同 态 一 般 不 能 提升 为 李 群 的 同 态 т, 使 得 


а. = р. 

件 么 时 候 保 证 о 提升 为 og 时 得 单 值 映射 呢 ? 为 此 ， 必 须 引进 
通用 覆盖 群 . 

EX 3.2.5 Hausdorff fiih MR A N EEEN y R 
为 MERS, 如 果 任 取 peN, рє f Hp, ШЕ Ч р 在 空间 m 
中 的 开 邻 域 Vo, 及 点 2 在 空间 N ERFIR Vp, 使 得 了: VZ — V, 
给 出 VZ 到 V, БЕШЕНЕ. 这 时 称 ол 为 的 ЖЕКЕ], 而 (m. /) 
Han MA. 

由 定义 可 知 ， Vr n fp) = {р'}. 这 证 明了 f-l(p) 为 Mm 中 
的 完全 不 连通 集 ， 特 别 池 ， 为 离散 子 集 . 

定义 3.2.6 ERER G 到 G2 КЮ 了 称 为 (ШЕЕ 
ЖП. ШЖ (G, 7) 为 李 群 G2 的 覆盖 空间 .这 时 ， 李 群 С, 称 为 
FP G 的 MRR. i e 为 李 群 G. 的 单位 元 素 , MT = f l(e) 为 
FE G 的 离散 子 群 , 称 为 覆盖 群 (G, f) 关于 С» 的 Poincaré 群 . 
Poincaré 群 的 元 素 个 数 称 为 此 因 盖 群 的 叶 数 . | 

关于 Poincaré 群 有 下 面 的 性 质 ， 

引 理 3.2.7 W (G, f) AAMER Ga 的 覆盖 群 ， 则 (G, Р) X 
于 G; 的 Poincaré Г= Ho 为 李 群 G 的 BREATH, A 
包含 在 李 群 G1 的 中 心 C(G1) F. XER бє С», g є flg), Ш 

f '(a) = m T. 

HEEF G 关于 正规 子 群 了 的 左 旁 集 空间 Gi/T = (gT | V g € 
G 中 可 引进 李 群 结构 ， 司 得 GiT 和 连通 李 群 С. 同 构 . 

证 由 于 了 为 李 群 G1 到 Gz 上 的 李 群 同 态 ， 记 e 为 李 群 
G 的 单位 元 素 , 则 同 态 核 F-l(e) = 工 为 Gi 中 的 普通 正规 子 群 . 
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我 们 来 证 和 c CG) 事实 上 ， 任 取 € r, g € Сі, M grg € T. 
Ш Е: о grg 给 出 李 群 Gi 到 离散 李子 群 耻 内 的 解析 映射 . 
邻 点 7 构成 的 集合 (r) 为 李 群 工 的 开 子 集 . 记 el 为 李 群 G 的 
Ат. ЖАД el € Г, 而 Ele) = ere =r, 因此 在 李 群 G 中 
存在 单位 标 架 (У), E EV) c {г}, MER ç € V, # &(е) = r. 
所 以 pro 一” от = ru, V+ € V. 但 是 李 群 G 由 单位 邻 域 V 
生成 ， 这 证 明了 r+ 和 李 群 G1 的 生成 元 素 可 变换 ， 所 以 和 李 群 G, 
АЖ. МЫ re С(С,), Bl T c C(G.). 

FEAR 9 € Gi, g € (g). 由 于 РГ) = f(g)f(T) = 
Fade = Кт) = 9, HE aT c f 1(g). 反之 , ER 9 fa 有 
79) = 9. 已 知 f(gi) =g, 所 以 (9129) = fln) t f(g') = 6719 = 
е, В бү 9' € P. 这 证 明了 gw € aT, 所 以 证 明了 (g) c aT. Ж 
此 证 明了 f-l(g) = Г. 引 理 证 完 . 

定义 3.28 i G 为 连通 李 群 ， (Gi, fF) AFE G 的 覆盖 
FE, 1=1,2. (G, A) 和 {Gz, f) 称 为 互相 等 价 的 , 如 果 存 在 李 
E G, 到 李 群 G。 上 的 李 群 间 构 о, 使 得 |, = f, oo. 

引 理 329 ШИЖ С 的 两 个 覆盖 群 (С.Л) 互相 等 
价 ， = 1,2, 即 存在 G, 到 G, 上 的 同 构 o, 使 得 f, = hop RE 
жй (Gi, 月 的 Poincaré В Г, = fc (e), i = 1,2, EP e ЖЕ С 
的 单位 元 素 ， 则 有 pl) = Гә. 

Ш 今 广 = 万 op, 所 以 


Г = He) = 7l o fy (e) = ф1(Г»), 


Ер y(r) = T>. 证 完 ， 

定义 3.2.10 Hausdorff 拓扑 空间 ЭЛ 称 为 单 连通 的 , 如 果 它 
的 任 一 闭 道路 ( 即 闭 连续 曲线 ) 可 连续 地 收缩 为 一 点 ， 即 拓扑 空间 
Ял 的 闭 道路 同 伦 于 零 ， 即 一 阶 同 伦 群 为 蕉 

注意 , 连通 和 单 连 通 是 两 个 毫 不 相干 的 概念 . 设 ол 为 连通 流 
形 ， 由 于 07 ЈИ, Гад КЕЗЕ. 而 单 连通 是 指 在 流 形 上 任 取 
两 点 р.а, 猎取 以 此 两 点 为 顶点 的 简单 此 线 51(8), 8200), Yt Є [0,1], 
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ШЕ ЗЕ LI t, B ДНА # Ж а € [0,1] 的 简单 曲线 族 s(t, a), 
使 得 . 
(1) s(t,a) XF ta € [0,1] 38; 

(2) s(t,0) = s(t), s(t, 1) = sə(Ë); 

(3) ғ(0,а) = p, s(l,a) = g. 

( 形象 地 说 ， 简 单 连 续 曲 线 s(t) 可 以 连续 地 变动 为 连续 曲线 
silt}. 
Schreier 给 出 了 从 一 个 Hausdorf 拓扑 空间 3 构造 单 连通 覆 
Зна) ЈИЕ. 为 此 无 妨 设 连通 . 在 ОЛ 中 取 定 一 点 p, 考虑 过 
点 五 的 所 有 闭 道 路 ( 即 闭 简 单 连 续 曲 线 ). 在 这 个 集合 中 引进 等 价 
关系 如 下 ， 两 条 过 点 p 的 闭 道路 若 可 连续 地 互 变 ， 则 称 为 等 价 . 
于 是 得 等 价 类 集 I. 记 


n= Í J w, 


pemi 
于 是 集合 外 到 统 上 有 自 杖 的 对 应 关系 ; 
f:q—p, vae,pem, 


因此 /71(р) = Ж. 在 外 中 可 如 下 引进 拓扑 ， 使 得 f ЖУУШ 
的 映射 进一步 ，Schreier 证 明了 (R, f) 为 ОЛ 的 覆盖 空间 ， 为 
覆盖 有 映射， 又 nm 连 通 且 单 连通 ， 将 这 个 构造 方法 用 到 李 群 上 ， 便 
有 

定理 3.2.11(Schreier) ЕЖЕ С 必 有 连通 且 单 连通 覆盖 李 
群 (G, f) 存在 , 称 为 G 的 通用 覆 瘟 群 , 而 种 盖 喘 射 / 为 李 群 同 构 
当 且 仅 当 李 群 G 本 身 为 单 连通 李 群 ， 这 时 / = id . 

关于 Schreier 定理 的 证 明 , 我 们 在 此 略 去 . 由 Schreier 定理 出 
发 ， 还 可 以 进一步 证 明 ， 在 通用 覆盖 群 G 中 存在 单位 邻 域 U, 使 
{ФИЙ 限制 在 U БИНЕ, BEEM (x): un, uu € D 25 
且 仅 当 flu) (о). (uv) € fU) 这 时 有 


Ра) (>) = fiev). 
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实际 上 ， 我 们 也 可 以 用 3.1 节 中 的 定理 3.1.31 来 构造 通用 覆 
盖 群 ， 即 我 们 有 

定理 3.2.12 ШЕ L, 由 定理 3.1.31 构造 的 连通 李 群 
САИН, HFR С 的 李 代 数 和 € PH. 

证 ” 今 已 知 G 为 连通 李 群 ， 记 (J) 为 其 通用 覆盖 群 ， 为 
了 证 G 单 连 通 ， 只 要 证 G = G, f — id, 换 句 话 说， 只 要 证 通用 
ИЗВ (G, f) 的 Poincaré Ж Г = {6}, 其 中 8 为 李 群 G 的 单位 元 
Ж. 

记 e 为 李 群 G 的 单位 元 素 ， 显 然 存 在 屯 的 单位 标 架 (Ü, 2) 及 
e 的 单位 标 架 (07, р), 使 得 f ОВАА U, Н f УЗИН ТЕЛЕ. 

rE 9 e T, 因此 f(g) = е 因为 G жй, ТЫШТЫ 0 
ER FE S= ü G, 其 中 G... G, ЄЙ. 另 一 方面 ， 已 知 f 
为 李 群 同 态 , 所 以 有 e = JG) = f) f(8,). 记 u, = f) 1 < 
хз. В e = шушо u, 其 中 a, Є f(Ü) = U. 由 定理 
3.1.31 可 知 ， 从 urur u, 出 发 ， 按 照 ti, tigi titip € U, 可 以 
用 щш = Uit] RE uiu 或 者 若 Vi ру = vj Є U, А 
ШН vjvj+1 代替 wi. 按 如 此 步骤 ， 从 uiwz… us 出发， 经 过 有 限 
HEER e 注意 整个 步骤 在 U 中 进行 , 而 f: Ü — UV 为 到 上 的 
ХТА, МЫЖ ТЕЕ f-1(U) nD = Ü 中 进行 ， 于 是 将 
ii o T, ÆA ©. 这 证 明了 全 = 名 BD Poincaré Г = {2}. 定理 
证 完 . 

由 定理 3.2.12 ЕЕН, АЈШЕ 

定理 3213 Сс ШЕ, ШС 的 通用 覆盖 群 (О, p) 
有 如 下 性 质 , 在 局 中 存在 单位 标 架 (0,0), 使 得 Ü = 0- 且 任 取 
š € б, EA А 

9 = 0192.-080, = 0005-91, 
其 中 а,б, e Ё, 则 按照 手续 
,从 二 全 ED 则 用 eR 09; 
0,80 = 0с Ü, MA шр 代替 0, 
可 将 ёз, 经 过 有 限 次 上 述 步 骤 变 为 Фу. 


利用 通用 覆盖 群 的 概念 ， 我 们 可 以 解决 着 么 样 的 李 群 ， 其 李 
代数 的 同 态 可 提升 为 连通 李 群 的 同 态 ， 我 们 有 

定理 3.2.14 Б, 为 连通 李 群 G 的 李 代数 . 设 李 群 СШ 
连通 ， 设 p 为 李 代 数 6, 到 6, 上 的 同 态 ， 则 唯一 存在 李 群 G 到 
G2 上 的 同 态 c, 使 得 


с. = р. 
证 ЮН 3.24 可 知 , ERR G 中 存在 单位 标 架 (Ui ph 
使 得 о 可 提升 为 U 到 U, 中 售 单 位 元 素 的 开 集 上 的 解析 贞 射 c, 
使 得 т. = P. H H = u,u, uo € ІЛ, 则 oiu), o(vja(uv) Є Uz, НВ 


g(u)o (9) = c (uu). 


今 任 取 а € Gi, Ж = шчо tUa = тро, 其 中 u; uo; € 
л. 因为 定理 3.2.13, 设 李 群 G1 单 连 通 ， 所 以 由 wuz u, 经 过 
定理 3.2.13 的 步骤 (1) Ж (2), 经 过 有 限 步 变 为 mao .ti 

定义 alg) = olw)oe(uz)…otws), 由 于 定理 3.2.13 И] Ж (1) 
及 (2) 对 作用 o 后 的 元 素 也 成 立 ， 所 以 经 过 有 限 步 后 ， 可 变 olg) 
为 ofw1)alvo).… z(u). 这 证 明了 о 的 定义 和 g 的 分 解 为 生成 元 素 
EU 中 元 素 乘积 的 方式 无 关 ， 即 = 为 单 值 映 射 ， 显 然 ， 这 也 给 出 
了 = 为 普通 群 同 态 . 由 于 李 群 G, 由 单位 邻 域 U, 生成 .因此 也 证 
明了 这 是 到 上 的 普通 群 同 态 ， 利 用 左 平移 的 双 解 析 性 ， 立 即 可 证 
с 为 流 形 的 解析 映射 ， 所 以 о 为 李 群 G, 到 Ga 上 的 李 群 同 态 , R. 
有 о. = р. 定理 证 完 . 

利用 同 态 提升 定理 可 以 证 明 

定理 3.2.15 ” 设 (O, f) 为 连通 李 群 G. 的 单 连通 覆盖 群 ， 
б. AER G 的 李 代数 ，t = 12. Шол ө, 到 ® 上 的 
同 构 ， 则 唯一 存在 李 群 G 到 Q, 上 的 同 构 合 使 得 


(А). оё, = po (fi),, 


В (д, ño8-1) 为 连通 李 群 G1 的 单 连通 覆盖 群 , CH (Ó,, л) 等 
И. 又 (G1, 所 08) 为 连通 李 群 G, 的 单 连通 覆盖 群 ， 它 和 (Âz л) 
等 价 ， 


> 


. 235 . 


证 1с С; 的 李 代 数 为 6;. Tj (f). 给 出 李 代数 ë, 
到 ó; 上 的 李 代 数 间 构 ， 因 此 (jz)?! оро (Л). 给 出 李 代 数 6, 到 
2。 上 的 李 代 数 同 构 ， 由 癌 态 提升 定理 ， 因 此 存在 李 群 G, 到 Ca 
上 的 李 群 则 术 8, 使 得 


8, == (Р)! opo {fis 


BE (f2) 00. = po (fi). 另 一 方面， (Л); opto (fa) 给 出 李 
代数 ë, 到 ë, 上 的 同 构 ， 于 是 存在 李 群 2 到 С, 上 的 同 态 宁 使 
得 
T S= {A ор10(),, 
BA (Л). о, = ро (о). 5 8,, 7, 都 是 李 代 数 的 同 构 ， 所 以 我 
们 证 明了 
ёт, = тй, — id. 

这 证 明了 бо? = id 在 李 群 Â 的 某 个 单位 邻 域 上 成 立 ， 因 此 在 
G2 上 成 立 . 间 理 ，fFo8 = id 在 李 群 G, 的 某 个 单位 邻 域 上 成 立 ， 
内 此 在 б, 上 成 立 ， 所 以 证 明了 他 = 0-1, 即 合 为 李 群 的 同 构 ， 至 
此 证 明了 前 一 断言 ， 后 一 断言 是 显然 的 ， 证 完 . 

定理 3.2.14 ЖЕБЕШ Н М ШИЕ ДЕУИ 
下 唯一 . 
E 设 (@, 用 为 李 群 G 的 两 个 连通 且 单 连通 种 盖 群 ， 在 定 
M 3.2.15 中 到 G, = G; = G, p= id, 则 证 明了 存在 李 群 G, 到 б, 
上 的 同 构 映 射 登 它 有 


(f). = (fa), ° Ba, 


所 以 л = об 这 证 明了 (G,, A) 和 (G, fx) ҸӘ. 证 完 . 
所 以 ， 今 后 我 们 称 连 通 李 群 G 的 单 连通 覆盖 群 为 AMAA 

群 . 它 在 等 价 意 义 下 唯 --， 

с ”在 下 面 我 们 可 以 回答 这 样 的 问题 , 即 任 给 李 代数 £, 决定 所 有 

连通 李 群 G, 使 得 G 的 李 代 数 和 £ 间 构 ， 为 此 ， 我 们 先 证 明 


. 236 · 


引 理 3.217 G Ж ЩЩ, ГА С 中 离散 正 规 子 群 ， 则 在 
普通 商 群 G/T 中 可 引进 流 形 结构 ， 使 得 自然 映射 r: G 一 G/T 为 
= ЕЕ, BAARS. 

ш С/Г. HTAR, 所 以 存在 群 G 的 单位 元 素 
e 的 邻 域 U. 使 得 UNT = (e). 于 是 自然 映射 nr:g>g, YgEG 
在 单位 邻 域 了 上 一 一 . ЖШ (07, о) 为 单位 标 架 , 即 o 在 UU 上 为 
JBE, 所 以 (U/T, рот!) 是 群 G/T 的 单位 元 素 er 的 标 架 . 任 取 
g EG, M gU Ng = (g), TÆ U/L, po Ly- orl) 是 群 С/Г 的 
元 素 gf 的 标 架 ， 易 证 这 给 出 普通 群 G/T 的 流 形 结构 ， 使 得 G/T 
构成 李 群 .由 于 拓扑 空间 G/T 中 点 g 有 基本 邻 域 组 gV/T, 其 
中 了 遍历 吕 中 单位 基本 邻 域 组 ， 所 以 易 证 自然 映射 为 开 映 射 . 
证 完 . 

引 理 3.2.18 (G, f) 为 连通 李 群 G ВОЕНО, (Со, fo) 
为 李 群 G 的 覆盖 群 ， 则 存在 李 群 С 到 李 群 Go 上 的 同 态 映 射 po， 
使 得 (G, ep) AER Go КЕНЕА, X 了 = foc po. 

证 іа (бод) 为 李 群 Go 的 通用 覆盖 群 . hq W Ek SIE 
盖 群 为 原来 群 的 覆盖 群 ， 所 以 连通 李 群 G 有 覆盖 群 (Go, љор). 
注意 到 б, 为 连通 旦 单 连 通 李 群 ， 由 定理 3.2.15 可 知 存在 李 群 Â 
到 Go 上 的 同 构 入 使 得 fop1o 了 = f. iE po = роб, 8% (G, po) 
AER Go 的 通用 覆盖 群 ， 又 7 = 加 ogo. 证 完 . 

定理 3.2.19 ”给 定 李 代数 L 设 连通 李 群 G 和 С 的 李 代 数 
都 和 € 同 构 ， 且 G 半 连 通 ， 则 存在 李 群 G 3) G 上 的 同 态 f, 使 
得 (б, f) 为 李 群 G 的 通用 要 盖 群 . 

证 分别 记 全 及 外 为 李 群 G д С HFRS. pA я) 6 
А. EER 3.2.15 中 取 G; = G; = б. 1 G 的 通用 覆盖 群 
为 (G1, ñ), 于 是 存在 б, 到 G, БМ 0, 848 8, = оосд)., Н 
(Gz, o 0-1) AFR G 的 通用 覆盖 群 . $ б = G, 取 了 = ho8-1, 
便 证 明了 定理 ， 证 完 . 

由 上 面 -一 系列 定理 可 知 , 任 给 李 代 数 £, 则 在 同 构 意 义 下 唯 -- 
存在 一 个 连通 且 单 连通 李 群 G 它 的 李 代数 Š 和 £ 同 构 ， 且 任 给 
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连通 李 群 С, PEFR GBERE 6 Hl £ 同 构 ， 则 存在 李 群 G 
到 G 上 的 同 态 f, 使 得 (G, /) 为 李 群 G 的 通用 覆盖 群 ， 记 间 态 核 
X) T = fe) Ep 为 李 群 G 的 单位 元 素 ， 则 由 引 理 3.2.17 可 
知 商 空间 BAT ARAFE, ВБ г — /(9) 给 出 李 群 G/T 到 
G 上 的 李 群 同 构 . 

反之 ,给 定 李 代数 о 记 6 为 连通 且 单 连通 李 群 ， 它 的 李 代 
поте ВИЧ. Е С 的 中 心 C(G) 中 任 取 离 散 子 群 T, H 
必 为 离散 正规 子 群 ， 因 此 次 空间 G/T JENER. ARRSH 
f :6 o ĜT 给 出 开 同 态 对 应 ,使 得 (G, f) 为 连通 李 群 G/T 的 通 
用 覆盖 群 .至 此 我 们 证 明了 

定理 3.220 FREA C. 在 李 群 同 构 的 意义 下 唯一 存在 
连通 县 单 连通 李 群 С, 它 的 李 代 数 6 和 € Б. 且 任 一 连通 李 群 
G HERS e е у, MERHER G 中 存在 离散 正规 子 
Жї Г, 使 得 李 群 G 和 G 同 构 . 确切 地 说 ，(G, Р) 为 李 群 G 的 通 
НЕШ, n: 0/7 ВЖЕ, о: GT — G 为 到 上 的 同 
H, ШАВЕН f осол. 

注意 到 两 连通 李 群 若 互相 问 构 , 则 它们 的 李 代数 也 互相 同 构 ， 
反之 ,， 在 国定 一 个 李 代 数 £ 时， 具有 和 е 同 构 的 李 代 数 的 连通 李 
群 的 分 类 化 为 首先 求 出 连通 且 单 连通 李 群 С, 使 得 其 李 代数 和 
е 同 构 ， 再 求 出 仑 中 所 有 的 离散 正规 子 群 T, 于 是 商 空间 G/T 为 
HEFE, CHERE 6 AERA £ 同 构 ， 且 分 类 问题 化 为 所 有 
这 种 连通 李 群 G/T 的 分 类 .下面 我 们 来 证 明 ， 化 为 连通 且 单 连通 
李 群 台 中 离散 正规 子 群 在 G 的 自 同 构 下 的 分 类 ， 即 有 

定理 3.221 HARFE G 的 通用 覆盖 群 为 (б. f;). 1 G; 
ЙО r л. Ж A ei, Poincaré 群 Г, = Ре), i= 1,2. 则 有 

CA, ER G, 和 Go 上 的 癌 构 可 提升 为 李 群 О, 到 G, 上 的 唯 
一 的 同 构 6, 它 适 合 条 件 


#(Гу)= Г, вор = род; 
(2) Ф G, 9) G, ЕЕН ж ÔT) = Ps, 则 唯一 存在 
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ÆR Gi 到 G, 上 的 同 构 Ө, 使 得 
борд = роб, 


证 ис 及 全 的 李 代数 分 别 为 ®; 及 @,, i = 1,2. 我 们 先 
来 证 明 (1). 事实 上 ,Gi 到 G, 上 的 李 群 同 构 9 诱导 了 李 代数 Фу 到 
Sa 上 的 同 构 9.. 于 是 Ө, 可 唯一 地 提升 为 李 群 G, 到 G, 上 的 同村 
ô. — Jm, (f). AFRA 6, 到 @ 上 的 同 构 ，i = 1,2, 所 以 有 
(Р). 00, = б,о(/\),. 这 证 明了 Jof = доу. RIZE (Г) = F. 
这 是 因为 记 李 群 G; 的 单位 元 素 为 en i= 1,2, Ш D, = уел). 
所 以 任 取 r € Гү, MU fir) = е, ёо A(r) = 6(е1) = е. BE 
Ja o (т) = es, 所 以 Bir) є }; (es) = Го. 这 证 明了 AT) C T>. Fl 
理 考 虑 I, 便 证 明子 全 1(T2) с Гу. 因此 Ta c (ГІ) < Ts. 这 证 
明了 Ts = B). 

现在 来 证 明 (2). 设 李 群 G 到 G, LORH AA B(T1) = Г». 
令 9= 户 obgo 广 1 显然 (G1) C С. 我 们 来 证 ө 为 单 值 映 射 ， 任 
取 бє G, 于 是 存在 g € 全 ,使 得 (gi) = m, B (д) = g T. 
因此 

(Уг (eu) = KAT) = AT) = 0(9:)Га, 

于 是 

Biga) = OUT) = lE) = 0909) fy (Tx) 

= (809: jez = /200(4:)) є 0900.) = x(G.) = G. 
注意 到 Algi) = яз, И д € fr (0) = Га. WRR g, A gir, 
其 中 ТЕГ, ПЛ 
Blgir) = 8(g1)8(r) € Ho )8(Г,) = lgi ) Ts, 


于 是 
fa(@( gir) = /5(#(о\)б(т)) = f; (6(2! )) pol Hr) 
= faligi jez = fs(8(g1 )). 
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这 证 明了 gs = bl) У g 的 选取 无 关 ， 所 以 8 为 李 群 CG, 到 
Gz 上 的 单 值 喘 射 ， 朵 3 此 为 普通 群 同 态 . 注意 到 Ti 为 离散 子 群 ， 
所 以 任 取 g є Ĝuo ， 则 存在 李 群 О. 的 单位 标 架 (Л, 0), 使 得 
1179101 = {91}. 因此 映射 8 在 标 架 (GUL, 91 oL.) 上 解析 ， 
所 以 映射 6 在 李 群 G, 的 邻 域 (9107) 上 解析 . 这 证 明了 8 为 G, 
上 的 解析 喘 射 ， 所 以 是 李 群 同 态 . 

同 理 ， 考 虑 李 群 G2 到 G, 上 的 映射 + = fiot to fy, 则 可 
证 7 为 李 群 Gs 到 G, 土 的 同 态 ， 但 是 易 证 gor тоб = 14, Ві 
8 为 李 群 G, 到 Gs БЮ, Вж до), = од. 

最 后 证 明 唯一 性 ， 即 证 明 由 0 唯一 决定 0. 事实 土 ， 若 存在 
ÆRE G, 到 G. 上 的 局 拘 0 0", ER 008 = fso = 0 ор. Æ 
李 群 G1 中 取 定 单位 标 架 (О, ду), E U Nnr = {е}, M f, E 
上 为 同 胚 映射 , 于 是 96= @ 在 AU) 上 成 立 . 但 是 李 群 Ci 由 
АЧА) 生成 ， 所 以 证 明了 0 = @ EG 上 成 立 ， 定 理 证 完 . 

AE, зра 

推论 кг, 为 连通 且 单 连通 李 群 О 的 离散 正规 子 群 ， 则 
李 群 B/r 和 6/7. 同 构 ， 当 且 仅 当 存 在 李 群 G 的 自 同 构 6, 使 得 
@(Г,) = Г». 

下 面 来 考虑 连通 李 群 G 的 自 同 构 群 及 它 的 某 些 子 群 . 

定义 3222 设 台 为 连通 李 群 G 的 李 代 数 ，G 的 所 有 (F 
群 的 ) 自 同 构 构 成 的 普通 群 Aut (G) RA 李 群 G 的 自 同 构 群 . = 
代数 ó 的 所 有 { 李 代 数 的 ) 自问 构 构 成 的 普通 群 Aut (@) 称 为 李 
代数 8 的 自 同 构 群 . 

由 定义 可 知 ， 企 取 о € Aut(G), W| z, є Аш (5). AERE 
连通 李 群 G 的 通用 覆盖 群 (G. f). іа Гг = 三 te) 353 W X: 
(б, f) 的 Poincaré Ф, 其 中 为 李 群 G 的 单位 元 率 . 在 定理 3.2.21 
中 取 С, = G> = G, б, = G2 = ë, A = Pñ = f, 于 是 自 同 构 群 
Aut (G) 有 普通 子 群 


Anutr(G) = {8 є Aut (©) | AT) = r), 
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其 中 工 为 Poincaré FEE. h TAER Ê є Аш (@), 则 唯一 决定 5 Ee 
Aut (G), 使 得 _ 
дој = јод. 
F, НЕ Ө є Аш (С), ШЕ 0 є Ашг(@), 使 得 goy = fol. 
因此 证 明了 “上 :0 一 9 为 普通 群 Autr(G) 到 Аш (С) 上 的 同 构 . 
于 是 有 下面 普通 群 的 司 态 及 包含 关系 : 
GL (8)оАш ($) = Аш (Ĝ},DAutr(Ĝ). 55 Aut (G).C Аш (@) 
Т є* t 1+ 
Aut(Ĝ) Autr(Ĝ) 5 Aut{G) 


这 里 ， 对 应 ж 为 同 构 ， 这 是 由 定理 32.3 的 推论 导出 的 . 

下 面 再 引进 一 类 在 李 群 理论 中 起 重要 作用 的 自 同 构 ， 即 所 请 
WA A Е. 

EX 3.223 RO 为 连通 李 群 G 的 李 代 数 . ER g EG, 则 
adg :了 一 gzg RA FE СРВ а, 它们 全 体 构 成 的 集合 
ad G 为 普 道 群 ， 称 为 FE G 的 内 自 同 构 群 . 

任 给 内 自 同 构 ad g, 则 它 的 微分 (ad g). 改 记 为 hdg, 称 为 F 
代数 ЮВА. 它们 全 体 构 成 的 集合 AdG 为 普通 群 ， 称 为 
李 代数 о 的 内 自 司 构 群 . 

于 是 有 普通 群 同 构 及 包含 关系 如 下 ， 


ааб C Аш (С) 
У ж 
(аа С), = AdG C Аш (С), C Aut 6 C GL (6). 


下 面 先 给 出 李 群 理论 中 的 重要 公式 ， 再 来 考虑 上 面 引 进 的 一 
系列 普通 群 的 李 群 结构 . 
定理 3224 设 台 为 连通 李 群 G 的 李 代数 ， 则 有 


O EPRE 6 中 取 定 基 


х= р (Дэр 1<{<п, 
z 
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在 这 组 基 下 李 代 数 ® 的 内 自 同 构 Ad(z) = (айт), 的 矩阵 表示 为 
R(z) L(£); 
(2) 
Ad(expX) = exp(ad X}, V X £ 6. 
证 在 李 群 G 中 取 定 适合 的 单位 标 架 (U,e). 记 /(т,у) 为 
RAM, 
гу fley) ел 9 f;(u, z) 

H (z) = 一 yao ri{z) = yp lyo 
BERAI, 下 标 为 列 写 成 矩阵 L(z) = (E (z)), R(z) = (r (z)). 我 
们 取 单 位 标 架 (U, үр), 使 得 det L(x) > 0, det R(x) > 0, V z € e(U). 

为 方便 起 见 ， 将 U 中 元 素 和 plU) 中 对 应 的 元 素 用 相同 的 符 
SER ER zy, zey, yz, (ту), rly: € U, 由 结合 律 有 
Fie, у) 2) = fr, f (u, ®)). 
下 面 分 别 对 z. z, z 求 导 数 ， 再 分 别 令 ry AF, RE 


9f(f(z.u),z) _ Ә}(ж,&) Əf(u, z) 
Bz ë lata Bz ' 
afim д Ә} (е, у) — 25.0), д] (у. 2) 
дт) т=з.) ду әс = f(u.z) ду | 
Of(0, 2) Əf(z,u) _ Bf(=, fly, z)) 
99 |ә= еу) Br Әт ` 
因此 有 
rm м. _ӨЖЙ(жуу,,. Əf(z,z) .. . Өне... 


所 以 记 
B(x) = (жу а), 


则 有 


В({(ж,у)) = Btz)B{ly), V z, y € U, zy € U. 


SEERE 8 中 取 定 基 


; Ə 
X; = E =, < t < тп. 
095. І<#< лп 


我 们 计算 在 这 组 基 下 李 代 数 加 的 内 自 间 构 Ad (z) 
阵 表示 ， 这 里 z EV. 


= (adz), 


记 ж, ly, zu, ут і, тут € U, z = (айт)у = жут-1 


(Adz)X;, = >` ан(х)Х;, 


į 


Вр Ad(z) 有 方 阵 表示 


ar] + qya(z) 
A(z) = : : ; 
ан1(т) ©- ennfz) 


因此 有 
(Adz)((X дь) = 2. on(o) Nadz) = Уа4()(Х) ),. 
于 是 
a (wa — „у _ дг. д 
р = Da = УУФ) эу рег 
因此 


YR)aji(e) = > ЕН). 
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即 
L(2)A(z) = Ly) 


其 中 z= Flie в), z" 1) = f(z, f(y,z 13). 于 是 


ðz Øf) д/{т,у) 
By ЕЗ 6-0,0) Ӧу 
= (ВО (е у) LU E yL). 
因此 
A(z) = це) Erg) = B(z) 1 B(f(z,1))- 


注意 到 由 D(f y) = B(x}B(y) 可 以 推出 B(z-') = Bay’, 因 
此 证 明了 


A(z) = B(z) 1 B(f(z,y)) = B(z tey) = Bley 1z”lzy) = B(z). 


ЯРЫ ТШЕ В Т Ad(z) 的 方 阵 表示 为 B(z). 
SER X є @, M Ad(exptX) 的 方 阵 表示 为 B(exptX), jt] < 
е. 显然 


Blexp {t1 +ts)X) = B(exptiX :expts X) = B(expti X)B(exp t> X), 


其 中 t1,ta,t1 十 ta € (—є, є), H BlexptX) 关于 t 和 解析. 这 证 明了 
DB(exptX) AMIER ER GL (n, R) 中 的 单 参数 子 群 段 ，|t| <=. 
所 以 存在 依赖 于 元 素 X É) n x n 矩阵 CX), 使 得 


BlexptX) = exp#C(X), lt|<e. 
我 们 计算 CX) ШТ: it X=} aX: € g(r R), 于 是 


d 
a| exp іХ) = ak, 1 < & < m. 


| 1—0 


. 244 . 


而 


СОК) = B(exptX)|,-, = (ERE Ш), sx) 


ы ) )e=exp tx )t=0 


=(—-к(-+%Е@ re-ie) + е) ZO 


(下 的 - A) )Е—=ехь іХ = 0+ 


dt 
注意 到 
d X); ; 
җете), = Dil (exptX), 
于 是 
aL 
C(X) = (У a ах “ерік; а 
ў 2 


ə _ 
= > = R(£)) )<=o 


因此 记 C(X) = (C,,(X)), WA 


д! т 
Cy (X) = 2а alge J - 0 


其 中 Liz) = (B(=)), R(z) = (ri(z)). $ 


дт (8) | _ fole, y) _ Ol?(z) 
дЕ, t=0 ƏzƏy; z=y=0 Е дк, 2=0° 


所 以 


ӘР 
Сы) = Уо 0 -Oa 
j дє; 


= У Уо 2 а) 
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由 S.Lie 第 二 基本 定理 可 知 李 代数 6 关于 基 X.,... Xn 的 乘法 表 
EA 
(Xi, Xi] = $ Ch Xk, 
k 


Hig 
C, (X) = > a; Ch 
这 证 明了 
Ad(exptX) = expt%(X), 
其 中 


Щщ X) XQ = Y cpl X)Xp = у 2305. Xp = Уа; [X;, Ха 
р 3р Ј 
= |X, X;] = (ad X)X;, 159. 


В A(X) = ad X. AIEA АдехріХ = exptad X, |t| < є. 于 是 可 
知 当 te 了 到 时 等 式 也 成 立 ， 定理 证 完 . 

现在 来 给 出 很 有 用 的 Campbell-Baker-Hausdorf 公式. 

定理 3.2.25(Campbell-Baker-Hausdorff 公式 ) 设 旧 为 连通 李 
E G KERS. WFE Euclidean 空间 Ф 的 原点 标 架 (О, у), 使 
得 映射 exp ERR (О.о) 上 为 双 解 析 同 是 ER X,Y £ О, 设 
(exp X)(exptY) € exp O, 0 < t < 1, WA 


1 
(exp X)(exp Y) = epix | plexp (ad X)) (expt(ad Y)))(Y )dtj, 
其 中 
)* (zo)* 


- — {—1 
piz) = (z — 1) 1zlogz = 1 + › 
Z k(k+D 


# 2-1 附近 解析 . 
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证 今 exp 在 口上 一 一 ËB elt) = (exp X)(exptYV) є 
expO, 0 < t < L. Jr LAKE t < [0,1], WEE Z0) c ®, 
使 得 

exp Z(t) = (exp X)XexptY)= e(t), 0 << 1. 
我 们 的 目的 是 计算 a(l) = (exp X)(exp Y) = exp Z(1), 为 此 考虑 原 
点 坐标 领域 口中 关于 s 的 单 参数 子 群 段 


g9(s.t) = expsZ(t), [s| < (t), te [0, 1]. 


е, М8 або, 0) ER glod били 2080 ш 


д 
e а Toa(G), ТЖ 


1 Əg(s, t) 
Ds 


Xe{s, t) = g(s, t)" e T(G). 


在 в ШЖ, MR обе, 在 点 gls) 的 切 向 量 为 ED, gy 
Ə 
208.) D ето), 于 是 
Y) = gls 7129090 е т.с), 


注意 到 g(s,t) 为 关于 单 参数 s 的 单 参数 子 群 , 因此 X. (9,2) = 
Z(t}, її 


ӘХ. (в,0) ӘҮ. (з, t) 


г ðs 
9 
= ао (os ан 2) 
= d 00 t _ Е Əg(s,t) 


+ gs, 2£)-1 7 1) 9(8, 7 эзне wn кыр 四 


g(a, t)! 


_ 18. 
= lg(a, p et б „o(s P DDEON 
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所 以 
AZ{t)} _ 0X,(s,t) 
dt  @t 
= (ad Z(t))Y.(s.t) + 


= [&.(s, t), Y.(s, 2)] + 
ӘҮ, (8,1) 
s ` 


ƏY.(s, t) 
Əs 


下 面 计算 Yes t). ЕҢ g(s,t) = exp sZ(t), B L! 


Удө,г) = go, OI = 0. 


Ү.(1,#) = a A _ (exp 20) "20Р 20 


í exp X : exp tY 


= (exp Z(t)) ” — 一 = ((exp Z(t)) lexp X -exptY {Y} 
=Y, 
即 有 
YO =0, УҮ(1,0) = Y. 
而 
_ — sk /0kY.(s,D) 
Yels,t) = Zal дз“ о}, 
所 以 
= 1 /OxY.(s,t) 
Y = v.(1,t) = Zal = a 
另 一 方面 
EO = (ad дууа) + ED, 
所 以 
Or (з, &—1 (в, 
= (—1)"-} (ad zay es 
=(-1у*-цаа ZEE (ad дуу, (з„гу) 
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Jtrh k= 2,3,---. Eg s = 0. 有 


ƏkY.(s,t) 1200, 


k— 1 = * ar 
aw. | = С!) (ad Z(t) k=2,3,.... 
š ) 42(#) 
ӘҮ.(з,#) _ dz} | _ 4Z(t 
| а ad 2)Y(0,t) = =, 
于 是 
= 1 aZ(t) 
Y =VY,(1,t) = -nl -1)К (ad Z(t) E, 
即 
220 L yeexpad ОУУ), 
因此 
20) = f %#®ш+ до) 
o dt 
= zo+ f vlexpad Z(t))(Y )dt. 
0 
5 


F 
expad Z(t) = Adexp Z(t) = Ad ((ехр X)(expzY)) 
= (Аа (exp Х))(А4 (exptY)) = (expad X)(exptad Y). 
X exp Z(0) = exp X, 但 是 exp 在 原点 坐标 邻 域 D 上 一 一 ， 所 以 
证 明了 2(0) = X. 代 回 原 式 便 证 明了 定理 . 证 完 . 
推论 1 W X,Y € 6, Н [X,Y] = 0, WA 
(exp X)(exp Y) = (exp Y)(exp X) = exp (X + Y}. 
因此 ， 连 通 李 群 交换 当 且 人 忆 当 它 的 李 代数 变换 ， 
证 今世 上 < 本, 于 是 存在 自然 数 N, 使 得 fo = —X, Yo = 


SY € O. 由 定理 3.2.25, 有 


1 
(exp Xo)(exp Yo) = exp [Xo +Í yí (exp аа Xo)(exp tad Y; ))Yodt]. 
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由 于 
((expad Хо}(ехр tad Yo})Yo = (exp ad Хо) = Yo, 
于 是 
1 
(exp Xo)(exp Yo) = exp [Xo + f (WD)dd = exp (Xo + Yo). 
0 
所 以 证 明了 (exp X)(expY) = exp(X + Y). 这 证 明了 前 一 断言 . 
SEF G 可 变换 ， 则 有 


(exp X)(exp Y) = (expY )(exp X), V X,Y € 6. 
HTE G 连通 , 即 G 由 exp 8 生成 . 这 证 明了 李 群 G 可 交换 . 
反之 ， 著 李 群 可 交换 ， 因 此 任 取 g,h € G, W (ad 9)h = ghg! = h, 
ВІ adg = id. FÆ Adg = id, ЕҢ X є 6, # AdexptX = 
exptad X = id, Yt € R. 这 证 明了 ad X = 0, Fl X e C(6). 至 此 
证 明了 @ = C(@), 即 李 代数 Б 中 任 到 两 元 素 都 可 交换 ,这 证 明了 
@ 为 交换 李 代 数 . 证 完 . 
推论 2 {ЕҢ X,Y € @, MWEE є > 0, 使 得 当 | < z 时 有 


(exptX )(expty) = exp (H(X + Y) + SL Y] + ott), 
(exptX)(exp#Y)(exptX) l (exptY y! = ехр(2[Х,Ү) + о(#2)). 


证 由 Campbell-Baker-Hausdorf 公式 ， 有 
1 
exptX 'exptY = exp Ex + f Plexpt(ad X).expst(adY))(tY)ds), 
0 


其 中 


Фб) = (2-1) zog =1+у` СО ED) 
> k(k + 1) 
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于 是 
(exptX)(exptY) 


= exp [tX + f JU + tad X + PË (ad х) + olt?) 
(1 + stad Y) + Lert2(ad Y}? + оп®))@У )аз) 
= exp [tX + [ p(l + tad X + EP (aa xy 
+ stad Y + st2ad Xad Y + 5s2t2(ad Y) ott} Y ds] 


= exp [LX + tY + ‚Хх, Y] + о(@@?)]. 


因此 
(exptX (exptY (exp (—tX)) 
= (exp (tX + +Y + Sex, Y] + o(2)))(exp (—tX)) 
= exp (tY + Ë[X,Y] + 0(22)), 
(exptX)(exptY)(exp(—tX))(exp (—tY)) 
= exp (2 [X,Y] + o(t2y). 
证 完 . | 
利用 上 面 的 推论 2, 我 们 来 给 出 下 面 两 个 重要 定理 . 
定理 3.2.26 (E.Cartan) 李 群 С 的 闭 普 通 子 群 在 诱导 拓扑 下 
构成 李子 群 . 

证 Н ДЕ С WJ ТЕ, G 作为 拓扑 空间 ， 于 
ETH Н 按 诱 导 拓 扑 构 成 拓扑 空间 . 下 面 我 们 首先 在 拓扑 子 空间 
H 中 引进 解析 结构 ， 使 得 H 为 解析 流 形 ; 其 次 证 明 H 为 李子 群 . 

为 此 ， 我 们 先 证 李 群 С 的 李 代 数 e 中 的 子 集 


={XEV|expt € Н, У < R) 
为 李 代 数 G 的 子 代数 . 
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事实 上 ， 任 取 X,Y ch, 由 定理 3.2.25 的 推论 2, 有 
(ех EX)exp 2У))" = exp (HX + У) +n o(Ż)), п = 1,2,-.-, 


当 || < < 时 成 立 . 由 五 为 普通 子 群 及 5 REXER 
在 普通 子 群 H 中 . 但 是 H 为 闭 子 集 ， 所 以 当 n 一 со 时 极限 仍 
Æ H p. REAT expt(X + Y) € ñ, V R| < z. 由 于 单 参 数 子 群 
expt(X + Y), V t € R H exp t(X + Y), V і <= А, 所 以 证 明 
了 ехрХ +Ү) єў, Vt €e R. H 9 JE SW NU X +Y € 5. 再 有 


((exp = X)(exp Y )(exp 2 X) (exp ŻY” 
= exp (|[X, Y] + п29(2)9)). 


同 理 便 证 明了 [Х,У] ë 5, я 为 李 代 数 . 
SHARRA 6 的 子 代数 ， 于 是 存在 李 代 数目 的 子 空间 P, 
使 得 李 人 代数 ® 有 子 空间 直接 和 分 解 


@ = 5 +@#. 


@ 作为 Puclid 空间 ， 可 取 @ FR АЕК U. 使 得 对 $ 中 基 
Xi... X, Ж PPR X. . i... Xn A 


U= {FLAX IN] < s, 1<i<n. 


ї=1 


V=[ AX АМ <, "+1 іп) cg. 
i=r+1 
我 们 来 证 存在 є > 0, WR X 20, X e V bF. exp X ен. 
事实 上 ， 若 不 存在 这 种 。 > 0, 在 子 空间 р 中 存在 序列 {Yih 
使 得 lm... 二 0, 又 exp Y, € Н, í = L,2,.... 在 子 空间 р 中 取 
有 界 闭 集 
S=(YeuUll<|[Yj| < 2}. 
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今 Y; € $, BT DL fr E IE SE N 及 ms, 使 得 当 i> N BF тҮ; Є S. 
H S 为 紧 集 可 知 序列 Im iY; N 中 存在 收敛 子 序列 . 因此 我 们 无 
ўи P 中 序列 名 Ya， 有 mY, E S, i = 1,2,.…., 自序 列 {Үү} K 
[mi Y,) ЖИК. 记 序列 (оу, 的 概 限 为 Yo. НК Yo € S. $ Y; — 
0, mY; — Yo Æ 0, ВИ m, > +œ. 注意 到 9098 — 0. 为 了 推出 矛 
E, ВАЗА ЗШЕ еә фир T. 今 任 取 正 实数 m, 取 正 整数 
film), 使 得 тат < film) <1+тт. 因此 m < т) < m + í 

ты т 
由 m, 一 +оо 可 知 AU — т. 19-77100, Н expY, є H, 所 以 
exp (m) E H. + (туу; = EE Yi) от. MF Н Ж 
ATR, X exp fi(m)Y; > expmYo, 所 以 证 明了 expm Є H, Е 


r ——T ; T a N Ts xr. J 一 s ea — 
ДЫГ" —rr r - OLIO O OO A 


WnH= {ехр YAX: | [Ах < Er |А < є}. 


i=1 


在 普通 子 群 H 中 任 取 一 元 素 h, 作 左 平移 La, W 


L (W) H =(h.exp Уу AX |У [N <a, 1< í< r]. 
I i=1 
因此 有 Ls(W)NEH #J R" 中 某 个 含 原点 的 立方 体 的 同 胚 映射 р, 使 
得 


(po Бд-‹}(Һ+ехр Y AX) = (ÀM, Ap). 
11 


由 此 也 不 难 证 明 H ОЕ Е (ДА (И) Н, рор) |Y h € H) 
定义 了 H 上 的 解析 结构 ， 从 而 H 按 诱 导 拓 扑 构 成 解析 流 形 ， 且 
AME G 的 子 流 形 ， 

最 后 证 明 (A1, h2) > hikz, V hiha € H т, ВН ЗЕ. 
为 此 , 只 要 证 在 La (И) х2, (W) 上 解析 . 任职 La (WY x Ln (W) 


中 的 元 素 ((hi -exp E zx), (h2 exp YX), 其 像 为 
hı ' (exp у” z; X;)lexp DENALI 
t=1 т=1 


由 于 李 群 乘法 的 解析 性 ， 所 以 (hi, ho) 一 АА, УА, hz € H 关于 
ЧИК. 由 此 可 证 H 为 李子 群 . 证 完 . 

定理 3.2.27 李 群 G 4ТЕН 为 闭 李 子 群 ， 当 且 仅 当 H 
为 正则 子 流 形 ， 即 H 的 拓扑 为 诱导 拓扑 . 

证 ”由 定理 3.2.26, 我 们 只 要 证 当 H 的 拓扑 为 诱导 拓扑 时 H 
的 闭 包 H = H. 最 然 互 为 普通 子 群 ， 且 为 闭 子 集 ， 由 定理 3.2.26 
可 知 ， H 按 诱 导 拓 扑 为 李子 群 . 

ЁС rh ig š fr (07, р). НР U АЕ Euclid 空间 , 所 以 存 
在 单位 标 架 (V, 2), 使 得 V c V c U, B V ЖЕТЕ. 记 АУ = V, 
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MH (У, о Laa) 为 六 点 的 可 容许 标 架 ， 其 中 ke H. S V, n H 
为 H 的 开 子 集 ， 于 是 在 V 中 存在 可 容许 单位 标 架 (И, р), 使 得 
Wa = hi YH ATAOE H AHi, 且 拓 扑 空 间 五 中 子 集 Wa 
Æ H pR (Whos C H. 今 САЛТ У = Ши > Н, 


我 们 来 证 H = РОН. 事实 上 ， 任 取 9 8 V n E, Wh ge H, 所 以 
FE hE Н, EA дє hv IH. 现在 考虑 Һу H 中 的 任 一 元 素 9. 
对 点 9g EG PAE- ARR ,由 于 ge U, nhi, 所 以 U, n AV, 
为 含 点 3 的 G ЮЛЕ. m o € H ЕН (U, n h.) n H z 0, PF 
以 U nW, Z 0. 由 证 的 任意 选取 ， 恒 证 明了 Je Wh. BLHI g 为 
Vn E 中 任 一 元 素 ， 所 以 证 明了 


hI YH c (И) = (kV, Нун = hVi n B. 


但 是 kW n H c hV,. 这 证 明了 
h OH c kV, 1 H C hV, n E, 
ЛИН = АУ n H. 这 推出 (+ V > H) 


H=VnH=(Uxh)nH = (рип) 
he H КЕН 
= Ji n B) = Ú n 8. 
ҺЕН 

至 此 证 明了 断言 . 

最 后 来 证 H = H. 取 定 u € H, 则 V д u 在 李 群 G 中 
的 开 邻 域 ， 所 以 и lV 为 单位 开 邻 域 。 因 此 存在 单位 开 邻 域 Vo, 
使 得 WW = W cau F. ÆR heH, MJ kV, D H Z 0. Ei 
W hi € hW n H, ШАЛЫ € Vo C wP, BD uhh є Ў, 这 
Æ uhi € H,Yh € H. 所 以 uhh € V n E = Н. 这 证 明了 
А €u Hh = H, B) heH. ЙЫ Н = H. 证 完 . 

另 一 方面 ， 利 用 exp 映射 ， 可 以 给 出 如 下 李子 群 和 李子 代数 
的 对 应 关系 ， 
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定理 3.2.28 设 6 为 李 群 G 的 李 代 数 ， 仔 给 李 代 数 6 的 子 
代数 5, 李 群 GATE eph. ДН exp 邹 生成 的 普通 子 群 玉 为 
李 群 G 的 连通 李子 群 ， 它 的 李 代 数 和 © AH. KZ, EAEE G 
的 连通 李子 群 Н, MEER G 的 李 代 数 o 中 唯一 存在 李 代 数 $, 
使 得 exp% 生成 H. 所 以 李 群 G 的 李 代 数 6 的 子 代数 在 如 下 手 
续 下 有 自然 的 一 一 对 应 ， 该 手续 为 先 作 exp, 再 生成 . 

ЛН, PEIB Fi G 的 一 维 连通 子 群 为 单 参数 子 群 ， 所 以 一 
维 连通 李子 群 必 可 交换 . 

Ш w SEEP GKH RA. ER 6 中 子 代数 я, 于 
是 存在 ® 中 子 空间 р, 使 得 6 = ñ + 为 子 空间 直接 和 . 在 与 中 
取 基 Xr Xn 再 在 P 中 取 基 Х.Х, 在 G 中 取 第 三 类 
标准 单位 标 架 (Оф), 于 是 U 定义 为 


U = {g = (exp DTiXi)(exp у, ziXi),p(9) = (zh ,an 


41 i=r+1 
[V |z <e sisan}. 
考虑 
V = {g EU |ф(д) = {ж,-,ш„,б,---,0), jæi] < <,|zs| <E}, 
于 是 
V = [ST zX, | V le <=, 1 <: < r) 


4 一 工 
为 Euclid 空间 入 中 原点 的 邻 域 , H exp o = V. 今 任 取 Х,У e Vo, 
由 定理 3.2.25 的 推论 2 可 知 ， 存 在 seo > 0, 使 当 Е < so 时 有 
PLX, Y] + o(t2) e у, 因此 


(exptX)(exptY) € V. 


+ 
W = (УХ, | V |< zo, 1 < í < >), 
t=1 
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exp Vi = V”, 则 证 明了 exptX,exptY € V”, ИҢ (VY c V. XH 
(exp 下 zi = exp 此 (aa 和, 所 以 (V1 = VV， ЮН 
(с) э zu l, Yey € У ЊИХ V! #j V 内 的 解析 映射 . 

iw H AH У = ехру 生成 的 普通 子 群 ， 由 定理 3.1.31 的 证 
明 可 知 H 为 连通 李 群 ， 且 其 李 代 数 和 5 БИШ. 所 以 我 们 证 明了 
给 定 连通 李 群 G, 记 上 生 为 其 李 代 数 ， 己 为 区 的 子 代数 ， 则 exp 
生成 连通 李子 群 H. 

反 立 ， 任 给 连通 李 群 G 的 连通 李子 群 H. 记 ño Ж H 的 
КК. 由 李子 群 的 定 尽 可 知 ， 玉 等 映射 刘 H> G 为 一 一 解析 
了 映射， 又 Jacobian ЇЙ. 所 以 任 取 X € $, WJ X, € T.(H), 其 中 
e 为 群 G 的 单位 元 素 ， 而 id(e) = e, 所 以 Gd). (X, £ T.(G). 将 
(id). (X,) EEFE L, 的 微分 (L,),, V g € G, 得 到 元 素 Y E @. 
而 У. = (d),(X.). 任 取 h e H, 不 难 证 明 


Ya = (Er) Ye = (Еһ). (id ), (Xe). 


由 于 La oid = id o Ly, V h € H, ME Y, = (4). (L,).(X.) = 
Gd) (Xa), V A € H. 所 以 证 明了 65 = Gd). $o AERE O 中 的 子 
К, Ноо юы. 我 们 视 了 A X, 在 李 群 G 中 利用 李 代 数 
H 引进 第 二 类 标准 单位 标 架 ， 所 以 不 难 证 明 H 由 ехрӯ 生成, 证 
ж. 

现在 加 到 连通 李 群 C 的 自 司 构 群 ， 利 用 定义 3210 及 定义 
3.2.22, 在 前 面 给 出 了 一 批 普通 群 的 包含 关系 ， 我们 陆续 引进 李 群 
结构 ， 使 得 上 面 给 出 的 普通 群 都 是 李 群 ， 且 * 为 李 群 同 构 . 

下 面 依次 在 上 面 给 出 的 一 系列 普通 群 中 引进 李 群 结构 如 下 ; 

定理 3.2.29 O 为 连通 李 群 9 的 李 代 数 ， 则 Aut(@) 为 
GL (é) 的 闭 普 通 子 群 ， 所 以 是 闭 李 子 群 . 

Ш ÉE dim6 = n. 在 李 代 数 台 中 取 定 一 组 基 el,…,en, 它 
# 381 

lene] = y Cher, 1 <¿,j < n. 
k 
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今 任 取 AE Аш (@), А 为 李 代 数 6 的 自 同 构 ， 所 以 


т 
Alei) = У ajiey, 1 < t < п. 


了 一 1 
М. Alei,e;] = [Aei, .Ae;], EP 


AD ` Cher = У анер, s dojeq]. 
k P 4 


所 以 线性 变换 A є Aut (下 )， 当 且 仅 当 线 性 变换 A 的 方 阵 表 示 
А = (а:;) 适合 条 件 


Y Chaw = У`ана,Сі,, 1<ihl<n. 
k Pq 

所 以 自 同 构 群 Aut (6) 中 元 素 的 方 阵 表示 为 一 般 线 性 群 GL (6) 中 

适合 多 项 式 组 


Do Cham- УС! тыта, 1<4}1<ъ 
k Pi 


ЖФА. 所 以 自 同 构 群 Aut (6) 为 一 般 线性 群 GL (6) 的 闭 普通 
子 群 ， 因 此 是 李子 群 ， 证 完 ， 

定理 3.230 О ДЖ ШНА ШЕШ, ® 为 李 群 6 的 李 
代数 ， 则 _ 

Aut (G), = Aut (0). 

所 以 Aut (G) 为 李 群 ， 且 + 为 李 群 的 同 构 . 

证 ”由 于 李 群 G 连通 且 音 连通， 所 以 李 代 数 @ 的 自 同 构 
о 可 提升 为 李 群 的 自 同 构 z, HA о, = p. 这 证 明了 Aut(@), = 
Аш(@). 由 定理 3.2.29 证 明了 Aut(6) 为 一 般 线性 群 GL (@) 的 
李子 群 ， 所 以 Аш (6), 为 李 群 ， 由 于 *: Аш (б) — Aut (Ó), 给 出 
了 普通 群 同 构 ， 于 是 在 Aut (G) 中 引进 了 解析 结构 ， 使 得 * 为 李 
群 同 移 ， 至 此 证 明了 定理 . 证 完 . 
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定理 3.231 普通 群 Aut r (G), 为 李 群 Аш (б). 的 闭 子 集 ， 
所 以 是 闭 李 子 群 ， 因 此 ， Autr(G) 为 Аш (6) HETH. 
Ш ”我 们 只 要 证 


Autr(G) = {f € Aut(@) | ar = Г} 


ЖЕ Ам (G) 的 闭 普 通 子 群 就 够 了 ， 显然 ， 李 群 G 的 离散 正规 
FET 为 闭 子 群 。 在 Autr(G) 中 考虑 收 敏 序列 {0r}, 记 oo 为 其 
BE. $ ol) = Г, 所 以 go(T) C Т = T, В oo € Autr(@). 这 证 
明了 Autr(G) 为 李 群 Аш (С) 的 李子 群 ， 证 完 . 

ER E: Autr(@) — Aut(G) 为 普通 群 同 构 ， 前 面 已 给 出 
Autr(@) 的 李 群 结构 ， 因 此 我 们 可 以 使 为 双 解 析 同 肽 ， 从 而 在 
普通 群 Aut {G) 中 引进 李 群 结构 ， 所 以 Aut (G) 为 李 群 。 同样 ， 
使 * 为 李 群 同 构 ， 从 而 在 普通 群 .Aut (С). 中 引进 了 李 群 结构 ， 这 
时 也 给 出 了 & 为 李 群 Autr(G), 到 Aut (GY* 上 的 李 群 后 构 ， 另 
一 方面 , BA Aut (6) 为 一 般 线性 群 GL (Ө) WJ BJ PA, MUAR 
子 李 群 。 这 样 一 来 ， 我 们 在 普通 群 Aut (G). 中 引进 了 两 种 李 赂 结 
W. 注意 到 李 代 数 6 和 区 互相 同 构 ， 所 以 Aut(@) 和 Aut (6) 作 
为 李 群 互相 同 构 (这 时 Аш (6) 是 作为 一 般 线 性 群 GL (@) 的 闭 李 
+E). 因此 ， 易 证 上 面 给 出 的 Аъ (G), 的 李 群 结构 实际 上 是 同 -- 
个 结构 . 

为 了 证 明 adG 及 AdG 为 李 群 ， 我 们 先 来 计算 李 群 Aut (G) 
及 Аш (С). 的 李 代 数 . 

定理 3.2.32 ФК АННЕ Аш (6) 的 李 代 数 为 李 代 
Жо 的 微分 代数 Der (ë). 

证 WEF Aut (6) 的 李 代 数 为 D(6), TEER А є DG), 
则 exptA, YtEe 下 为 李 群 Аш (6) 的 单 参数 子 群 . 因此 任 取 Х,У < 
上 ,有 

(exp ғА)[Х, Y] = [(exp tA)X, (exp tA)Y]. 
双方 对 t 求 微分 ， 再 取 t=0, 便 有 
A([X,Y]) = [А(Х), Y] + IX, A(YY. 
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这 证 明了 A E Der (@), Я D(6) с Der (ë). 
反之 ， 任 取 А є Пег(®), 即 有 


A([X,Y]) = [A(X),Y] + [X, А(Ү)]. 


由 归纳 法 立即 有 


k 
A*([X,Y]) = Š" Ct[atx, дү}, 


B J. 
(exptA)[X,Y] = [[(exptA)X,(exptA)Y], 


即 
exp tA € Aut (6), V t € R. 

这 证 明了 Der (5) c D(@6). 定理 证 完 . 

推论 1 Bo AEREE GBERA, U Ad(G) 为 李 群 
АА (бу, 的 连通 子 群 .。 Ad(G) 的 李 代 数 为 Der(6) 的 子 李 代 数 
推论 2 连通 李 群 Ad(G) 为 李 群 Aut{@)] HEATH. 

证 任 取 c € Аш (6). 已 知 exp (ad X) = Ad (exp X), УХ € 
б, Н exp (ad ®) = Ad (exp 6) 为 李 群 Ad (G) 的 生成 元 素 集 ， 所 以 
只 要 证 c(expad@)e-1 C Ad(G) ЖЕТ. 

任 取 ХЕ ë, Б] 


= у (аа X) 
热 而 任 取 Y eG, 则 
(olad Xo У = a[X,= ly] = [e X,Y] = (ade XY, 
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即 
alad X)o 1 = ad (eX). 

这 证 明了 с(ехраа Х)о 1 = expado(X) є Ad(G), Ё Ad(G) 29 
规 子 群 ， 证 完 . 

推论 3 设 06 为 连通 李 群 G 的 李 代 数 ， 设 5 为 @ 的 子 代 
Ж. 记 eph ERER CG 的 连通 子 群 H. W| 6 为 李 民 数 @ 的 理 
想 ， 当 且 仅 当 吾 为 李 群 G 的 正规 子 群 . 换血 话说 ,在 连通 李 群 的 
子 群 和 其 李 代 数 间 的 一 一 对 应 下 ， 正 规 子 群 和 理想 一 一 对 应 . 

证 设 H 为 正规 子 群 ， 即 有 (adg)H = H, v g € G. 所 以 
(adg),5 = 5, Вр (Adg)5 = 5. 因此 任 取 X < ë, 则 


(Ad (expt) = ñ, V t € R. 


即 性 取 Y € 5, 有 
(Аа (exptX))Y = (exp tad X)Y € $. 


因此 


(exptad ОУ Ys 50. 


视线 性 空间 为 Euclid 空间 ， 则 任 一 子 空间 为 闭 子 集 ， 所 以 5 FH. 
取 上 一 0, 使 证 明了 (ad X)Y € б, ВИН [6,59] Соў. RAS AER 
数 ® 的 理想 . 

KZ, Жома @ 的 理想 。 即 有 (ad X)Y € $, V X € 
@, Y єў. 同样 , 由 于 钥 为 闭 子 空间 , 所 以 (exptad X)Y € p, V t € 
R. 这 证 明了 (Ad(expiX))5 C 5, V t € R, X € 6. РЕ G E 
通 ， 所 以 证 明了 任 取 o € G, Ш (Adoh C 6. НҒ Айа = (ad g)., 
即 证 明了 (adg)H c H, V ge G. MA H AFN G 的 正规 子 群 . 


证 完 . 
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$ 3.3” 李 变换 群 和 齐 性 空间 


在 这 一 节 中 ， 我 们 引进 李 变 搞 群 以 及 一 类 特殊 的 几何 空间 ， 
即 齐 性 空间 . 

ЖУ 3.3.1 HM ARAE. M ER ARAE t 
成 普通 群 ， 它 的 普通 子 群 G 称 为 流 形 Mm 上 的 FERRE, 如 果 С 
是 李 群 ， 且 G x %- MEXA (g,m) — g(m)) 是 解析 上 映射. 这 
时 对 于 SR 中 任意 取 定 的 一 点 p, WER G 的 普通 子 群 


H, = (c € G | о(р) =p) 


XG PHATE, MIEHET, PRAA p BU 迷 向 子 群 . 

显然 , 流 形 M 的 人 等 映射 id € G 为 G 中 单 粒 元 素 , 改 记 作 e. 
下 面 给 出 李 变 换 群 的 举 标 表达 式 . ТЕ ЭЛ rh Eu E — J p, PA р 的 标 
Ж (Бер). Wp 点 的 坐标 为 o(p) = 0. 我 们 将 坐标 邻 域 了 中 的 点 和 
此 点 的 坐标 用 同一 个 符号 表达 . 在 李 群 G 中 存在 单位 标 架 (07°, р). 
记 单 位 元 素 e 的 坐标 为 0, 且 将 坐标 邻 域 UV' 中 的 点 和 此 点 的 坐标 
用 局 一 个 符号 表达 . 由 于 (гт) — g(x) 解析， 所 以 存在 流 形 DM 中 
АЕА U PEA p 的 标 架 (Ve), E (U,V) 一 (Уус. 
ЕҢ g Se Ur, z € V, 1а а(х) ВА y, 所 以 有 举 标 表达 式 


y = F(g, =), 
其 中 下 在 VD) x yU) 上 解析 ， 熟知 对 李 群 G 的 单位 坐标 邻 域 
О". 存在 单位 标 架 (У', y), 使 得 
(и) с, (V) у". 
WER GBERE 6 PERA X, 则 ехріх 为 李 群 G 中 的 


PERTE, CERERE M 的 坐标 邻 域 VY 中 点 > 上 ， 得 单 参 


ЖОШ k 
yt) = F(exptX,z), |t] < e(z). 
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自然 (0) = F(e,z) = z, 因此 单 参数 曲线 段 yë) t| < (=) fE t = 0 
时 ， 即 在 点 r 上 的 切 向 量 为 


t=0 a 


y (0 dya (t) Ө _ > QF, ар, х) 
dt lt= 0 Ore 


«=1 


КС ƏF,( аа) dlexptX);} ə 
= Уух дЕ; £=exp tX dt 0957" 


a=1 j=l 
在 李 代 数 6 PREE X, Xn 有 X; = OPA 1< 
n, (о) 为 辅助 函数 ， 为 乘法 函数 ， 又 dim G = n, dim 9t = m, 


ma SRD атут, MA 
T, dyalt} ð шав: a д 
а Dea Be 
к= m=] j=1 
其 中 
JAQ | 
gos WED ， 1<e<m, 1 j š n. 


这 里 下 指标 表示 列 ， 上 指标 表示 行 .我 们 有 m x n 矩阵 
E(x) = (&?(т)), V ze e(V). 
在 流 形 M 中 点 z 的 切 空 间 T, (90) 中 取 元 素 
бо, Ур, ікі 
易 证 z — (Kije 在 (У) 上 解析 . | 
ЈАТ ВЕНЕ ЖОЖ АЕ ЕПП ЛЕКИН, АГ ШЕН ЕФЕ 
邻 域 了 上 定义 的 解析 向 量 场 可 以 开拓 到 整个 流 形 SR 上 ， 成 为 


解析 向 量 场 ， 我 们 仍 用 .区 来 表达 ，1 <i<n. 
5 X = `a X i € 6, ië X = Уа. 于 是 


#= а-у уф =ы—= у; ЖО э 
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即 X 为 单 参 数 曲 线 y(t) = F(exptX,z), |4] < e(z) 在 点 2 ЮИ 
量 . 
定义 332 HIAL MEM 上 的 解析 向 量 场 


Tt 
X = у `a, X;, V (ay, Qa) € F 
i=l 


称 为 流 形 M EA ERDER 它们 的 全 体 构 成 n RHEE B], 
称 为 流 形 ОЛ 上 的 无 穷 小 变换 群 . 

引 理 3.3.3( 李 变换 群 的 S.Lie 的 三 个 基本 定理 ) 符号 同上 . 
4geV хеУ 时， 有 


ӨР (ду) 
(1) öz 


о ео Q) ең) ©, _ -Eohi 


= £(F(g,z))R(g)” t, Fle, z) =T; 


其 中 C8 为 李 代数 OKTE X, Xn 的 构造 常数 ， 即 有 


[X X] = 2 CX 1<i,j< nm. 


Ш SER g hev’, rev. 由 g(h(z)) = (gh)(z), 有 
Flg, F(h,z)) = F(f(o, h). z). 
对 g 求 导数 ， 再 令 g=e, 有 


ECF, a) = 2202) нл), 


其 中 RO) = (rÍ 00), = ФӘ) 
由 


这 证 明了 (1) RE. 


g=e ` 


EE a) = у “Тебе у, 
j 2 
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双方 对 hx 求 导数 ， 再 取 h = 0, 有 
952 (0) OFalh, з) 
> ( Әув iw=F(hz) Әһ, Jazo 


Ә? Falh, гы) Ər2(h) 
Е > a һ=0 il (+> Bh КА Ohx | 
i 了 


即 有 


ӘР (ж) a (А) Ә?Е (h, к) 
> дв pr C SEE о) BR от Əh;Bh, lh=0 


于 是 


т E(h k 
66 } a7 20) ) е) ( 2) 27 z)( = ) -“ һе 


H S.Lie 第 二 基本 定理 ， 有 


(24% _ эч) 823.09, h) _ Zlo) 
һ=0 д;ӘһҺ: lg=h=0 Өф ӨӘҺу lə=h=0 


ðh; аһ; 
_ (4) а (я) а ш) P 22 (9) 
7 ög; |7 др о = E (Bo We a ao 
= 010500) |, шо Ch = — CE. 
因此 证 明了 


x (ee д 2 —{ (а) дг? чур -Zo 


这 证 明了 (2) 成 立 ， 证 完 . 
引 理 3.3.4 符号 同上 . 李 代 数 ® 到 线性 空间 Б 上 的 对 应 
X 一 -下 为 李 代数 上 的 同 构 对 应 . 
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证 先 证 各 构成 李 代数 ， 今 
— — Ə 
[X,, Ху] = оа E oa 
ӘС (ж) дЕР (ж), ү д 
= (> а Q) TE 


= -DDoe =- Y CX. 
с & Е 


这 证 明了 ® AFREK, Вх уа э -Laul 给 出 李 代 数 
为 了 证 这 是 李 代 数 同 构 ， 我 们 要 证 X, Xn, RER. 
事实 上 ， 设 车 Ya X, = 0. #E X ах, 及 流 形 上 的 单 参 


数 曲 线段 y(t) = К(ехрїХ,г), | < (z). 由 引 理 3.3.1 可 知 


dyalt) _ y Falt, а) d(exptX); 
dt дЕ; £=exp tX dt 
= У (v0) (expiX 3 (exptX)ap, 


ikp 


其 中 Rig) = (rila), R(g) = ( 符 (g)). 另 一 方面 ， 由 定理 3.227 
的 证 明 可 知 ， Аас 在 李 代 数 6 的 基 Х,,.--,Х 下 的 方 阵 表示 为 


A(g) = R(g) L(g). 
今 记 a= (а\,- .. ‚@һ), 则 


48) 


dt = sL(exp tX) (R(exptX) 1)'e(u(t)y 


= аА(ехрехує(у(0у. 


我 们 来 证 
аА(ехріХ)' = а. 
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FE, H (AdíexptX))X = (exptad X)X = X, V [t] < є, Pr Li 
ВАА ВШ аВ(ехріхХу = a. 至 此 证 明了 


WO L (ишу, 
Ep 
0) Уа 0), sas m. 
由 假设 DaRi = 0, В Pa ez) ge = 0. И И] < e(a) 时 有 
Ye -0 1 < z < m. 这 证 明了 
u(t) = (exptX)z = (0) = x, У < (ж), = € e(V). 


由 李 变 换 群 的 定义 可 知 ,我 们 实际 上 可 取 e(z) = є ў тє (У) ж 
关 ， 这 证 明了 exptX = id, R| <=. 双方 对 t 求 导数 ， 再 令 # = 0, 
便 证 明了 X = уа; = 0. 已 知 Xn, Xn 为 李 代 数 O 的 基 ， 
所 以 证 明了 а =--- = an = 0, В Х1,:.:, X, 线性 无 关 ， 引 理 证 
完 . : 

Нн, Жж 

512335 符号 和 同上， ÆR Х=уа,Х,є 6, HJ 


y(t) = F(exptX,z), I| < z, z € e(V) 


是 常 微分 方程 组 


30) ЭОЕ 


的 具有 初 值 (0) = х 的 唯一 解析 解 ， 
引 理 3.3.6 ЖӘНЕ. ER X € 6, pemn, Ш л 上 有 
жеж 
(Exp (2Х)), = exp (X), V t € R. 
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其 中 X = У: X,, X = Yai X. 映射 exp : ë M КА TER Re 


射 , 又 Exp 2 = Ў ia 
证 і O = Е(ехріХ, х), 则 


(0 51(® АШ ， l] < z, 1 < e < т, 


MN ак 
其 中 
Wal) су ы}, 1<о<т, 
х Узал :, Х= Уа, = Уеа) 52. 
于 是 


5.0 d 
Х|, =) > 4 a а 


沿 着 曲线 y = ып) 成 立 ， 困 此 


d* 


= ак 
x | -ve T dtt’ 


于 是 由 yt0) = z, 有 


° gk _ oo yk _ 
y(t) = у, р С^ Yvet = у gie 


k=0 k=0 
іа Exp X) = E TX, 则 证 明了 
y(t) = (Exp (¿X))z = F(exptX,z), V || < є. 
至 此 证 明了 任 取 X < Фф, pem, Ш 


(Exp (#Х))р = exp(tX), V |t| < e. 
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显然 上 式 可 开拓 到 ЄК ВАУ. Ш. 
设 m 为 解析 流 形 ， GAREM 上 的 李 变 换 群 .在 流 形 M 


中 和 任 取 一 点 p, 则 流 形 mt 中 的 点 集 
С(р) = (9(p) | V ge G) 


称 为 过 点 p 的 轨道 .对 轨道 上 的 竹 两 点 人 和, 于 是 q = (р), 
q2 == ga (p), 因此 quq; (чә) = а. 所 以 我 们 可 以 自然 地 引进 等 价 关 
Ж. ИЕ ОЛ 中 两 点 称 为 互相 等 价 的 ， 如 果 这 两 点 同属 于 一 个 轨 
ІН. 换 名 话说， 存在 李 变 换 群 G 中 一 元 素 将 一 点 映 为 另 一 点 ,而 
等 价 类 和 集 即 轨道 所以, WE ЭЛ 按照 李 变 换 群 分 成 互相 不 相交 的 
轨道 的 并 集 . 

定义 3.3.7 解析 流 形 ЭЛ 称 为 关于 李 变 换 群 是 可 递 的 , 如 
Ж 哎 中 任 一 点 的 轨道 为 流 形 ЭЛ Ж. ХЫ, MRA 齐 性 空间 . 

显然 ， 有 

引 理 338 ШС АЙШЕ ОЛ БЕЙ. WWE ОЛ 中 的 
国定 点 所 8 g1,92 € G 有 glp) = (р). 记 H, 为 点 p ЖЕ 
群 ， 即 有 

H, = (g £ G |9(р) = p}, 

则 go € 25B;,. 

设 ОЛ 为 解析 流 形 ， 它 在 李 变 换 群 G 作用 下 可 递 . 在 9л 中 取 
定 一 点 多 记 H, 为 点 p ЖАТ. BR, Н, JER GORE 
І РЕР, 所 以 是 李子 群 ， 记 6,9. 分别 为 李 群 G 及 其 闭 李 子 群 H, 
的 李 代 数 ， 则 exp, ERATE H, 的 单位 分 支 . 

ETRE S, 中 取 基 XXn BEFRA 6 中 取 基 
Xr Xr, Х„+ъз An ТЕ С 中 取 第 三 类 标准 单位 标 架 (U, e), 
使 得 


Pllexp Ў ziXi){exp X =Х;)) = (cl, Ln) = z, 
i=l i=r+1 


RP Y [51| < sra| < е. 
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由 于 H, 为 闭 李 子 群 ,所 以 H, 的 折 扑 为 诱导 拓扑 , 因此 U YH, 
为 流 形 H, 的 单位 邻 域 . 注意 到 exp У) т,Х,є Hp 所 以 
+ 二 十 1 


UN H, = {exp y m. X;, [Ery] 466,2, < е}. 
i=r+l 
现在 考虑 左 旁 集 定义 的 商 空间 
G/H, = {gHp | V 9 € G). 


因此 


U/H,= U/(H, NU) = {exp 》 zi Хан | || < ee, < E}. 


3 一 主 


因此 ， 可 以 在 集合 U/H, 上 引进 同 肪 映射 


Po: (exp Y rX) Hp 一 (ш\, и уйт). 
=1 


对 商 空间 СУН, 中 任 一 点 gH,, 考虑 集合 
9U/ Hp = {9go Hp | V go € U}. 

于 是 (4У/Н, po o Б!) 为 标 架 ， 因 此 容易 证 明 对 标 架 缆 盖 
{(90/Н,, ров 17) |V g € G), 


则 商 空间 G/H, 构成 解析 流 形 , 称 为 商 流 形 . 事实 上 , 若 (gU/ H) ， 
(g'U/H,) # 0, 则 存在 v1,v2 € U, 使 得 gu H, = g'usH,,, Вр 


vy gva € Hp, 
其 中 


+ r 
шү = exp Y ` z; X;, t> = exp Y X; 
i=l i=l 
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ЕЖ, vi Hp 有 坐标 (zu Ze), u T, A APR (yrat). Sgn H, 
的 党 标 为 (marh gus H, 的 坐标 为 (uti 96). ATHER 
G/H; 为 解析 沫 形 ,只 要 证 办， 办 Аж, T. 的 解析 函数 ,而 且 
mites m. A yr … 防 的 解析 秃 数 就 行 了 . 由 于 李 群 G PHREEK 
取道 运算 都 解析 ， 所 以 9 'lgu 的 坐标 为 yal ,yr 的 解析 函数 . 
由 g lg'oz H, = v Hp, A g 19v2Hy 的 众 标 为 (x1,-… ,Zr). 这 证 
明了 (zi ……,zr) 为 m. t ,Yr 的 解析 函数 . 同 理 可 证 (04... 9.) 
为 zi... Tr ЙН. 因此 证 明了 商 空间 САН, 为 解析 流 形 . 
MEERE M PRES p 及 点 2 的 标 架 (U,y). 对 李 变 换 群 
G, 取 定 单位 标 架 (1,0), 使 得 任 取 gEV, z € U, HHJ giz) 的 坐标 
为 Fige) 由 李 变 换 群 的 定义 可 知 ， 王 为 g 及 z BDE ВАЙ. 
着 虑 商 空间 G/H, 吧 齐 性 流 形 S 上 的 对 应 


T:gH, ә (р), YY g€ G. 


由 引 理 3.3.8 可 知 ， т 为 到 上 的 一 一 对 应 ， 上面 所 取 的 单位 标 架 
(У, 0) 为 第 三 类 标准 单位 标 架 ， 所 以 


V/H, = {(ехр 3 ` zi X )H,J, 


i=1 


标 架 (УН, ү) 有 


4((ехр D xi Xi) Hp) 一 (zl Lr) 


i=l 


我 们 来 证 7 为 商 空间 G/ H, 到 齐 性 流 形 ЭЛ 上 的 双 解 析 辣 胚 ， 事 

ЖЕ, ER G/H, 中 点 gH, HIER (gV H,, огл) 以 及 M 中 点 

olp) 的 标 架 (000), фо 11), 于 是 由 +(guH,) = gu(p), Vu € V 及 

сон, 的 坐标 为 zi... me 则 gulp) 的 坐标 为 Е(ехр У] z,X;,0), 
1=1 

WIX ту, m. 的 解析 函数 ， 同 理 可 证 +~! 解析 ， 至 此 证 明了 

断言 ， 
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由 此 可 见 ， 在 流 形 等 价 意 义 下 ， 齐 性 流 形 等 价 于 商 流 形 . A 


此 ,我 们 需要 进一步 考查 商 流 形 G/ Hy. 
ER дє G. 我 们 知道 g ARRP ОЛ ЕЙТЕН. 5; 
一 方面 ， 可 以 利用 9 引进 商 流 形 G/H, 上 的 映射 


As :用 五 > gp Hy, V Q € G. 
显然 ， 这 是 商 流 形 G/H, 到 自身 上 的 一 一 对 应 ， 生 由 于 李 群 乘法 


EREZA DARE METE ANNAE, MRE А, 为 
商 流 形 G/H; 上 的 双 解 析 自 同 鬼 ， 又 显然 


Ало = Ag о Аһ. Ар = Аз, А =, 
其 中 e 为 李 群 G 的 单位 元 素 ， фт. ЄС. 这 证 明了 
Ав ={А„|УдєС} 
为 普通 的 群 . | 
Хш A, 及 了 的 定义 可 知 
To = дот, V gecG. 
事实 上 ， 
(ro A;X(g Hy) = r(gg Hp) = gg'(p) = gr(g Hp), V g,g' € G. 
这 证 明了 断言 . 因此 
Аз = тозот, VgecG. 


所 以 As = T 1GT. h r 的 一 一 性 可 知 9 А, V g e G ЖШ 
群 同 构 .因此 ， 可 以 自然 地 在 普通 群 AG 中 引进 李 群 结构 ， 使 得 
g> As V gE 为 李 群 向 构 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 可 以 改 用 符号 g 
来 代替 A,,Yg € G. 

引 理 3.3.9 符号 同上 . E GAWEN Бтрак Е, 
对 流 形 M 中 国定 点 p,q, 则 迷 向 子 群 H, 和 H, ННН. X N p 
的 迷 向 子 群 H, 中 无 李 群 G 的 非 平 凡 正 规 子 群 . 
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证 нл јао, FE 9 E G, 使 得 g(p) = q. 


今 
H, = [go Є G | (р) = p}, 

Т: ggo(p) = gip) = q. Нр= g 9 可知 ggog 1 (q) = g, 这 证 明 
T дя! € H, В Нуу c H,. 同 理 可 证 g :Ho9 С Н. 即 有 
H, = gH,ə9-`, MOA H, 和 H, HARY. f 

再 车 Gi 为 H, FER G BERTHE HETA, ÆR 
g € G, № gG g! = G. ҒАНИ gy € Gi, M Ap (98) = 
ggh, = g(g gg) Hp. H m € H, 可 知 ， qi,9 gg E Hp- 
此 А„(#Нь) = gHp, Vg EG. 这 证 明了 Ap = іа. 但 是 9 一 
Аз. V g € G AEF G #| As 上 的 同 构 .显然 e — id. 这 证 明了 
Ф = e, WA Gi = {е}. 引 理 证 完 . 

在 一 般 情 形 下 . 任 给 连通 李 群 G RATE H, 我 们 可 以 定义 左 
旁 集 空间 G/H. HRE r: G G/H 定义 为 т(9) = gH, V g € 
G. 我 们 可 以 在 左 旁 集 空间 G/H 中 引进 拓扑 ， 使 得 自然 上 映射 为 
ЖЛЕ. 且 可 以 在 G/H 中 引进 解析 结构 ， 使 得 G/H 为 解析 
ИЖ, 而 自然 映射 为 到 上 的 解析 映射 . 我 们 称 G/H 是 李 群 关于 
闭 子 群 的 商 流 形 . 这 里 要 注意 ， 只 有 闭 子 群 才 能 使 得 商 空间 СУН 
为 Hausdorff 空间 . 

同样 ， 可 以 定义 李 群 С 在 商 流 形 G/H 上 的 作用 ， 即 任 取 
g€ ,定义 A, : ву — ga g €G. RIE 

ЗІ 3.3.10 符号 同上 .，g 一 4 Yg EG # H 83 С 到 
Ас = {4 | Y9 EG) LIRAS. HARA 


Ho = Пано". 


єс 


ТЕЙТ H 中 G 的 最 大 正规 子 群 . 

证 显然 g > А, V s EG 给 出 普通 群 G 到 Ас 上 的 普 
遂 群 同 态 . ШАА С, EE G 的 正规 子 群 . 今 ge G, SH 
仅 当 А, = id, 所 以 gm H = mH, Yg € G. 这 证 明了 gi1gg є 
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H, Bl ау Сз C H. ,特别 取 g = e, 可 知 С, C Н. ЖЕ, 

G, C Hg, ', Yg e G, B) G, с Нь. 另 一 方面 ER 9 e H, 

因此 g € Наг), Yg € G, В g, пау € H, Yg € G. 这 证 明了 

g gnh = H, 所 以 g(@ H) = ФН, BB A, = id. 这 推出 g € С. 

至 此 证 明了 Ho CG. BR Ho ATE H 中 群 G 的 最 大 正规 子 
由 于 有 如 下 自然 的 一 一 对 应 


G/H > (б/Но)/(Н/Н), 


Hš H/H 中 没有 群 G/Ho 的 非 平 凡 正 规 子 群 ， 从 商 空间 的 角 
度 ， 自 然 地 不 考虑 G/H, 而 考虑 (G/ Ho)/(H/Ho). 为 此 引进 

定义 3.3.11 设 互 为 连通 李 群 G 的 闭 子 群 , 若 H 中 无 G 的 
非 平 几 正 规 子 群 ， 则 称 G 在 商 空间 G/H 上 的 作用 有 效 , 否则 称 
为 非 作 用 有 效 . 

由 上 面 的 讨论 可 知 ， 齐 性 流 形 等 价 于 作用 有 效 的 商 流 形 ， 反 
之 ， 作 用 有 效 的 商 流 形 为 齐 性 流 形 . 所以， 研究 齐 性 流 形 和 研究 
作用 有 效 的 商 流 形 是 一 回 事 ， 至 此 ， 我 们 证 明了 

定理 3.3.12 设 G 为 解析 流 形 名 上 的 可 递 李 变换 群 . 在 ОЛ 
中 取 定 一 点 p. 记 H 为 李 变 换 群 G 中 点 p 的 迷 向 子 群 ， 则 有 

(1) ER a € 9, 存在 ge G, 使 得 9= gip), Ш Но! 为 点 
g 的 迷 向 子 群 ; 

(2) ЖАТ H 中 无 李 群 G 的 非 平 凡 正 规 子 群 ， 即 李 变 换 
群 Ç 在 流 形 л 上 的 作用 有 效 ; 

(3) ЖА) G/H 中 可 引进 解析 结构 ， 使 得 对 应 


T: gH — (р), V g € G 


为 商 空 间 G/H 到 流 形 ЭЛ БНТ А; 
(4) ER g€ G, 定义 商 空间 G/H 上 的 映射 


A; :了 万 一 дтн, V z € G. 
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记 
Ас = (As | V 9 € С}, 

则 Ас 为 商 空间 G/H 上 的 李 变 换 群 ,使 得 g — As, v g EG 为 李 

# G m) Ас 上 的 李 群 同 构 ， 我 们 可 改 记 Ас 为 G; 

(5) 连通 李 群 G 关于 闭 子 群 H 的 商 空间 G/H 若 有 性 质 G 
在 避 / 吾 上 的 作用 有 效 ， 则 G 是 商 空间 G/H 上 的 可 递 李 变 换 群 . 

这 以 引进 

定义 3.3.13 i H УЮН G 的 闭 正 规 子 群 ， 则 商 空间 
G/H 称 为 李 群 G 关于 闭 正规 子 群 H 的 商 李 群 . 

引 理 3.314 设 商 空间 G/H 为 连通 李 群 G 关于 闭 正 规 子 群 
的 商 李 群 ， 则 G/H AER HARRY r: G 一 G/H AFER 
MERT, BAFRA. Hia ó 及 $ 为 李 群 G 及 其 子 群 互 的 
李 代 数 ， 则 5 为 理想 ， 且 商 李 群 G/H 的 李 代 数 为 @/9. 

证 今 商 空间 G/B 为 普通 群 ， 自 然 映射 为 普通 群 同 态 . 在 
G/H 中 引进 拓扑 ， 使 得 自然 映射 +G 一 G/H Е. 在 
李 代 数 6 PRE Xn Xn 再 在 6 中 取 基 


Ху, Хау, Хь. 
在 G 中 取 第 三 类 标准 单位 标 架 (U, р), 使 得 
U = {(exp 》 zi X )(exp 》 ziXi) 
3 一 了 | i=r+1 
а= (Ti En} | |z: | <E, Enl <E}. 


在 G/H 中 引进 标 架 (U/H, о), 使 得 U/H 定义 为 


{(ехр У =Х)н "y= {£1 2.) | [ei| < £,- lEn] <e}. 
任 取 g € С, (90/9, yo o 1) 为 标 架 ， 于 是 在 G/H 中 引进 解 
WA TEEN, ЗАН ЈЕ АСВА G/H x G/H 5 сун: 
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EENH) = ng; H 解析 ， 所 以 G/H AER. ER G/H 的 
李 代 数 为 李 代 数 6/5. 证 完 . 

定理 3.3.15 (HEELE) 设 0 为 李 群 G1 到 Ca 上 的 同 
态 ， 则 同 态 核 ker (0) = 0 1(es) 为 李 群 G, 的 财 李 正规 子 群 ， 其 中 
e: 为 李 群 Со 的 单位 元 素 . 又 存在 商 群 G/6-!(ez) 到 李 群 Ga 上 的 
FREH т, 使 得 To7 = 0, HP n ARREA G 一 G./8_1(e;). 

证 由 普通 群 的 同 态 基本 定理 可 知 ， 对 普通 群 上 述 结论 成 
立 ， 现 在 对 李 群 G1, 由 于 0: G: — Gz 连续 ， 所 以 同 态 核 9 e) 
AF G 的 闭 普 通 正规 子 群 , 所 以 是 闭 李 正规 子 群 . РИШ. Н ДЖ 
射 r: Gy 一 Go9-l(es) 接 引 理 3.3.14 而 为 李 群 同 配 ， 由 于 在 С, 
中 引进 第 三 类 标准 单位 标 架 ， 诱 好 了 在 商 群 G1/6-1(ez) 中 引进 的 
是 第 一 类 标准 单位 标 架 ， 所 以 易 证 T= bon t :G10-i(es) — Ga 
为 李 群 同 构 ， 证 完 . 

于 是 ， 应 用 于 非 有 效 作 用 概念 ， 我 们 有 

定理 3.3.16 ШОС ЛЖ ШИ, H 为 闭 子 群 ， 设 


Ho = [ )sRa + # {е}, 
g€ GÇ 
则 Ho 为 李 群 G 的 正规 子 群 ， 且 为 闭 李 正规 子 群 ， 义 商 流 形 G/H 
ЖЖ ИТЕЛЕР ИНЕ (G/Ho)/(H/Ho). X G € G/H 上 作用 非 有 
效 ， 而 李 群 G/ Eo 在 (G/H.)/(H/Ho) 上 作用 有 效 . 

证 我们 先 来 证 Ho JMT. 事实 上 , HHR c Ho, hi 收 
ЖТ ho € G. 由 于 hegHg-!,YgeQ, 即 ho € gHg-l,Vg 8 G. 
因此 ho € Ho. 这 证 明了 H, 为 闭 李 正规 子 群 . 

任 取 geG, 则 gH e G/H. 作对 应 

gH > (gHo)(H/ Ho). 
ЯШ ЕИ СУН 到 (G/Ho)/(E/Ho) 上 的 一 一 对 应 ， 且 是 双 
RHEE. BA, HTAR H/H. 中 关于 商 群 G/H WERTH 
只 有 平凡 子 群 ， 所 以 G/Ho 在 商 流 形 (G/H) (Нуно) 上 的 作用 
ЖЖ. 证 完 . 
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显然 ， 李 群 C 的 单位 连通 分 支 Go 为 闭 普 通 正 规 子 群 ， 所 以 
是 闭 李 正规 子 群 ， 考 虑 商 李 群 С/Со, 其 中 任 一 元 素 构成 的 集合 在 
G/Go 中 丸和 开 及 闭 ， 所 以 连通 .因此 C/C 为 完全 不 连通 群 ， 它 是 
FHER, НИШ. 

现在 利用 商 李 群 的 概念 ， 我 们 给 出 连通 变换 李 群 的 完全 分 类 
和 实现 . 

定理 3.3.17 设 连 通 李 群 dim G = n. Ш С 为 交换 李 群 ， 当 
且 仅 当 它 的 李 民 数 交 换 ， 叉 在 同 构 意义 下 ， 连 通 交 换 李 群 是 环 面 
和 Euclid 空间 的 拓扑 积 ， 确 切 地 说 ， 在 实 的 情形 ， 李 群 G 同 构 于 


R" x (R”/Z°); 
在 复 的 情形 ， 李 群 G ШИЕ 
Cs x CB + VIZ’). 


Ш ”由 定理 3.2.25 的 推论 1 可 知 前 一 断言 成 立 ， 下面 证 后 
一 断言 . W dim G = n. 由 于 连通 交换 李 妊 С HEREKE, НА 
维 数 的 交换 李 民 数 必 互相 同 构 ， 由 于 从 玉 = 中 或 FF= C hih 
МЕ" ШЕ Р ER n Я Euclid 空间 , 它 是 连通 且 单 连通 李 
群 ， 乘 法 运算 为 向 量 的 加 法 . 显然 ， 李 群 P" 的 李 代数 可 交换 ， 
且 为 n 维 李 代数 . 由 通用 覆盖 群 理论 可 知 ， 在 李 群 Fa 中 存在 离 
散 子 群 (由 群 交换 ， 可 知 任意 离散 子 群 为 属于 中 心 的 离散 正规 子 
Г, 使 得 李 群 G 同 构 于 李 群 F/T. 所 以 在 同 构 意义 下 决定 连通 
交换 李 群 的 问题 ， 化 为 决定 加 法 李 群 F" 中 离散 子 群 的 问题 . 

这 个 站 题 的 解决 需要 用 归纳 法 . 即 我 们 要 证 明 ， 加 法 李 群 Р" 
中 离散 子 群 P 中 必 存 在 极 大 线性 无 关 部 分 组 ај, а, 使 得 当 
F = К 


& 
Г = (Y nio: | ni， ñ, € Z); 
i 二 1 
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м F = C 时 
T= {У nia; | rt, € Z+ V —1Z7). 
+ 一 | 


下 面 我 们 只 在 二 及 时 证 明 这 个 问题 . 

(1) T = 0, ДЕГ = Е". 

(2) 设 I 关 0, 且 TT 的 极 太 线性 无 关 部 分 组 由 一 个 和 问 量 组 
A. TET 中 有 非 零 向 量 ， 取 定 长 度 最 小 的 非 堆 向量 al ET, F 
Ж љо € DT, Ym € Z. REIXES Г = {то | п € Z). ЖЛ 
然 ， 则 存在 8 Er- {ma | V na € Z). 因此 ， 8 Z 0, H 8 的 长 
Ж |8| > joi]. 但 是 工 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 由 一 个 向 量 组 成 ， 所 
以 月 = аа, 其 中 ae F. WER по, 使 得 0< [no — a| < 3. 于 是 
0 Z noa — ac є Г, mM 


1 
0 < jnoaa ~ aai] = |no — allail < 3111. 


这 和 е1 B НУ ЛГ ЛЕ. 所 以 证 明了 Г = {ва |Y ni € Z}. 

(3) ET #0, 且 工 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 由 s- 1 个 向 量 
组 成 ， 按 归纳 法 假设 ， 在 了 中 存在 s 一 1 个 线性 无 英 的 向 量 ， 使 
8 T 为 这 些 线性 无 关 向 量 竟 任意 整 系 数 线性 纽 合 ,现在 考虑 情形 
T Z 0, 且 工 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 由 з 个 向 量 组 成 . 在 了 中 取 
长 度 最 小 的 非 零 向 量 ол, 以 aa 为 基 构 成 п 维 线性 空间 F" 中 的 
一 维 子 空间 Е. TE LA n ERER P" 中 的 一 维 闭 正 规 李 子 
H. BRER F"/ 显然 Р/С 为 n 一 1 维 线性 空间 ， 它 线性 同 
HT F 考虑 FA/£ ФЕТ Г/С, 由 归纳 法 假设 ， 所 以 在 
离散 子 群 1/£ 中 存在 极 大 线性 无 关 部 分 组 Gs... ,Gi, 使 得 


Гу = {у тё | У no,-- n, € Z). 


i=2 
考虑 自然 映射 F" о ЕЗ0 h G; e Fn/ë 可 知 , 在 P 中 存在 向 
Ж о: 使 得 (о) = i+ £ = &, 2 < í < s. 这 证 明了 在 Р" 的 离散 


2978 ， 


TRT PEE s 个 元 素 a1,…,as, 使 得 a, 0, Н o, 的 长 度 最 
J, оз 关 0 ,Qe 8 Ü, EIE rla) = G;, 2 < ¿í < s, пор) = 0. 


8 
ro [Y man | Yn, ne € Z} 


1=1 
我 们 来 证 aa……,as 线性 无 关 . 事实 上 ， 若 存在 аі, а, € F. В 
Уа, = 0, 于 是 有 


0 -= x(0) = xf 人 AQ) = > ania) = Уа. 
121 i= +=2 


H azo, Gs 的 选取 可 知 аў =- = а, = 0, 因此 证 明了 ala = 
0. 但 是 o, # 0, 所 以 a, = 0. 至 此 证 明了 离散 子 群 T 中 向 量 
1.02, 7-5,0, 线性 无 关 . 


最 后 ， ET = (È nio; |m n, € Z). ВЕЖ, ШР 
tper, Až [È ња, [ni ,ns € Ж}. 但 是 z(8) є T/£, Bp 
(8) = D а, 其 中 nz,….,ns € Z. 这 证 明了 


B= Y nos + ас, 
1-2 
由 8 的 选取 可 知 а 不 是 整数 然而 
qoy = B — Уто; e Г, 
i=2 


于 是 存在 整数 mo, 使 得 0< la nol S È. X aa — noon € T, 可 是 
0 < [ао — пуа | = |a -= nolla < Leal. 这 又 和 о, 的 选取 矛盾 . 
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至 此 证 明了 在 任意 情 开 下， 天"” BJ ES mk f PE 
Г = (Упа, пус, € Z), 
i=l 


其 中 ai as 线性 无 关 ， 

于 是 在 Fn PRE ора as Qn 这 证 明了 F"/r 
的 举 标 全 体格 成 FZ x. x PVZ x Ехо x F' = (РУ) x F, 
定理 证 完 . 

推论 ER G 的 一 维 连 通 李 子 群 G1( 即 单 参数 子 群 ) 为 交 
Ф. EG 为 非 紧 李 群 时 ， G, 同 构 于 一 维 Euclid 空间 ， 在 
G, ARFER, G, 同 梅 于 一 维 环 十 F/Z. 

下 面 考虑 在 李 群 理论 中 扮演 重要 角色 的 换 位 子 群 .为 此 先 证 
明 

引 理 3.3.18 i$ С ЖИН АЖЕ, MER С 的 连通 
ERTH H Б]. 

证 分别 记 李 群 人 及 其 子 群 H 的 李 代 数 为 @ 及 95. HT 
H 为 正规 子 群 ， 所 以 5 为 @ 的 理想 ， 于 是 有 李 代 数 的 自然 同 态 
р:6 — 8/9. 由 于 世 为 连通 且 单 连通 李 群 ， 所 以 自然 同 态 о 可 
提升 为 李 群 б 到 连通 李 群 G, 上 的 同 态 7, 其 中 李 群 G, HER 
数 和 6/6 同 构 ， 且 т. = р. 所 以 由 月 然 同 态 p 的 核 07100) 为 与 
пее В т, 的 核 为 D 记 李 群 G 的 单位 元 素 为 e. Ж С 
到 Gi 的 同 态 r 的 核 z (e) = 用 ,显然 H, 为 李 群 G 的 闭 李 正 
规 子 群 ， 今 w.(5) = 0, 所 以 е, = ехрт,(5) = z(exp $). HEH 
T exp C Hi ШЕР SAELE H 的 李 代 数 ， 所 以 exp 5 ER 
H. 这 和 证 明了 H, оН, ВИ, эс. 另 一 方面 记 7. 为 李 群 
б 的 李子 群 H, 的 李 代 数 ， 由 r(A) = (ex) 可 知 m.(6,) = 0, 所 
以 ñ: C ñ, 由 此 可 推出 S = 9, 这 证 明了 李 群 豆 为 H, 的 单位 分 
Ж. S H, ЕСФ, H # H, Ф, ТШ H £ G Ф. 证 完 . 

EX 3.3.19 李 群 G 的 子 集合 

{abat |Y a,b € G) 
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ЖЕШ ТОШ РЕКОА t G 的 换 位 子 群 . 记 作 {G,G). 李 代 数 ® 
的 理想 G G 称 为 李 代 数 省 的 换 位 子 代数 . 

ЖЕЎЕ 3.3.20 it O HEARR G 的 李 代 数 ， 则 李 群 G 的 换 
пт (G.G) 为 后 的 财 话 通 正规 子 群 ， 它 的 李 代 数 为 @ 的 理想 
9%, 5]. 

证 Æi С 为 连通 且 单 连通 李 群 ， 今 对 李 代 数 e 的 理想 
[9,5], 它 作 exp 再 生成 G 的 连通 正规 子 群 G,. 由 下 理 3.318 可 
Ш, Gi 为 李 群 G BDP EM F R. ERER С/С,, 则 李 群 G G, 
HERAA ӨЛӨ, Б] 本 交换 ， 所 以 李 群 С/С, 可 交换 .作为 普通 
ВЕ, НЕН G, 5 (G.G). 

下 面 来 证 С, c (G, G). 事实 上 ， 由 于 连通 李 群 G, 的 李 代 数 
为 [6,6]. 所 以 存在 Pe, Phn Qh, Q € 6. T 

Ху = [Ph Qh X, = |P,., Q] 


为 理想 [6,5] 的 一 组 基 . 再 措 上 X... X, 使 成 李 代 数 G 的 
Ж. 在 李 群 Gi 中 到 第 二 类 标准 单位 标 架 (U, р), Вр 


U = {g = (expziX)): (expr, X.) | P(g} = z = (zy, * En), 
jm] <E Enl < е}. 


ШЕ ИП =: С. 
Суг = {9 = (ехргуХу)---{ехрт„Х„) | |21} < ez < =). 
今 由 Campeli-Baker-Hausdorff 定理 可 知 ， 当 fal < є, || < < 
时 有 
gile, t) = (exp sP;)(exptQ;)(exp sP;) l(exptQ,) "1 


= exp Уа; (в) + bi; (s) + 0(22))Х;, 
1 


其 中 а; (в), bals) 在 |s| < e 时 解析 . 取 а = 0, 可 知 


exp > (tai; (0) + tb; (0) + o(t2))X; = 0. 


了 


这 证 明了 a; (0) = b;(0) = 0. 再 取 s = t, WÉ (6,0) = t[P;,Q;] + 
o(t) = tX; +o(t), МО а: (8) = di; +o(1). 这 证 明了 存在 0 < е < z, 
当 18] < є! 时 有 det (aj; (s)) > 0. 
记 
g(tu''' t.) = (9, 6) 92 (8, 02) .gr(s, tr), 
其 中 |<, < g", W| 


Dglt1,. ,ty) — (20012, ИЭ 
Bftl vt) t= T] Ət; 


по) = (ен ®)), 


ech 1 < ¿j < z. 所 以 证 明了 看 在 se < sf < 6 使 当 || < 
zn... || < e” в, gitet) 构成 单位 的 一 个 r 维 邻 域 . 5 — 
方面 ， 考 虑 g(t ytr) 的 第 r+ l, n А. BUT gils tj) € 
exp [5,5], 1 < j < r, 可知 在 标 架 (0,0) 中 的 学 标 为 0. 至 此 证 明 
了 在 普通 群 {G,G) 中 存在 一 个 李 群 G, 的 单位 标 架 ， 由 于 此 单位 
RER Gi 这 证 明了 G, c (G, G), 

总 之 ， 我 们 证 明了 С. = (G,G). 因此 (С,С) 为 连通 且 单 连通 
李 群 G 药 闭 正规 李子 群 ， 其 李 代 数 为 [6,6]. 

现在 考虑 连通 李 群 С, 记 (G, f) 为 其 通用 覆盖 群 ， 由 上 面 的 
证 明 可 知 (GQ, G) 为 闭 正规 李子 群 . ЛЕШЕ] 为 连续 开 映射 ， 
而 f(G) = G. 由 于 (6,6) 由 {aab | va, b e G) 生成 ， 又 记 
Ма) = a, f(8) = b, 则 由 了 为 李 群 同 态 可 知 


GBS- 二 = aba tht, 


所 以 证 明了 f((G, 合 ) = (G,G). 这 证 明了 (G,G) 为 普通 正规 子 
群 , 且 为 团子 集 , 所 以 是 李子 群 . 其 李 代 数 同 构 于 李 群 (G, Ó) 的 李 
代数 15,6]. 其 中 ë 为 李 群 GÓ 的 李 代数 .所 以 证 明了 李 群 (G, G) 
的 李 代数 为 [®,®], 其 中 6 为 李 群 G 的 李 人 代数， 显然 它 是 李 代数 
S 的 理想 . 证 完 ， 

显然 有 
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定理 3.3.21 I G AAMER. H AEE G 的 连通 闭 子 
群 . ЖОН 5 (G.G), 则 五 为 连通 闭 正规 子 群 . X H ЕЙТ 
群 ， 只 要 商 李 群 G/FH AZER, IS H o(G,G). 

由 定理 3.3.20 可 知 ， 对 连通 李 群 С 作 连 通 正 规 子 群 序列 


G% =G, GU Á (G.G, 
G = (GED G*-D), k=2,3,..., 


РЕ 
g) 5 Gu) 5 ga >... 


另 一 方面 ， GW 的 李 代 数 为 


500 = 6, 60 = [6,6], 
Ф509 = 0-10, Gi- #= 2,3,5. 


义 有 正规 子 群 序列 
С=с, С (681,08), k=2,3,..., 
则 有 
С! > єс? Do, 
另 一 方面 ， Gi 的 李 代 数 为 


Bl =, 61= [6,8-1], i=2,3, 7. 


定义 3.322 连通 李 群 G 称 为 可 解 李 群 , 如 果 存 在 自然 数 N. 
使 得 СО?) = {е}; 连通 李 群 G 称 为 FEER METERA N, 
使 得 СУ = {е}, 其 中 为 李 群 G 的 单位 元 素 ， 

定义 3.3.33 连通 李 群 的 极 大 可 解 正 规 子 群 称 为 李 寿 如 的 根 
基 ; 连通 李 群 的 极 大 每 零 正 规 子 群 称 为 李 群 G 的 ЖЕШ Ж 
GRA 半 单 的 , 如 果 它 的 根基 为 零 维 李 群 . 

显然 ， 连 通 李 和 群 可 解 EF, PA, шонча 
ATR, EF, PM, 
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第 四 章 ЖЕР 


在 这 一 章 中 我 们 考虑 李 群 ， 它 的 拓扑 是 紧 的 ， 我 们 称 为 ЖЕ 
群 . 由 定义 可 知 ， 紧 李 群 的 单位 分 支 为 紧 连 通 李 群 ， 且 其 连通 分 支 
只 有 有 限 多 个 ， 所 以 下 面 只 限于 讨论 紧 连 通 李 群 的 结构 和 宕 示 . 


8 41 紧 李 群 的 构造 


引 理 411 ЖС 的 Maurer-Cartan 形式 (El 左 不 变 一 
次 外 微分 形式 ) 全 体 构 成 李 群 G 的 李 代 数 8 的 对 偶 空间 Б". 在 本 
群 G 中 取 定 单位 标 架 (Up) 记 ОЗЕ, (e) 145 < 
为 辅助 西数， 记 


Ца) = (0(:), Le)-! = (H(z), 


б] Maurer-Cartan Ж, Ё) АА ЖЕК у 
ш = Уак, иң = УБ (a)dz;, 1 <i<n, 
ї=1 ј 


其 中 ол, ,wn 构成 O MATERA O 的 基 


Xi = У) 1<ign 
3 


的 对 偶 基 . 
Ш PDM AX O X, 为 李 代 数 6 的 基 ， 其 对 偶 基 为 李 代 数 
® ЕШЮ ТЄ ало 有 ОЦ) =, 1 < ¿j S n. jË Qo; 
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在 标 架 (О, р) 中 的 坐标 表达 趟 为 


w; = Y aj (z)dz;, 1 < 1 < n. 
了 


则 由 于 


8 2, 
ба (а) = fij 1< šj < п, 
5 


于 是 
бу = (у) = ува): Bege) 
= y` азк(ж) (ж)бьь == У а(х) (а). 
k.p k 
За (a,;(z)) = A(z), WA A(z)L(z) = І, B A(z)= L(z) 1, 这 证 明 
T ayla) = B (z), ИИ wi = УУ (e)dz;, 1 < š £ n. 
j 


下 面 来 证 明 李 代数 ФЕ ТЕРА АЛА: ЛАРИ 2. 事实 上 , 记 
fo AFRE 和 上 的 线性 函数 ER g € G, Ш (L,).X = X, V g € 
G, X € @. S 


JoL X) = L.f (X), V X € ë. 
这 证 明了 (L.)*(fo) = fo, V g £ G, BERS 6 EBRAR 
ЖЖ. 所 以 u, ,wn 为 左 不 变 一 次 外 微分 形式 ， 
反之 ， 任 取 左 不 变 一 次 外 微分 形式 ш, 因此 有 Бш = u. 所 以 
任 取 g,h EG, 有 


(25) (Qn) = wg-1h. 


F we ATER G 的 单位 切 空 间 T(G) 的 对 侦 空 闻 ， 所 以 


We = у) a, (dz), 
+ 二 1 
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其 中 al, .an 为 常数 W y= (2) = f(g 2). 24 y = e BJ 
# z = g. 


ТАС 
wg 一 (2-1) (we) = У `а(дш)у=е = Уу; 22000) 
其 中 了 = (Л, Р) 为 乘法 函数 .因此 由 S.Lie 第 一 基本 定理 有 


= aa (g lx l- ‚© PP(zjdzi = Yai (zdz; = Уаш. 

REH ГЕЛ Ж о = уаш € б". 至 此 证 明了 引 
FB. 证 完 . 

引 理 41.2 СЙ 左 不 变 体 积 元 素 必 为 

О = Anal A u А A шр, 

其 中 А 为 正常 数 . 

证 ”熟知 nn 锥 流 形 的 体积 元 素 为 n VOLER, EEEH G 
的 单位 标 架 (U, e) 中 原点 上 加 表示 为 

NW = Ао(ар )о A A (dyn)o, 
其 中 у= fyi Yn) 为 李 群 G АУ Y TR3E (U, e) 中 的 点 坐标 ， 且 
Жей Ff 及 辅助 函数 U (=), 使 得 det (х) = det (B (z) > 0. 
iE у= f(g r), 因此 
О(а) = (L,-.)'(Aa(da)a A: A {dyn)o) 


(2 g, z) dfn(g >, aT 
= А у= — а аш, A. A dzi, )e=ə- 


ағу, 
= 


这 证 明了 


Rg) = А (det A a) 


dri A- Ade.) 
由 S.Lie 第 一 基本 定理 可 知 
Q(g) = Ае L(g™ lr)det (х) Атолл г). 
= Motdet (а) rdzlA Adzn = Ао (9) A: лн (g). 
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注意 到 det Lix) > 0, А > 0, 所 以 这 是 体积 元 素 . 证 完 . 

今 僻 为 连通 紧 李 群 . 对 G 的 标 架 覆盖 ， 则 存在 有 限 多 个 标 架 

覆盖 С, 记 作 (0;,wi), 1 < ¿< s. 所 以 有 
ыз С. 

引 理 4.1.3(Dieudonné 单位 分 解 定理 ) ол 2 B 38 3 = nr 3 
DEKHE, ME ОЛ 中 存在 至 多 可 数 多 个 标 架 (007, о), 使 
得 UU, =m, 县 每 个 U, MESARE U; 的 交 非 空 ， 又 存在 流 
Ж 9л ЕВЕ ВВА f, 使 得 fi WS ЖЕТЕН U P, 0 < f. < 1, 
LEME ол EË 


УА = 1. 


+=1 
这 个 引 理 的 证 明 可 见 任何 一 本 流 形 入 门 书 .这 里 要 注意 ， 由 
THRA Е Ui 中 每 个 U; 和 至 多 有 限 多 个 U; 的 交 非 空 , ВЫ ЕШ 


的 和 5л ЖОШ EE Bl, ВЕРА M 中 的 固定 点 ， 


实际 上 是 有 限 和 . 

用 Dieudonné 单位 分 解 定 理 ,， 可 以 在 适合 引 理 4.1.3 的 条 件 和 
可 定向 且 有 体积 元 素 的 流 形 上 引进 积分 . 事实 上 ， 记 流 形 on Ж 
MEEA О, 则 积分 定义 为 


f J(p)Q(p) = 人 UD Y кў) = > L f(p) f;(p)Q(p) 
= X Í AOP) 
-> / шу POOT EOE), 
注意 到 2017) 为 F” ЯК, ЕГ) 
f tor) f(ert(e))o(e-1(e)) 
(1л) 
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为 通常 Euclid 空间 中 开 集 yi(Ui) 上 的 重 积分 ， 这 是 熟知 的 . 
积分 称 为 标准 的 ， 如 果 


f а=. 
9л 


引 理 414 n 维 紧 连 通 李 群 G EM п 维 左 不 变 体积 元 素 必 


“ЛЖ, НЯН 
taip n=, Уаєб. 


证 BAN ETE, 而 adg= Lyo (R), MARR ARE 
等 价 于 (ado) = О, v g £ G. 
现在 证 (ad9)*0 = Q. 显然 ， 只 要 在 单位 标 架 (U, p) 上 证 明 就 
行 了 . 为 此 先 证 
(ad 9)" = (det Ad (9))0, V g€ U. 


Si f=) ЖЕЕ, lz) 为 辅助 函数 .于 是 
А а 一 
X; = DE Wi = 2 бдаг, 1 <i< т. 


由 于 其 一 个 正常 数 不 受 影响 ， 我 们 无 妨 取 
Q = or A. Awa = (det L(z)) ахл: A dän, 
这 里 Liz) = (G(r). 由 定理 3.2.28 的 (1) "Г, Ad(g) = (ad g), 在 
Ж Xi, X, 下 的 方 阵 表 示 为 Alg) = R(g) 1L(g), 其 中 R(z) = 
(me 于 是 (ad g), 诱导 了 李 代 数 8 的 对 侦 空 间 e 上 的 线性 变 
换 (adg9)", ERT X... X, 的 对 侦 基 wi,… ВОЛЕО Эу 
А(ду!. 所 以 
(аде) (ад Аллаһ) = (det А(9)) (л Алло) 
= (det Ad (9) бл A Awn), V g € U. 
因此 , 为 了 证 体积 元 素 Q = un A: Aun 右 不 变 , 只 要 证 det Ad (g) = 
1, V gEU 就 可 以 了 . 
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事实 上 ， 由 于 CG 为 紧 连 通 李 群 ， 于 是 映射 
T: g — det Ad (g) 
A G ЯВА. 但 是 Ad(g) є Aut(@), 因此 det Ad (g) Z 
0, V g € G. 这 推出 det Ad (0) > 0, V g € G. Н т ҢҢ ЕЮНШ 
群 G 到 连通 李 群 ef AUEREA AET (G) 为 连通 变换 
李 群 ef 中 的 李子 群 . 由 G 紧 可 推出 r(G) Ж. EE eR, A 
为 1. 故 其 紧 子 群 必 为 零 维 子 群 ， 但 是 由 G 连通 可 推出 r(G) 
E, AEA T +(G) h ef 中 单位 元 素 e? = 1 构成 ， 因 此 
det Ad(g) =1, УдЄ С. 

于 是 证 明了 {аду} = 0, v g £ G, Bl 人 为 左 、 右 双 不 变 体积 元 

定义 4.1.5 连通 紧 李 群 G 上 在 在 的 左 、 右 双 不 变 体积 元 素 


诱导 的 测度 称 为 Haar 测度 . 
定理 4.1.6 ШО A n 维 连通 紧 李 群 G 上 的 Haar 测度 ， 任 
RER G 上 的 连续 函数 J. fo 及 常数 оа € F, 有 


Јела = а, f дй + f ло, 
且 对 李 群 G 上 的 任意 连续 函数 上 有 
/ f(gog)f1(g) = ГА 1990)0(9) 
© Геј 
= (-1)" f 97909) = ГА FOO), 


其 中 go € G, О=ш A AG Х wuwa 为 李 群 С 的 Maurer- 
Cartan 形式 构成 的 线性 空间 中 的 一 组 基 . 
证 ножа, ERTEN, ЫЖ 


了 7(99)0(9) = ГА Кдз) (951) = f, FNR), 
/, f(ggo)Q(g) = Í FaRo?) = /, FONA). 
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最 后 证 


/ f(g-1)Q(9) = (-1)" f Fo) 
G G 


HP n = dim G. 事实 上 , 在 紧 连 通 李 群 С 中 取 定 单位 标 架 (2 o), 
记 了 为 辅助 函数 CREARA h(x), 即 有 


f(z,h(z)) = J(h(z),z) = 0. 
于 是 记 у= Ма), 有 
9f(y,2) Bhie) , Of(in z) 


( ду Әх Br “=n 
H S.Lie 第 一 基本 定理 有 
20а) - - 
ве hera = PE 007 = 09) 
由 定理 3.2.28 的 证 明 有 
af(y, 
| = Оона), „Н! = вЫ)" 
所 以 有 
PME) RL) 


由 引 理 4.1.4 的 证 明 可 知 det A(z) = det R(z}-1L(z) = 1, ME 
det R(y) = det L(y), 因此 


det 2 = det (—L(g)L(z) 1). 


今 记 g€ U 的 坐标 为 z, g! WERA у. 则 有 
0(971) = (det L(y) idy A- A dyn 
= (det L(y) det (80 аз, A A den 
= det (—L(z)”1)da; A A den = (—1)"Q(g). 
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因此 
Je ne, = | коо =D f row 


现在 证 明 竖 李 群 理论 中 最 基本 的 定理 . 
定理 4.1.7(Weyl ЖШ) 设 GL(V) 为 n 维 线性 空间 V 上 的 
RRR, GA GL{V) 中 紧 子 群 ， 则 在 线性 空间 V 上 存在 
G FEAR (z,u). WA 
(aiz) giu) = (2,у), V g€ G, TY € V. 


Ш ЖОХ С 的 Haar 测度 ,在 线性 空间 V 土 任 取 
< туу > 当天 = 到 时 ， 内 积 为 正定 对 称 双 线性 函数 ; 当 F = C 
时 ， 内 积 为 正定 Hermite 双 线 性 函数 ), fE 


证 完 


(z, y) = Í, < а(х), (и) > 9(9), V z,y € V, 
ДІ (х,у) 显然 为 肉 积 ， 今 任 取 € G, W 
(9(2), (у) = / < доб), 99000) > Q(go) 
G 
= f < 91(2),91(0) > (g 19) 
= / < (о), п) > д) = (z, u), V z, € V. 


证 完 ， 
利用 Weyl 定理 ， 我 们 可 以 证 明 
定理 418 复 紧 连 通 李 群 必 交 换 ， 因 此 是 复 环 面 . 
证 设 G 为 复 紧 连 通 李 群 ， 名 为 李 群 G 的 李 代 数 ， 所 以 
Аас 也 是 复 紧 连通 李 群 ， 由 于 Аас C Aut (6) C GL (0), 所 以 可 
用 Weyl 定理 ， 即 在 李 代 数 6 LFE AdG REAR (х,у). 构 作 
AEH CG 到 人 CC 内 的 映射 

f:g 3 ((Adg)X.Y). Vv ç€ G, 
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其 中 天 了 为 外 中 任意 两 个 元 素 ， H-+'E EJE аиа 
有 常数 ， 所 以 证 明了 
(Аад) Х,У) = ((Ade)X,Y)= (Х,У), V ge G, ХУЄ Ф. 


由 于 (Х,У) 为 线性 空间 G EKAR, RENT (Adg)X - X = 0, 
即 Adg = id, Vg € С. 因此 adg=id, V ç € G. MEL gec) 
A G Ape, PBH G = C(G). 这 证 明了 李 群 G 可 交换 . 证 完 . 

因此 ， 对 紧 连 通 李 群 ， 今 后 只 考 虚实 的 情形 . 

定理 4.1.9 设 G 为 连通 李 群 ， 且 为 一 般 线 性 群 GL, (V) 中 
的 紧 子 群 其 中 V 为 m 维 实 线性 空间 ， 则 在 V 中 存在 一 组 基 ， 
使 得 G 的 方 阵 表示 都 是 实 正 交 方 阵 ， 即 为 实 正 交 群 O(rn) 的 紧 连 
通 子 群 ， 所 以 是 闭 连通 子 群 ， 

证 ”由 Weyl 引 理 可 知 ， 在 线性 空间 VW 上 有 GREAR. 
取 关 于 此 内 积 的 标准 正 交 基 e1, es,…,em, 于 是 


(т,у) = Y ж, 
其 中 = = Drie у = Dune. “ЊН g € G, WA glei) = 
Урне, 1 < í < m. П (0(2), 900) = (2,5) 推出 РР = 1, 
j 


其 中 P = (р) 为 g 的 方 阵 表 示 ， 这 证 明了 在 标准 正 交 基 下 ， 紧 
连通 李 群 G 的 方 阵 表示 构成 实 正 交 群 Om) 的 紧 连 通 李子 群 .证 
完 . 

由 于 m x m 实 正 交 群 Om) 显然 为 实 紧 李 群 ， 它 不 连通 ， 单 
位 分 支 为 SO (m). 热 知 紧 拓 扑 空间 的 子 集 紧 当 且 仅 当 闭 ， 因 此 定 
Ж 4.1.9 证 明了 下 面 重 要 事实 : 即 研究 实 连通 紧 李 群 就 是 研究 实 正 
交 群 的 闭 连通 子 群 . 

注意 到 设 С 为 实 连通 李 群 ， 5 为 李 群 G ВАЕ, Шз 
通 李 群 Ad G с Aut (8) C GL (6) 为 一 般 线 性 群 GL (6) P KAF 
群 ， 它 的 李 代数 为 ad@. 记 Ө 的 中 心 为 C6), ША аав B 
HTAR 6 /C(e). 
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ЖЕЕ {Ө (定义 见 第 二 章 ) ТИНЕ kt E ОРЕ Pt BI Н x: 
ж. 显然 李 群 紧 ， 则 其 李 代 数 必 紧 . 反之 ， 我们 有 

RI 4110 iG AEAF CHERA, MWER O R 
当 且 仅 当 实 连 通 李 群 AdG ATEAN, ВТЕ ЖОЙ ДЕШ Ad G Ж. 

Ш ” 今 名 为 实 李 代数 ,由 竖 的 定义 可 知 李 代数 6 有 不 变 内 
积 ， 即 在 线性 空间 ë LAAR (Х,У), CHARRIE. 


([X,V|,Z) + (Y,[X,Z)=0, v X,Y,Z < @. 
由 归纳 法 不 难 证 明 


> (ad XYY, (ad X) Z) =0 = 1,2,--. 
itek 17: 
ROUER z € В, 则 有 

((exptad Х)У, (exp tad X)Z) 


со k 
=> у, ил (өх, (ad X): 2) = (Y, 2), 


k=0i+j=k 


` 其 中 X,Y,Z є 6. 这 证 明了 李 代 数 6 上 的 内 积 (Y, Z) 在 线性 变换 
expt{ad X) = Ad(exptX), V X e 6 F+ E. 已 知 李 群 G 连通 ， 
ÈH expo ER, MLE 


((А99)Х, {Ad9)}Y) = (X,Y), V g€ G. 


这 证 明了 内 积 (X,Y) 为 Ad G 不 变 内 积 . 
友之， 车 实 李 代数 加 上 有 内 积 (X Y), CE Аас 下 不 变 ， 
即 有 


(АЯ 9)Х, (А 9)У) = (Х,У), V g€ G, X, YEG. 
因此 企 取 Z e Ф, 则 有 
((Ad(exptZ))X,(Ad(exptZ))Y) = (Х,У), 
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Ht X.Y, Z e @, t€ R. 双方 对 t 求 导数 ， 再 取 t= 0, 则 有 
(ad Z)X.Y)+(X,ladZ)V)= 0, V X.,Y,Z € 6. 


即 李 代数 点 ARERR. 

由 于 实 李 代数 ® КАИРУ ИЕ Аас 有 Аас 不 变 内 
积 ， 因 此 在 李 代数 上 中 关于 此 内 积 取 标 准 正 交 基 ， 可 知 Аас 的 
方 隆 天 示 为 实 正 交 群 中 的 闭 子 群 ， 即 为 紧 李 群 。 证 完 . 

令 ААС 的 李 找 数 ad 6 同 构 于 5/С(6). RFRA Б K, 
所 以 @ = C(@) [6,6] 为 理想 直接 和 ， 其 中 6,6] 半 单 ， 因 此 
06 /C(@) HATER H [6,6]. 

一 般 地 ， 我 们 有 

定理 4111 ББЗ С 的 李 代 数 ， 设 李 代 数 G 
为 紧 半 单 李 代数 ， 则 连通 李 群 G 紧 . 

这 个 定理 的 证 明 大 致 为 : 利用 引 理 4.1.10, 所 以 李 群 AdG Е. 
BEPERA ® 半 单 , 所 以 Ad G 的 李 代 数 ad @ АЈ [95,0] = @. 
Ш, ЖЕШ C 的 通用 覆盖 群 (G, f) 的 李 代 数 ë M ade HJ 
构 ， 如 果 李 群 С 紧 ， 则 由 覆盖 映射 / 为 连续 开 映 射 ， 所 以 李 群 С 
Ж. 换 名 话说 ， 癌 题 化 为 证 实 连通 且 单 连通 李 群 С, 若 其 李 代 数 蜂 
#4, ШС Ж. 这 个 证 明 要 用 到 判断 一 个 流 形 单 连通 的 定理 ， 我 
们 在 此 略 去 . 

如 果 除 去 李 代 数 紧 半 单 的 条 件 ， 财 由 李 代 数 紧 推 不 出 由 它 决 
定 的 李 群 紧 ， 事实 上 ， 交 换 李 群 的 李 代 数 必 为 紧 李 代数 .但 是 ， 
ЖОЖ ЗЕНГИ Р R” x (R/Z)”, 其 中 s 维 环 面 (R/Z)* E, TE 
r Ж Euclid 空间 R ЧЕ Ж. 

现在 展开 紧 李 群 的 构造 理论 . 

定义 4.1.12 连通 李 群 G 的 李子 群 H 称 为 Cartan 子 群 , 如 
果 它 适合 

(1) Н АДЕХ ШЖ РҮ; 

(D) 五 的 正规 化 子 


МН) = (g E G |gHg = H) 
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的 单位 分 支 МН) 为 H 本 身 . 

定理 4113 紧 连 通 李 群 G 的 极 大 交换 普 遂 子 群 为 甩 李 于 
群 ， 其 单位 连通 分 支 H 为 李 群 С 的 Carnan ГЦ. Cartan 子 群 
H 为 极 太 紧 连 通 交 换 子 群 ， 所 以 是 环 面 . 因此 ， Cartan 子 群 也 称 
为 АЕН. 

WER G R Н КЛА 6E 9, Ше АЕ {КҖ ® 
的 Cartan FiA, H (5exp) 为 李 群 H ЖЫЙ H. 

证 AEREE. 记 H. 为 紧 李 群 的 极 大 交换 普通 子 群 . 
记 Ho 为 H 的 闭 包 ,由 李 群 乘法 及 取道 运算 的 连续 性 ， 可 知 Б, 
为 普通 子 群 , 下 面 证 Ho 为 普通 交换 子 群 . 事实 上 , 任 取 h, h E Fo, 
则 在 集合 H 中 存在 收 伍 序列 {h} 及 {М}, 使 得 hi — h, ht — h, 
由 于 hih, = hihi Bic oo 便 证 明了 АЛ = hh. 这 证 明了 断言 ， 
但 是 Но 为 板 大 交换 普通 子 群 ， 所 以 证 明了 Ну= Но, В Ho 为 闭 
普通 子 群 ， 所 以 在 诱导 拓扑 下 为 闭 李 子 群 .但 G 紧 ， 所 以 为 
KTH. За НО Ho 的 单位 分 支 ， 我们 来 证 Н 为 Cartan TH. 
记 五 的 李 代 数 为 S 显然 p 为 6 中 的 极 大 交换 子 代数 .为 了 证 
H 为 紧 李 群 G 的 Cartan 子 群 ， 我 们 先 来 证 6 为 紧 李 代数 @ 的 
Cartan "Ж. 

事实 上 ,由 于 各 为 紧 李 代数 ， 所 以 有 不 变 内 积 (2, у). 记 李 代 
B e 的 中 心 为 C(g@), TE Ф 的 交换 理想 ，C(@B} 关于 此 内 积 的 正 
X CG) 也 是 的 理想 ， 且 有 空间 直接 和 6 = C(6)+ Cg) 上， 
记 6, = C6). 我 们 由 第 2 章 可 知 б. 为 紧 半 单 李 代 数 ， 且 G 
的 Cartan 子 代数 为 6, 的 极 大 交换 子 代数 ， 且 ad, 由 半 单 线性 
变换 构成 ， 另 一 方面 ， 由 5 为 李 代数 6 的 极 大 交换 子 代数 ， 所 以 
5 > C(@). 因此 

5 = C(6) + 9, 

为 空间 直接 和 ， 其 中 9, 为 半 单 李 代 数 G 的 极 太 交换 子 代数 ， 且 
ad 与 ! 由 半 单 线性 变换 构成 . 这 证 明了 与 为 紧 李 代数 @ 的 Cartan 
子 代数 , 即 与 为 紧 李 代数 6 фик КИЕТ, 且 有 М9) = 9. 

考虑 闭 李子 群 H 的 正规 化 子 N(H) = [g € G | gHg—1 = H). 
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Ha ЖШ, 正规 化 子 N(H) 为 闭 普 通 子 群 ， 所 以 是 廊 李 子 群 , E 
的 李 代 数 为 МЯ) = 5. 事实 上 , 记 正 规 化 子 МОН) 的 李 代 数 为 5. 
由 定义 可 知 (Adoh = 5, MÆR X € 92, Ш (Ad(expiX))6 = 
{ехр (аа X))5 = 5. EFTER 9 为 Euclid 空间 6 中 的 闭 子 
集 ， 所 以 推出 [X,6] C 5, V X € бз. 这 证 明了 ўз с М(®), 其 中 
М9) 为 李 代 数 s 的 正规 化 子 . 但 是 N) = 5, 即 有 5. C 9. Ж 
一 方面 ， 由 H c N(H) 可 知 H 为 李 群 МН) 的 闭 子 群 ， 所 以 李 
代数 有 关系 p C б. 这 此 证 明了 5 = 5. 由 于 exp 生成 闭 连 
道子 群 H, exp N(6) ERATI N(H) 的 单位 连通 分 支 N( 吾 )o, 由 
$ = N(%) 便 证 明了 H = (Н). 

最 后 来 证 H АРШ KEE FPE. RAER 6 ру 
紧 李 代数 O 的 极 大 寡 零 子 代数 ， 由 于 第 2 章 的 结果 可 知 此 断言 成 
立 ， 至 此 我 们 证 明了 了 煞 李子 群 H 为 Cartan 子 群 。 由 于 紧 拓扑 空 
间 的 闭 子 集 紧 ， 所 以 H 为 紧 连 通 变 换 子 群 . 

下 面 证 后 一 断言 , 即 证 ($,exp ) 为 Cartan TË H WR RIN S: 
群 . 今 性 为 交换 李 代 数 ， 于 是 (exp X)(exp Y) = (exp Y)(exp X) = 
ехр(Х + Y), v X,Y €59. 这 证 明了 exp ÆR ехрӯ 自身 ， 所 以 
证 明了 Cartan ЁЙ H = exp 5. 即 exp : 9 — H Ж КӨШ, 
BREIEN 9 AZRE H Бүз НК. БЕЙ T. CE 
加 法 群 乡 中 的 加 法 子 群 .由 同 态 基本 定理 ， 可 知 李 群生 ПН 
А. ЖЯ] dim H = dim $, 这 证 明了 dim T = 0, BJ T 为 加 法 群 
儿 中 的 离散 子 群 ， 所 以 exp 为 性 到 Н LIRSKA BRAS 
性 空间 单 连通 ， 所 以 (9,exp ) 为 Самап 子 群 H К ИЧЕ ДҮ. 
证 完 ， 

下 面 来 证 紧 李 群 的 Cartan 了 字 群 的 其 辐 性 ， 且 由 此 推出 在 第 1 
章 中 未 加 证 明 的 复 半 单 李 代 数 的 Cartan 子 并 数 的 共 辐 性 定理 . 为 
此 ， 先 给 出 | 

EN 4114 ERG PEE o, 和 g, 称 为 эння, 如 果 
存在 元 素 9 e G, 使 得 (adoa = gz; 记 ® 为 李 群 G WERI, 
O 中 元 素 X 和 了 和 区 为 BRAHEN, 如 果 存 在 元 素 g є G, 使 得 
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(Adg)X = Y. jt Fire tD ЖЛ RR ЖК. 
今 任 取 李 群 G 中 元 素 g. ERER G 的 李 代 数 上 中 元 素 X. 
Mi adg 为 李 群 G 的 自 同 构 ，Adg 为 李 代 数 6 ВВЕ, Вн 
(аа g){exptX} = expt(ad д). X =expt(Adg)X, V t€ R 


Ha, EFRA 6 Фл ХУ 互相 共 恩 ， 则 由 它们 决定 的 单 
ЁЪ® ТИШЕК. K, FRE X, Y є 6, 县 由 它们 决定 的 
单 参数 子 群 互 相 共 轿 ， 则 相应 的 X 和 了 ШШДЕ. 

下 面 引 进 紧 李 群 的 正则 元 素 的 概念 . 

定义 4115 EE G 中 的 元 素 9 称 为 ENTR, 如 果 9 的 中 
ALF Cig) = {z E G | zg = gr} 的 单位 分 克 为 交换 子 群 ， 否 则 称 
为 ENEE. 

显然 ,给 定 李 群 如 中 的 元 素 g, 则 元 素 9 的 中 心 化 子 Ca) 为 
屠 普 通 子 群 ， 所 以 是 李子 群 ， 其 单位 分 支 为 连通 闭 李子 群 ， 我 们 
有 

引 理 4116 ii G AER GERE, WER G 中 元 素 g 
的 中 心 化 子 Clg) AAETH, ЕЕЕ 


Na = (X E @ | (Adg)X = X}, 


即 为 李 代 数 6 的 内 自 同 构 Adg АЛ РЕА 1 的 所 有 特征 向 量 
构成 的 李 和 代数. 

证 显然， Сд) 为 李 群 G 的 闭 李 子 群 ， 记 m, 为 其 李 代 
数 ， 则 X EN, HANH exptX є Clg), V t € R, В} g. exptX = 
(exptX)g, Yt € 及 这 等 价 于 (adg)(exptX) = expt(adg),X = 
expt(Adg)X = exptX, V t € R, ВЗ T (Adg)X = X. 所 以 证 
明了 引 理 ， 证 完 . 

推论 1 设 G 为 连通 紧 李 群 ，&@ 为 李 群 G 的 李 代 数 . 1а 5 
KER G 的 Cartan FREH 的 李 代 数 . 则 Cartan 子 群 H 中 的 元 
Жо ШЖ, SERS у 的 中 心 化 子 的 单位 分 支 Ca = Н, 
ШЕ 

$ ={Х e @|(Adg)X = x). 
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X Cartan 子 群 五 中 的 元 素 9 为 非 正则 元 素 , 当 且 仅 当 Cl) > H, 
В С(9)° z H. Вр 
я 1X € 6|(Adg)X =X} 

证 $$ ае Н, ЖФ Н 为 Самап FA, ВИКЛ 
HFE, MA H c С(0)0. TH g 为 正则 元 素 当 且 仅 当 Clo Ж 
£, ЕН Cartan 子 群 为 极 太 交换 连通 子 群 H H c СОЎ) ЕНЕН 
Н = C(g)°. 证 完 . 

БСЖВ, пс Юа, ЫЖ Н. 我 们 有 

@ = C(6) + [5,8] 


为 理想 直接 和 ， 其 中 C(6) 为 中 心 ， [6,6) 为 紧 半 单 李 代数 . 而 
Æ itr 6 的 Cartan 子 代数 
5 = 0(6) +9, 
其 中 5. 为 紧 半 单 李 代 数 [6,6] 的 Cartan 子 代数 ， 考 虑 复 李 代数 
= C(@)“ + [@,@]°, 


M [9,8] 关于 Cartan FAEM ad HF ARTESA [®,®]С 
Ө + È, Ba. 于 是 


67 = p° + 》 ba, 
асА 
其 中 = 人 (C(g)5) = 0, V ae А. 我 们 仍然 称 A 为 复 李 代数 @2( 它 不 
一 定 半 单 ) 的 根系 . ЯШ 59 为 复 李 代数 ®С 的 Cartan FRA. 
推论 2 符号 间 上 . Cartan 子 群 H 中 元 素 g = exp Xo, 其 中 
Xo € 5 Ж Cartan РК. 记 复 李 代 数 ФС 关于 Cartan 子 代数 与 
的 根子 空间 分 解 为 


@ = $° + 》 Ga, 


sc A 
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其 中 A 为 根系 , Шо = exp Xo 为 非 正 则 元 素 , ч НЯН ТЕ a & A. 
使 得 
ехра(Хо) = 1. 

证 ЗСШ H =ехр9, 所 以 豆 中 的 元 素 均 可 表示 为 exp Хо 

的 形式 ， 其 中 Xo € 9. 由 于 9 = exp Xo 为 非 正则 元 素 当 且 仅 当 
ñ< (X e @6|(Adg)X = X). 
而 (Аё9)Х = (Ad (exp Хъ))Х = (exp (ad Хо))Х., > X є ө c ФС, 
所 以 X=h+ У Tos 其 中 h € С, Ta € Ёд. 由 于 Xa es CSF, 
aA 


所 以 
[Хо,А}=0, [Xo, Za] =a(Xa)z,, V e€ A. 


因此 
(exp {ad Xo)h = h, (expad Xo)z, = exp (afXo])ze， 
所 以 


(Adg)X = (expad Хо)Х = h + Y exp(a(X0))ze = h + Уу ta- 
ag aE A 


即 (Adg)X = X 当 且 仅 当 (exp (a(Xo)) — 1)z, = 0, Va € A. 8 
当 exp (а(Хо)) Z 1 Ж z, = 0. 所 以 证 明了 
{X e 6 |(Adg)X =X} = 5 + y Ga. 
e€ exp («(Хь)}=1 
FTE 52 (Xe 6 |(Adg)X =X} 当 且 仅 当 存 在 a € A, 
exp (e(Xo)) = 1, 

X (X e 6 |(Adg)X = Хро 9. 推论 证 完 . 

由 推论 2, 我 们 可 以 在 连 道 紧 李 群 G HRE Санап 子 群 H, 


再 算出 所 有 非 正 则 元 素 ， 于 是 算出 了 所 有 正则 元 束 ， 我 们 有 
引 理 4117 符号 同上 ， 任 取 a e A, 则 


Ha = {g = exp Xo | Xo Е 9, ехр (а(Хо)) = 1} 
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为 非 正 副 元 素 构 成 的 昆 李子 妊 ， 它 的 李 代 数 为 
Яа = {Xo EÑ | «(СХо) = 0}, 


H ехрй„ = Н. FÆ Самар TE H 中 的 非 正 则 元 素 全 体 构 成 
Cartan TRE H hD PE U Ha, 从 而 Cartan Р H 中 的 所 有 
ats 


正则 元 素 构成 Cartan FR H 中 的 开 子 集 ， 
证 ”由 引 理 4.1.16 的 推论 2 可 知 , 集合 У Н. № Cartan ў 


ВН оа Ж АЕ ТЕ Ш ЛАО Ж. 由 根系 A 为 有 限 集 可 知 ， 
只 要 证 F. 为 闭 子 集 ， 则 O Ha t0. 
agi 


实际 上 ， 我 们 可 证 Н„ ЯЙ ТИ. BHE H. 为 闭 子 集 ， 且 
为 普通 子 群 . 这 是 因为 任 到 g.g € Н, WFE X, X; є 5, 使 得 
91 = exp Xi, 92 = exp X2, Н ехр(а(Х;}) = ехр(«(Х»)) = 1. $ 
(X1, Х2] = 0, 所 以 有 i 


9ig; = (exp Xi)(exp (—X;)) = exp (X, ~ Xa). 
WAS Xi - X, € 9, Н 
ехр(о(Х ~ Х»)) = exp(e(Xi))exp (—a(X,)) = 1. 


这 证 明了 9195. < Н, Н. 为 普通 子 群 ， 再 在 H, 中 任 取 G 的 
收复 序列 {9:}, WERA g. Sge H. C H É H 'É, MAR 
限 go € H. 由 于 (S.exp) 为 Cartan FE H КНЕ, 5 
go € H, 有 Xo € ñ, exp Xo = go. H #r fE 3648 8k 6 PA Xo 的 邻 
域 Uo, 使 得 exp : Uo — H ЫР НЕЕ]. 记 exp Uo = U, 无 
WR g € UN H, 于 是 唯一 存在 X; € Uç, 使 得 exp X; = д. 4 
9; € Ha, 所 以 exp (e (X;)) = 1. 因此 ехр(о(Хо)) = 1, BI Xo € $a. 
所 以 exp Xo = go € Ha. 这 证 明了 H. 为 闭 子 集 ， 所 以 是 闭 李 子 
群 . 

后 求 李子 群 Ha 的 李 代 数 9o DEER X = $. C $, Wj 
ехріХ € Ha, V z € R, AE exp (altX)) = exp(te(X)) = 1, Vt € 
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Е. ЖШ a(X) = 0, 所 以 证 明了 5, O (X é ñ | a(X) = 0}. 
反之 ， 任 取 Хе ®, 使 得 a (X) = 0, FÆ exp (te(X)) = 1, BD 
exptX £ Ha, V t € R. 这 证 明了 X £ Л 至 此 证 明了 я. = (X € 
$ |a(X)= 0}. 引 理 证 完 . 

土 面 实际 上 证 明了 Cartan FË H 中 的 非 正则 元 素 集 为 


H' = „На = {exp Xo | Хо € 9, 3 е € А, ехр(а(Хо)) = 1}. 


但 是 从 ехр(а(Хо)) = 1 ERE a(Xo} = 0, 只 能 推出 a(Xo) = 
2&ту/'—1, 其 中 上 天 为 整数 ， 所 以 在 Carta 子 代数 5 中 取 子 集 


9 = IX € 6 | 3k € Z, о(Х) = туст}, 


则 有 exp б’ = H', 

推论 ҢҢ ae € A, и] 

dim e = dim 9 – 1, 

所 以 Cartan FRH H 中 必 有 正则 元 素 存在 . 

Ш $a = (X € 5 | e(X) = 0), 其 中 为 确定 的 线性 函 
数 ， 所 以 o(X)=0 定义 了 低 一 维 的 超 平面 这 证 明了 dim $, = 
dim — 1, 于 是 dim Ha = dim H - 1. НР A JERE, M 
以 dim A H, = диў — 1. H. H £ У Ha, ВТЕ Cartan 子 群 


H 中 存在 应 则 元 素 , 证 完 . 

为 了 证 明 Cartan 子 群 的 共 罗 性 定理 ， 我 们 再 给 出 

引 理 4118 ФЕН Ур n ЖЕШ С 的 Санап FË, 
H' 为 H 中 所 有 非 正则 元 素 宰 成 的 集合 ， 邵 


H'= u Ну. 
s€ A 


іс 
5 一 И 
1) (ad g)H ‚ 


则 5 为 一 个 维 数 不 超 过 п 一 3 的 解析 流 形 的 解析 映像 ， 于 是 ， 集 
合 GS 在 李 群 G 中 连通 . 
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Ш 取 定 a € 和 ,由 于 紧 李 群 G 的 闭 子 群 Ha 的 中 心 化 
F CHo 仍 为 闭 李 子 群 ， 记 以 商 空 间 G/C(H,) 为 齐 性 实 解 析 
流 形 ， 另 一 方面 ， 由 于 李 群 G 及 子 群 CH.) WE, HARES 
T: G — G/C(H,) 为 连续 开 映 射 ， 所 以 G/C(H,) ЕИ. EFE 
扑 积 

Ma = (С/С(Н)) x Ha. 

则 它 仍 为 实 解析 流 形 ， 

ER g € G. їй 9 = gO(H,) є G/O(H,), ЕН ta € Ha, W 
(Jta) € Ma. 引进 上 映射 үл: M, — S 28 


Pal ta) > д.9 = (adg)t, € (ad g)H, С S. 


我 们 来 证 w. 为 解析 映射 . 

先 证 wa 单 值 , 事实 上 , ÆR š, e gC(H,.), о € CHa), 
所 以 有 (07:9). = (97101). 这 证 明了 ftag, = gtag l. BH S 
中 元 素 wa(9,ta) 59 的 选取 无 关 ， 只 与 堪 旁 集 gC(H。) ЖЖ, Bp 
Ya 单 值 . 

再 证 wu 解析 . EXE, CHa) ARER G 中 的 条子 群 ,所 以 是 
RTH, 易 证 它 的 李 代 数 为 CHa) 在 CHa) PRI Xren Xn, 
在 紧 李 群 中 取 第 三 类 标准 单位 标 架 (U, р), Вр 


U = {(ехр 3 z: Х}(ехр у, ЫХ) | ler] < єс |а| <}, 


#=1 i=r+1 
而 
ю((ехр у= хер Y а) = (ea 


ši==+1 


由 于 exp > zX; € C(H,), 所 以 解析 流 形 G/C(H.) BRR 


i=r-4 


(U/C(H,), Ф), 其 中 


U/C(H.) = (ехр > zi Х}С(Н) | jei] < e+ < е}, 


z=1 
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((exp Yax al) = (æi Be}. 
FEER H. 的 李 代 数 б 中 取 基 Yio, Yii 其 中 1 = dim ñ. 
ERE H, PREMERA (Vy), Вр 
1-1 


V = {exp у Y, | fya] < sa: |м < єл}. 


i=l 


1-1 
їё{ехр у, ШҮ; = (бл, 82,77,0881). 
#1 


> 


[exp Уа X:)C(Ha) exp y u; F;) 


j=1 
= (exp 3 z: XiY(exp yy) Ух) 
i=l j=1 i=i 


显然 它 是 =z1，……,zr， 芒 -1 MRHAR. REAT EI pa 
RH. 
HFE M = RA Ma, 由 于 MaNMe = 0, a 关 有 所 以 它 仍 为 解 


ЮТУ. 在 流 形 M 上 定义 解析 映射 Ф, EF Шм. = фы, V o € A. 


H+ 
Wa (MA) = убай 9)Н., 


所 以 
— — — i — 
WLUM) = aga tal Ma) = ‚ЕБ A (ad g)H,, = 00,688 pE = 5, 


即 % 为 解析 流 形 M 到 集合 S 上 的 解析 映射 ， 这 证 明了 集合 S 为 
解析 流 形 的 解析 映像 . 
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下 面 计 算 集 合 3 的 维 数 的 上 界 ， 
先 来 计算 dim C(Ha) = dim Cha). 今 


Эа = (X € ñ |o(X) = 0). 
HER z € C(68.), 由 于 ®© = 90+ 5) @a, Ш z = h-+ У тө, Ж 
Be A Be x 
中 h € ЙС, rg € By, “8А. H [=,9.] = 0 TA, E Y € Ĥa, 
Ш [z, Y] = 0, 即 


0=|Ү,А+ У гв] = у A(Y)=s. 


ñz A Beca 
因此 ， 当 za 2 0 时 有 8(Y) = 0. 所 以 
z#=h+ у ra, 
B&A,.B(s.)=0 


Вр 


С(9.) =9+( У) Sane. 
дсА.,3(9.)=0 


( У ба)пво(б, +6.) ne. 
FEA („у= 


注意 到 6 为 李 代 数 6 的 紧 实 形式 ， 所 以 A XER Өл С 
У-15, 因此 在 [6,9] = 5С + >, Ga 中 取 Weyl 基 ， 则 有 ea- 


e-a, М Hex tea) € @. 这 证 明了 dim С{#„) > dim 有 +2=1+2. 


于 是 
dim Š = dim y(M) < dim M = max dim Maoa 
ag 


= max (dim (G/CO(H,)) + dim Ħa) 
= max (dim 6 — dim C($.,) + dim Ha) 
<п-4-2+{—-1=п—3. 


至 此 证 明了 dim S < na — 3. FAR SHETE, MAWA n їйї 
形 控 去 维 数 不 超 过 mm -3 的 紧 子 流 形 ， 必 为 连通 集 ， 引 理 证 完 ， 
ХЕ ЖЖ, 在 李 群 十 构造 映射 , 再 求 其 Jacobian, 将 Jacobian 
用 李 代 数 中 的 元 素来 表示 ， 这 是 李 群 理论 ， 特 别 是 它 的 积分 理论 
中 一 种 重要 的 技巧 . 
引 理 4.1.19 НЮР С H Саап FR. 拓扑 积 


G x H #J G AKIRI 
pi(g.t) — {adg)t, V ge G, ЄН 
Ш, Нр. 将 波形 G x H dhúÉ (6,2) 6g 
中 的 向 量 (Xa, (Xoj) RAER G 中 点 (ad g)t 的 切 空 间 Tisa y (G) 
中 的 向 量 
(Ad g) o (Li) (AdE 1)X, — X, + (Xo)e), 

А X c ó Ж GIERE, Xecs AFRE @ 的 Самап 
子 代 数 ， 

证 ЕЖ, p AER G x H SJ G 内 的 解析 映射 , 由 plg,t) = 


(ad g)#, 所 以 
(Li: о (айд) 1 © p)(go; to) = е. 


这 证 明了 取 定 go € G, to € H, Wl 
(Lezi elad ga ps (оа) (G x H)) = T,(G). 
引进 解析 映射 po = 1,-: о(айяу')ор:© х Н -+С. RE 
(00) (Xs Xot) = Yo € T.(G), 


则 
Pr( X ga (Xoli) = (Ads) ° (Ша), (Yo). 


所 以 我 们 只 要 计算 (oo). 就 行 了 . 
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邻 任 取 e G. te H, WI 
polg, t) = Pero ад ду op(g9,t) = t3 (ad g; ` (ad g)t) 
= ta go gtg 90. 
特别 地 ， 取 t= to, g= go 'expsX, V s € R, X € 6, ij 


po(g,t) = togo go(expsX)to(expsX) lg; !go 
= tj (expa X jtolexps X)! 
= ((adtg (exp sX) ){exps X)? 
= (exp s{Ad t71} X){exp (—sX)) 
= exp(s((Adty1)X ~ X) + o(s)). 
另 一 方面 ， 有 
9 = go ` expsX = (Loo Hexp sX) = exp s{( Ly hX. 
MEES g= g, t= to 处 有 
(po).(a(L;,,).X,.,0) = (s(Ad t3) Xa — Xe) + о(з), |а| < z, 


即 有 
(po).((L,.).X.,0) = (Adtç3)X, — Xe. 


FR t= to-expsX, g = go, V s € R, 因此 
ра(8,®) = ta ga gotolexp sX)gs 10 = exp sX. 


而 
f = to expsX = L, (expsX) = exps(Le) X, 


所 以 在 点 9 = go, t = to 处 有 
(pa). (0,s(L, ). X.) = sXe; is] < Е, 


即 有 | 
(ро )„ (0, (Lr „х„) = Xe 
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Z, BETERA 6 НАЛА Ар АЙ, MEA (Lahte = 
х (1). Хе 一 Хо. 于 是 对 G xH 中 点 {go, to) Ву tJ 25 [8] 
(T(G Т.(Н)) PERGE (KX, (Хо), 则 


(ро). (Хо, (Хо)ь,) = (па). (Xo 0) + (00).(0, (Хо), ) 
= (po), (Ly). е, 0) + (20). (0, (Leale Хо)е) 
= (Ad#ç1)X, — X, + (Хо). 


然而 po = 2.1 o adgy’ ор, 所 以 

Pal X gas (Xo)so) = (Adgo)(L,,). ((Ad171)X. — X, + (Xo)e). 
至 此 证 明了 
PeT igata (G x By) = (Ad go Luh (АЯ) — id )Т,(С) + T.(H)). 
证 完 . 
引 理 4120 符号 同 引 理 4119. 则 to € H 为 Санап FE 
H 中 的 正则 元 素 ， 当 且 仅 当 映 射 р, EFE T. (G x H) 上 满 
Ж, vgec. 


证 由 引 理 4.1.19 可 知 , 问题 化 为 证 明 to € H X Cartan T 
Ж H 中 的 正则 元 素 ， 当 且 仅 当 


(Аа! — id)6,(G) + T,(H) = TAC). 
S to € H, 由 于 (9,ехр) 为 Cartan FH H ОКЫ RIN 8, 
所 以 存在 Xo € 5, 使 得 如 = exp Хо, EF 9 X Cartan TE H 的 
+ К, RE 
Аа&у! = Ad (exp Xo) 1 = Аа (exp (—X0)) = exp (—ad Xo). 
我 们 知道 ， 由 于 左 不 变 疗 量 场 由 它 在 单位 元 素 e 的 信 崔 一 决 
定 ， 所 以 我 们 在 TC 中 引进 换 位 运算 


[Xe Ya] = [X,Y] YX YE®, 


et 
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则 T(G) 是 和 李 代数 6 同 构 的 李 代数 .在 这 个 意义 下 ,我们 知道 
Adi’ Н Т.С) 作为 李 代数 的 自 河 构 ， 所以， 问题 化 为 证 明 


(А41 — id)@ + 9 = б. 
考虑 © HRI ФС, Мес 关于 ad $C 有 根子 空间 分 解 
&© = 57 + > Ó. 


аЕА 
任 取 x є 66, 则 
т=һ+ у т, ҺЄЯ6, хє, VAEA. 
“£ A 
而 
(Ad 二 1)z = (exp (аё (— Хо) (h + У za) 
ас 
= һ + у  exp(—a(Xo))(zo), 
“cA 
因此 


(Adi! – d)z = Š (exp (~a(X0)) — 1)za. 
ac A 


由 于 to 为 正则 元 素 ， 即 任 取 a € A, 有 a(Xo) #0, 因此 
ехр(-а(Хо)) -1 0, V a € А. 


由 dim Bo = 1, V Ü € A, MAH z Ж 名 中 的 元 素 时 ， 有 


(Аа 5 —14)®© = у” 6a. 
«єл 
因此 (Аай! —14)®© + С = С. 但 是 Adiy id 为 实 线性 变 
换 ， 这 证 明了 (Аа! — id)@ + 5 = 6. 
HZ, Ж (А4 у! — id)@ + 6 = @, 则 有 (Аат! ~ і4)6С + 
H = @©. 然而 (Аат! — 14)6С с E Ga, V to € 9, 这 证 明了 
аё 
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(Аа 51 — id)6% = È Ga- 由 于 (Adil — id)ë, C 6a, 这 证 明 


T (Adto! ауе, бы, V o € A. 所 以 а(Хо) Z 0, V = € À, BẸ 
to = exp Хо 是 正则 元 素 . 证 完 . 
现在 可 以 证 明 Cartan ГРАНЕ ЕНТ, ЖЇН 
定理 4121 在 紧 连 通 李 群 G 中 取 定 Cartan TR H, 则 李 
# G 中 任 一 元 素 9 Юл H 的 交 非 空 . 
证 已 知 Cartan TH H 中 的 所 有 非 正 则 元 素 构成 集合 
=U Ha, 所 有 正则 元 素 构成 集合 H" = H — H'. Е 


一 do}H! = u {adg) H", 
S BAG 9н, T к! g) 


于 是 
SUT= YH,(adg)(H UH”) = (84 g)H. 

所 以 为 了 证 明定 理 ， 只 要 证 明 SUT = G 就 行 了 . | 

我 们 先 证 SNT = 0. ERE, HE ЛЖ ЕУ 6 3 E ë 
ЗЕ F/21EHIC3K, BçDLdE F ЕЕ TPA EENE 
Ж. НШ, 3 由 李 群 G 中 的 所 有 非 正 则 元 素 构成 ， 而 T 由 李 群 
G 中 的 所 有 正则 元 素 构成 、 因 此 SNT = 0. 

所 以 ,为 了 证 SUT=G, 只 要 证 了 = G5 就行 了 . 由 引 理 
4.1.19, G- S 为 连通 集 ， 又 显然 工 CCG- 3, 所 以 只 要 证 明和 集合 


在 李 群 G hy XH) H G 一 5 连通 ， 便 证 明了 个 =G-S, 即 
G= Su T. 
Aur e T EG-S RAMTE. 在 集合 全 ФЕ 
序列 (t), 记 极 有限 为 i EG-5. 今 tt 8 T = U (аа о)н", 所 以 存 
g€ 


在 gi € G, h; € Н", Wf t = (ad g;)h;. ШР G ARER, MEA 
在 无 限 序 列 {о;} 中 必 有 收敛 子 序列 .无 妨 设 (g) ШЖ. TEB 
` 289 go € G. 同 理 ， 由 于 Cartan Т H 紧 ， 所 以 无 限 序列 {h} 中 
必 有 收 雍 子 序列 ， 因 此 无 妨 设 (h) ШӘ, ШШШ лє H. H 
S; > go hi — ho, 所 以 ti = (айд): — (ad go)ho = to. 注意 到 
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to € G — 8, Bl] to € 5, 于 是 (adgo)ho é S. 由 于 (ad gy 1)S = S, B 
以 ho# S. $ 
SNH=H', ToH =H", H= НОН". 

这 证 表 了 ho € H”, BH ho € T. 所 以 to = (ad go)ho ET, H TA 
G — S 中 的 闭 子 集 . 

Fu TAG- S rh ÉE TE. ER to € T, BEXT, F 
在 go £ G, ho € Н", 使 得 to = (аа до)ћо. 于 是 引 理 4.1.19 中 引进 
的 映射 p 有 plgo, ho) = (ad go)ho = б. 5 H” 由 Cartan FH H 
中 的 所 有 正则 元 素 构 成 ， 因 此 ho 为 Cartan 子 群 H 中 的 正则 元 
Ж. 所 以 to 为 紧 李 群 避 中 的 正则 元 素 ， 由 引 理 4.1.20 А, р, 在 
点 (go, ho 处 为 满 秩 映射 ， 即 解 折 映 射 p 的 Jacobian 是 满 秩 的 . 
所 以 在 紧 李 群 G 中 存在 点 go DRY (О, шр), ЖЕТЕ H 中 存在 
点 ho 的 标 架 (Vy) 在 紧 李 群 G 中 存在 点 to 的 标 架 (W, Z), 使 得 
И ср ху), Врх 上 解析 . 注意 到 Н” у Cartan 子 群 
НЮ ЛТ Ж... MULHER V cC H”. 因此 有 


Ww = m” = Д 
сд x V) a (ad gc ,Ed gH =T 


这 证 明了 企 取 to € T, 则 看 在 紧 李 群 G 中 点 to 的 邻 域 W СТ, 所 
PL T X G — S 中 的 开 子 集 . 证 完 . 

Я 易 证 n 阶 西方 阵 全 体 构 成 的 普通 群 U (n) 为 连通 紧 李 
群 ， 称 为 西 群 ， 它 有 Cartan Р 


diag (exp {v 1601), :::,ехр(4/—10,)), O<, ba < 2л. 


由 矩阵 论 可 知 ， 尾 意 西方 阵 可 经 过 西方 阵 相 似 于 对 角 阵 ， 即 
FPE U (n) 中 的 任 一 元 素 必 共 轻 于 Cartan 子 群 中 的 一 个 元 素 ， 此 
Вр H 4.1.21. 

由 此 可 见 ， 定 理 4.1.21 是 上 述 矩 阵 论 定理 的 推广 ， 因 此 对 一 
般 的 紧 连 通 矩 阵 李 群 ， 如 SO (п), Sp (n) 等 ， 也 都 有 类 似 的 矩阵 论 
结果 (参见 [43]). 
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下 面 给 出 定理 4.1.21 的 推论 ， 由 于 重要 , 仍 写成 定理 的 形式 . 

定理 4.1.22 ” 紧 连 通 李 群 的 任意 两 个 Cartan T DHH. 
因此 Cartan 子 群 的 维 数 相 同 ， 称 为 此 FRR. 

证 ”由 于 紧 连 通 李 群 的 极 天 连通 变换 子 群 为 Cartan T e, 
所 以 设 五 为 Cartan 子 群 , 则 (аад) Н 也 是 Cartan Ё, V g £ G. 
今 任 取 另 外 一 个 Cartan 子 群 Hi, 在 Cartan TH H 中 任 取 正 则 
元 素 t, 由 定理 41.21 可 知 在 Cartan 子 群 H, 中 存在 元 素 及 
9 € G, 使 得 (adgyt = ti. Ні ЈЕУ, PA t, 也 是 正则 元 
Ж. Wk H = C(t)? ATR t 的 中 心 化 子 , 而 H, = et)’. 今 由 
(аа 9) = h, B[3 (ad g)C(t)? = CH). 这 证 明了 (ad 中正 = H, 
BE Cartan Р Н, 和 五 H. 所 以 紧 连 通 李 群 中 任意 两 个 Cartan 
+P H +. EZ. 

定理 4123 紧 连 通 李 群 G 的 李 代 数 ® 中 任意 两 个 Cartan 
TRA HEHHE. 

证 Bd Z ñ: 为 李 代数 @ 中 的 任意 两 个 Cartan 子 代 
数 . 由 于 exp 5, ERER G 中 的 Cartan FE Hi, i 二 1,2. 由 定理 
4.1.22 可 知 存在 9 € G, 使 得 (ad g)H, = Ha. 于 是 (adg)(exptX) € 
Н, VX € $, t € Е, 这 证 明了 (Adg)X € 9, VX є $, BD 
(Adg)6, C 92. 同 理 可 证 (А491) C Hi. О (Айд). = Ф. 
即 李 代数 o 中 任意 两 个 Cartan {ИН +4 ШШ. E. 

定理 4124 复 半 单 李 代数 £ 的 任意 两 个 Cartan 子 代数 互 
HHH. 

Ш É £ MORE, э, 及 ñ. 为 李 代 数 С 的 Cartan 
子 代 数 , 记 Ai 为 复 半 单 李 代 数 关于 Cartan 子 代数 5, 的 根系 ， 
即 有 根子 空间 分 解 


£= fh + у, f. =$ + у È. 


аЄд; w€ A 


于 是 有 Weyl Ж {eo |Y a € A.) 及 {Ex |Y a € Ло}. ја A: ав 
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生成 线性 空间 SP, i = 1,2. 于 是 复 半 单 李 代 数 & 有 紧 实 形式 


fe ` 


0; = VTISE + >` Ве — Eel + у R. —1(е„ +е—„), 


meni ЄЛ ү 
® = V-19 + JO 有 (ge 一 人 w+》 Ву, + E-a). 
m£; асАз 


ШЕЕ Е ESE ME Ж TE Ert Н ШЕШ. ВЕН EE 
4.1.23 可 知 ， 紧 率 代数 中 任意 两 个 Caran НАННЕ, ЖШ 
明了 Cartan 子 代数 190) 和 /C19%2' НУН, ВТЕ RO 
复 化 S 和 5; НУЫ. EE. 

下 面 利 用 定理 4.1.21 给 出 Cartan 子 群 的 其 他 性 质 . 

定理 4.1.25 ЖЕАР С А Сабап FE Н, Шах 
ВС 中 所 有 Cartan ЖЛЕ N (ааа) 有 

g€ 


CLG) с „2,689 gH c (6), 


其 中 CG 为 李 群 G 的 中 心 ， ClG)9 为 C(G) 的 单位 分 支 . 

证 ”注意 到 紧 李 群 CG 的 中 心 CG = 
只 有 自身 ， 而 Cartan 子 群 是 极 大 的 连通 交换 子 料 ， 所 以 记 中 心 
C(G) 的 单位 分 支 为 C(GY, WJ CGY c (adg V o 8 G. 因此 


C(G)° c PL (ad g)H. 


再 任 取 z є ot49)H, MUER g € G, W = € (adg)H. 今 

z 和 (adg) 石 中 元 素 可 交换 ， 所 以 和 (аа gyH = G 中 元 素 可 交 
gEG 

R, MA жє C(G). 证 完 . 

定理 4126 ВЕЙ С 中 的 元 素 t 为 正则 元 素 ， 当 且 权 
2 t 属于 一 个 雁 一 的 Cartan FH. 

证 设 上 为 正则 元 素 ， 于 是 元 素 上 的 中 心 化 子 Ott 的 单位 
HE OUP 为 李 群 G 的 Санап FR. SE t RF Санап FË H, 
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ШШЩ H 中 元 素 和 + 可 交换 了 可知 H c eH.. 由理 为 极 大 连通 交换 
子 群 ， 所 以 H = C0. 这 证 明了 有 县 只 有 一 个 Cartan 子 群 C(t)? 
® ЖЖ t. 

反之 ， 若 上 落 且 只 落 在 一 个 Caran FË H 中 ， 我 们 来 证 上 
为 正则 元 素 ， 设 著 不 然 ， 即 t HEETE, TETK t MPi 
EF C(t) 的 单位 分 支 C(2)? 不 是 交换 子 群 ， 但 是 它 是 实 连通 紧 子 
B, H H Ç C(t)?. BAER G 的 Cartan FR H 也 是 李 群 Ct}? 
的 Cartan FRF, AIEE C(t)? = U. (ad g) H. St 属于 紧 连 通 李 

veGfoe 


PE CH 的 中 心 ， 所 由 上 属于 C? 的 任 一 Cartan TH, ME te 
门 ” (adg)H. 但 由 假设 ，t ЛТ Саап FH H 中 ， 这 证 


я#ес{}° 


明了 (adgjH = H. Y дє CHP. FÆ CH= [| (adg)H = H. 
总 

这 和 假设 守 为 非 正 则 元 素 了 矛盾 . 证 完 . 

定理 4.1.27 设 台 为 紧 连 通 李 群 G 的 李 代 数 ， 则 有 

exp 6 = С. 

因此 ， 紧 连通 李 群 的 任 一 元 素 必 落 在 某 个 单 参 数 子 群 上 . 

Ш 记 互 为 紧 连 通 李 群 G 的 Cartan FH, 9AF H BO 
ERE. DH exp = Н, 而 


б = = == + 
std NH „к (adg)exp 9 g exp (Adg)5 С exp ó 


显然 ехр® C G, 这 证 明了 定理 . 证 完 . 
由 引 理 2.1.58 及 引 理 2.1.69, 我 们 有 
定理 4.1.28 设 C 为 连通 且 单 连通 紧 李 群 ， 则 G 为 中 心 及 
连通 紧 单 正规 子 群 的 乘积 
= = сетете `. -Ga 


其 中 dim G; > 1, 1 < í < s. Ë G, 和 Gii 关 1 中 元 素 互 相交 换 ， 
又 C(O)NnGisl<i<s 和 GinGj,1<i<j<s BETHET 
群 ， 即 为 属于 中 心 CG) 的 离散 子 群 、 上述 分 解 不 计 次 序 唯一 . 
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证 今 李 群 G 的 李 代 数 6 有 理想 直接 和 分 解 
Ф = C(6) +61 + --- + @®,, 


其 中 C(@) уж 6 йр, 6: 为 理想 . 记 exp (@;) ERER 
G 的 连通 正规 子 群 G 由 李 群 G 单 连通 可 知 正规 子 群 С: B). H 
此 也 紧 ， 定 理 的 其 他 部 分 显然 ， 证 完 . 

由 定理 4.1.28, 连 咱 且 音 连通 紧 李 群 的 分 类 已 为 维 数 大 于 1 的 
紧 连 通 单 李 群 的 分 类 ， 从 而 化 为 紧 单 李 代 数 的 分 类 ， 利 用 复 单 李 
代数 的 分 类 .问题 化 为 求 紧 实 形式 、 再 对 紧 实 形 式 构 造 紧 连通 李 
群 ， 因 此 紧 连 通 单 李 群 也 有 四 大 类 和 五 个 例外 李 群 ， 用 复 单 李 群 
的 符号 ， 我 们 有 


Ar: БО{({+ 1), B: SO (2 + 1, В), С: Sp (D, Di: SO (21,R). 


五 个 例外 紧 李 群 为 Ga, Fa, Ев, Ез, Es. 
8 42 紧 李 群 的 自 同 构 群 


现在 来 研究 紧 连 通 李 群 G 的 自 间 构 群 Aut (G). 已 知 内 自 同 
构 群 adG C Аш (С). 记 李 群 G HERAA 66 的 自 同 构 群 为 
Aut (6). 于 是 AdG c Аш (6). 

另 一 方面 ， 由 于 连通 且 单 连通 李 群 的 李 代 数 揭 同 态 可 提升 为 
李 群 的 间 态 ， 这 时 考虑 李 群 的 自 同 构 群 ， 也 就 是 考虑 李 代 数 的 自 
同 构 群 ， 至 于 对 一 般 的 连通 李 群 ， 它 不 单 连通 ， 则 利用 通用 覆盖 
Ж ЖАИ, Ее Н ТЕГШ. 

由 于 紧 李 代数 决定 的 连通 且 单 连通 李 群 紧 ， 所 以 下 面 只 考虑 
紧 李 代数 的 自 同 构 群 . 

定义 4.2.1 设 外 为 李 群 С 的 李 代 数 ， Aut(@) 为 李 代 数 
S 的 自 同 构 群 ， 则 内 自 同 构 群 Аас 中 的 元 素 称 为 内 自 同 构 , 而 
Aut (@) – Аас 中 的 元 素 称 为 李 代 数 驯 的 外 自 同 构 ， 

引 理 4.2.2 设 台 为 紧 连 通 李 群 G. 的 李 代 数 ， 则 李 代 数 5 的 
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内 自 同 构 群 Аас 为 李 代 数 6 的 自 同 构 群 Aut (6) 的 紧 连 通 正 规 
TH. 

证 RFG Аас AFR G S| AdG БА ЭР), ЕН 
李 群 G 连通 正 紧 可 知 李 群 АЯС 连通 且 紧 ， 又 由 于 李 群 Aut(@) 
及 ААС 的 李 代 数 分 别 为 Der (6) 及 ааб, 其 中 Der (6) 为 李 代 数 
G 的 微分 代数 . Н ааб 为 Der (6) 的 理想 ， 所 以 李 群 AdG 为 李 
F Aut (6) 的 正规 子 群 . 证 完 . 

王 面 给 出 刻画 外 自 同 构 的 一 个 引 理 ， 

引 理 4.2.3 БОКЕ С 的 李 代 数 . 在 李 代 数 6 中 
取 定 Cartan 子 代数 $, 则 李 群 Аш (6) 有 闭 子 群 


A = {o € Аш (@) | (5) = 9), 


且 有 乘积 分 解 
Aut (6) = UAdG), ANAdG= AdN(B), 


R+ H = exp $ AFR G 的 Caran FR, N(H) ATE H 的 正 
MET. AdN(H) AFR Аш (6) HETH, CAPRA 的 紧 正 
ATE, HAF 

A/A N(H} 
和 Aut (8) /Ad G FH. 

证 {ER c € Aut (6), 于 是 z(5) PARERA 6 的 极 大 交 
换 子 代数 ， 且 №0(9)) = о(9). 所 以 o(5) 仍 为 Самап 子 代数 . 
由 Cartan 子 代数 的 共 固 性 定理 可 知 ， 存 在 9 < С, 使 得 of$) = 
(Adg)(5). 这 证 明了 (Ado) to(5) = 5, 所 以 (Adg)-!g є A, BY 
сє (Айд) с (Аас). 由 于 李 群 AdG 为 李 群 АШ (6) 的 正规 子 
W, H c 任 取 ， 所 以 证 明了 Aut(6) 有 乘积 分 解 

Aut (6) = MAd G). 


BR, ANER Аш (6) 的 普通 子 群 .由 于 线性 子 空 间 NE 
EEE S PA, MAAAR Aut (8) 的 闭 子 群 ， 即 为 闭 李 子 
群 . 
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现在 来 计算 ап adC. 显然 г AdG 为 普通 子 群 . HAR 
AdG 都 是 李 群 Aut (6) 的 闭 子 集 ， НШ Anada 为 闭 普通 子 群 ， 
所 以 是 闭 李 子 群 .由 于 AdG 为 紧 李 群 ， 这 证 明了 0 AdG 为 
Аз (6) 的 紧 李 子 群 . 

Ф сє гп Аас, УНУ ЧЕЙ g ë С, о = Аад, R 
(Adg)5 = 5. 由 于 (айд), = Аад, 所 以 (ad g)H = Н. 这 证 明了 
s € Аа©, ЧАЇ ЩТ дє МН), 使 得 o = Аад. 这 证 明了 
Я ПАС = AdN(H). 

由 于 AdG 为 李 群 Aut (8) 的 紧 连 通 正规 子 群 ， 于 是 有 商 李 
# Аш (6)/Ad (G) ЖЕҢИШ т: Aut (6) — Аш (6)/Ad G, CE 
李 群 的 开 同 态 ， 由 于 已 经 证 明了 Aut(@6) = (Аас), Ff Эс 2534 
Aut(@)/Ad G 的 每 个 元 素 可 取代 表 元 素 属 于 A, 即 有 


Aut (6)/Ad G = %/Ad (G), 


于 是 

m: + Aut(6)/Ad G 
为 李 群 的 到 上 的 开 同 态 (这 里 用 到 子 群 A 为 李 群 Aut (6) 的 闭 子 
Ж, 所 以 流 形 的 拓扑 为 诱导 拓 盾 ), 于 是 可 用 同 态 基本 定理 . 为 此 ， 
ЖИЛЕ ИЛЕ ЖД т Ж. S 


(e € A| cAdG = e(A4G)) = ANAdG = Ad N(H). 


所 以 李 群 AdN(H) аф я WREATH, H Aut(6)/Ad(G) 
MER AANAdG) В. 引 理 证 完 . 

由 引 理 可 知 , УРА ЕО, ВЗВ Е Аш (Б) /Ad(G), 
问题 化 为 弄 清楚 李 妊 W /(й n Аас) = W/AdN(H). 为 上 比 ， 我 们 需 
要 详细 刻画 紧 李 群 A 

引 理 4.2.4 设 名 为 紧 连 通 李 群 G 的 李 人 代数， 与 为 紧 李 代数 
@ 的 Cartan 子 代 数 ， 则 D = Hne, G 为 紧 半 单 李 代 数 [6, @] 
的 Cartan 子 代 数 ， 又 有 空间 直接 和 分 解 


б = C(@) + Äi. 
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з [®,®]С = 9 + Уу Bo 为 复 半 单 李 代 数 [®,®]С 关于 Cartan 
acA 
子 代数 O 的 根子 空间 分 解 ， A 为 根系 ， {ea | Ya € A) 为 Weyl 
Ж, 则 ee 出 当 且 仅 当 c REHE Cartan TRA ©, 上 为 实 正 交 变 
换 ， 使 得 
с*'(Ау= А, 
且 存在 BE [0,27], V a € А, 适合 


ба = —@„, fata = Oa + Өв, (mod т). 
М.(о), (8) 一 Napexp ( M — (0. +a 全 б. = 86)), Уо, 8, а + 8 € А, 


olea) = ехр(у-–10.)е,-(о), V m € A, 


其 中 fea eg] = Nopeata, Yoba + B € A. 
Ш $ 6 332493, ТЫ C(6) c 5. HT 6 有 理想 直 
接 和 分 解 4 = C(6) + [6,9], 于 是 ， 


H=) +91, 9, =[6,@]r 5. 


5 [6,6] REE. #9 不 是 Cartan 子 代 数 ， 记 9 为 [9,5] 的 
包含 Эу 的 Cartan 子 代数 ， 所 以 5 + 92 2 $, B ñ + ñ, ARER 
ЖБ 中 的 极 大 交换 子 代数 、 这 导出 矛盾 .所 以 证 明了 б, 为 紧 半 
单 李 代数 [6.6] 的 Cartan FRZ. 

由 于 o(9) = AR 


о(С(®)) = C(@), в([@,®]) c [e (ë), о(®)) = [6,6]. 
这 证 明了 c($i) = 9). 


ФА 为 复 半 单 李 代 数 [®,®]С 关于 Самап 子 代数 50 的 根 
系 ， 有 根子 空间 分 解 


fg, ®]° = sF + Уу Oa, 
a A 
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及 Weyl Æ {es |V e € A). 于 是 有 


[А, ca] = B(ha,h)ea, V e€ A, REH, 

[exs €-a] = Б(ем,е-„)һ = ha, V ca € А, 

[ex ea] = М.пеа ъв, У о, В, а + ñ € А, 

[a es] = 0, V e,8 € A, 2+2 0, a + B ë А, 


其 中 N.a 为 有 理 数 . 

另 一 方面 ，B(z,y) 为 复 半 单 李 代 数 [四 ,四 2 的 Kiling 型 , 且 在 
[6.6] 上 为 实 半 单 李 代 数 [6 , 6] 的 Killing 型 , Н —B(z, y) = (т,у) 
为 紧 半 单 李 代数 [6.6] HAR, MAc AS 上 的 正 记 变换 .再 
H a(S) = 91 有 c*(A)= A, В а 


Olea] = Aalsa)» v оєА, 


于 是 
[e (h), cfkeaj] 一 В(Һ, һь)т(е„), 


即 
[e (h), es" (а)] = B(h, haleg’ (а} = Б(с(А), horia) eorla} 
这 证 明了 
B(h. ħa) = В(о(ћ), А.-с) = В(А, СА, -(о))), v he 90. 


所 以 有 
9 = Һа)» Yaca. 


X olea) = А-бу = Аеш), 而 
[olea), а(е_.)] = a{ħa), 
即 有 
А.А о [6с (о) ea (а)] = hotta) = [Estaj ео). 


这 证 明了 
А.А а = 1, 
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再 当 oe, B a +B € A В, Ж с" (а), с" (8), "(а + 8) € А. 而 
lolea),oles)] = Naga leanta), 
р 和 aXgpleor (a) Corp] = NapAa+Beo-ta+8). 这 证 明了 
Меоз(оу,е (аз = AI Ау Aare N.a. 


记 复 半 单 李 代 数 [6,0l 的 紧 实 形式 [6,56] 决定 的 半 对 合 为 
т. ШР c 为 实 李 代数 [5,65] 的 自 间 构 ， 所 以 有 or = rc. Ж 
意 到 由 根系 A 生成 的 实 线性 空间 pa = Vi, В т" (о) = 
е, Tea) = 一 e_a. 所 以 


eT(ea) = ~0(e_ a) = -Anafaa 

те (es) = т{Адёь+(а)) = Ае сеа): 
这 证 明了 А. = А, WE ЈА, = 1. 所 以 А. = exp (y Tiên 0 < 
Ө. < 27, V a € А. Àa = ехр(/10_,) = А = exp (— /—10.,), 即 


有 
0 а= -r Мєл, 


x 
exp (v —10..)ехр ( v -lba Ne, (оу,е* (8) = exp (v — 10, re) Nap. 


H T Nag, Nolae 为 有 理 数 ， 所 以 bag 三 加 + дв, (mod я). 
RZ. Ж o(,:) = 后, 有 


cr(A) = А, afea) = exp (V 1Ө&)е о), 
#-„=—#„, 8. + в = 0.45, (mod я), 
Муз (e) oria = ехр (v —1(8,+8 = ĝa 7 Ba)) Nag, Ve, Йй, + в Є А. 


显然 c € Aut (6), a(S) = э, 所 以 сЕ Ж. 证 完 . 
进一步 刻画 李子 群 @, 我 们 要 考虑 子 集 


Ao = (c E W| ela = d). 
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显然 &o 为 紧 李 子 群 所 中 的 闭 普 通 子 群 ， 所 以 是 紧 李 子 群 .我们 
有 
引 理 4.25 2. 为 紧 李 群 9 BU SE FSI Fie, H 
Ao = Ad H. 


证 SER c € %, 即 有 = E Aut (6), о(5) = 5. НЕ oE 
%,Ш go € Aut (6), cojas = id. ЕН Хе 9, 于 是 soc" l(X) = 
с1(Х), Вр ссос |5 = id, zooc c A, 这 证 明了 aooo? € Aa. 
所 以 Ao 为 李 群 0 的 紧 正 规 子 群 . 

今 互 为 紧 连 通 李 群 G 的 Cartan FE, 5 为 其 李 代 数 ， 所 以 
有 Н = exp5. ER ke Н, 则 存在 X є 5, 使 得 h = exp X. 于 
EHR Y € $, Н [95,95] = 0, Аал = Ad {exp X) = exp (ad X), 有 
(AdAyY = Y. 这 十 明了 (Ad H) C ñ, Н Adha = id, V h € 9. 
ВП Ad H C A. 

反之 , ER o € 90, сє Aut (ë), ol) = ñ, cja = id. 由 引 
BB 4.2.4, 对 半 单 复 李 代数 |6, 6]Ç 关于 Cartan 子 代数 9С 的 根子 
空间 分 解 [®,®|С = 5С + У Š=. 有 Weyl Æ (e, | V e € A). 使 


得 o*(A)= A. h ola = id 可知 ee = ia, BA 
cfea) = (exp (У—10,,))е,-‹а) = (exp (V —10,))eo. 


而 
fa th= 0, УаєА, 
ĝa + #в = faya, (той т), Уа, 8,а+8єА. 


记 А. = ехр({//—10,), Va € A. ERRA rE 3 = 
П = {an 0]. Е a 8 At, 则 有 正 根 序列 


Qi Ө, Te, i ++ о, = G. 
记 es, = ei, Ае; = М, 1<+<{, 于 是 有 
= [ea eis], е], ` sea = нё, 
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其 中 ja 为 非 零 实 常 数 ， 双 方 作用 о, 得 
À А, * Аз, = àa- 


Аа Ўто, 其 中 m, m JERES, FE 
i=l 
Ам = АА... АР = exp(v —1 › mifi). 


在 实 线性 空间 和 上 构 作 线性 函数 f, 使 得 


1 
A = 0;, 
其 中 hi € у-19 有 B(h; h) = alh) V h € 9. 由 于 实 半 单 李 代 
数 [6,6] 的 Killing 型 Bz, y) 在 5, 上 上 负 定 ， 所 以 崔 一 存在 元 素 
ho € 91, 使 得 


1<#<1, 


B(h,ho) = }(Ь), V h€ 91. 
因此 
cfeau) = Ае = (exp (VTI J midi))eo 
= (exp (J(ha)))es = (exp (B(h.,h)))es. 
今 [Ro Ea] = B(h<., ho)ea, 所 以 (ad ho)Ëe, = B(ha, ho) ren. 这 证 明 
了 
(е) = DO у Biha, h)"ea = УУ (ad ho)*ea 
= (expad ho)e, = (Аа {exp ho))es, V e€ A. 
ER K ЄС, ШЕ els = 过 ,有 
a (M) = (А&(ехрһь})/, 
这 证 明了 с = Ad(expho) € Ad 五 ， 所 以 Wo C Аан, Bl 9 = 
Ad H. 引 理 证 完 . 
今 显然 


Aut (5) /АаС S AHAN Ad G) = (%/%,)/((% п ААС) 0). 
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我 们 有 

定义 426 RER (W n Аас)/ 称 为 紧 连 通 李 群 G 的 
Weyl 群 , 记 作 Wo. 

Weyl 群 在 紧 连 通 半 单 李 群 的 表示 论 中 扮演 了 重要 角色 . 下 面 
展开 Weyl 群 的 讨论 ， 首 先 给 出 Weyl 群 的 实现 . 

引进 4.2.7 ШН G W Cartan 子 群 ， 则 
N(H) AEF СВЕТЕ, CO НОЕН, X Weyl 群 


me = Ad N(H)/Ad H. 


证 ЖНЯЯ 423, 8 An AdG = AdN(BH). 由 引 理 4.2.5, 有 
A = Ad F. 所 以 


Ис = (AN АаС)/@® = AdN(H)/Ad N. 


证 完 ， 
引 理 428 ЖИРНА С 的 Weyl 群 We JARE, H 
为 紧 半 单 李 群 G 的 Cartan Т Н ОД {С o КЕЛЕ БОР 
#. 

Ш $ AdN(H) 及 АН, 所 以 Weyl 群 Wo 为 紧 群 . 
再 由 AdN( 五 ) 和 Ad H 的 李 代 数 分 别 为 ad N(5) 和 ad 5, 由 于 5 
为 Cartan 于 代数 ， 芭 有 N(5) = 9, 所 以 ad N(9) = ad 5. 因此 商 
ЁР Wa = AdN(H)/Ad H 的 李 代 数 为 ad N(5)/adġ = 0. 这 证 明了 
Ис ФВ, и We 为 有 限 群 . 

另 一 方面 ， 任 取 ec EUANAdG = AdN(R), H| = £ Aut (6), R 
0(5) = ñ. 而 ge ААН 当 且 仪 当 ela = id, іс о ојл, 于 是 
Е We, V e € ANnAdG = Ad N(H). 注意 到 Killing 型 B{z, y) 在 
5ER, EGERT Weyl 群 We 由 Euclid 空间 身上 的 一 批 正 
交 变 换 构成 ， 证 完 . 

为 了 给 出 Weyl 群 的 生成 元 素 ， 我 们 引进 

定义 429 记 儿 为 紧 半 单 李 代数 @ 的 Cartan 子 代 数 ， В 
为 李 代 数 6 的 Killing 型 。 Cartan FRA 5 中 的 元 素 Xo 称 为 正 
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则 元 素 , 如 果 B(h,, Хо) #0, Ya E A RA PEWNE, 如 果 存 在 
= € А, #18 В(А,, Хо) = 0. 

НА МГП, Cartan 子 代 数 $ 中 的 所 有 非 正则 元 素 构 成 集 
合 

ш f, Ha = {Xo € 9 | B(Xo, ha) = 0}. 
acs 
Cartan 子 代 数 往 中 的 所 有 正则 元 素 枸 成 集合 
9 – Ú a. 
w£ A 

EX 4210 EPEA 6 的 Cartan 子 代数 5 中 的 所 有 
正则 元 素 构成 的 集合 的 连通 分 支 称 为 Weyl E. 

引 理 4211 设 己 为 竖 半 单 李 代数 ® BU Cartan 子 代 数 ， 则 


9 中 Weyl 房 为 线性 空间 身 中 的 以 原点 为 项 点 的 开 凸 锥 . 
证 今 任 取 ae A, W 


Sa = {Xo € $ | В(Хо, ha) = 0) 
为 线性 空间 9 H dim $ — 1 ФРА, BERA WA, Д Pa 
为 有 限 害 个 过 原点 的 dim $ — 1 维 超 平 面 的 并 集 . 这 证 明了 m Йо 
为 线性 空间 昼 中 的 闭 子 集 . TES- H 9. 为 Cartan 子 代数 $ rh 


以 原点 为 顶点 的 开 锥 ， 目 其 连通 分 支 是 以 原点 为 顶点 的 开 贞 锥 
证 完 . 

定理 4.2.12 k H ARERR 6 的 Cartan 子 代 数 . 
记 А 为 复 半 单 李 代 数 65 关于 Cartan 子 代 数 55 的 根系 ， 工 = 
{о1, G) 为 根系 A 中 的 单 根系 . 记 X, = y ih є 9, 其 中 
hi = ha, 1 < í < t, M) Cartan FAA 9 фй р 


f (he 9 | BX,h)> 0 1=1,2,...,1} 
为 一 个 Weyl Б. 
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证 ЖШ O, Z 0. 事实 上 ， 由 于 Cartan Жр (B(h;,Rh;)) = 
(B(X X;)) EE, MAE h= >` MX, 构 作 线性 方程 组 


i 
JEX Xij =l, ЕТЕТ 
j=l 


则 有 唯一 解 O = (0, a) за h = У) 210; є 5, HI 
i=l 
B(X; h) =1>0,1<1<1, Ep h € $o, 这 证 明了 Оо Z 0. 
显然 ， fo 是 以 原点 为 顶点 的 开 西 锥 ， 而 且 直 于 正 根 为 单 根 


i 
ha = Y mihi = - 13 mX, 


ї=1 


其 中 ms 为 非 负 整数 ，1 < <14 SER h e Пе, M 


і 
B(ħh, ha) = -VI m:B(h, X) #0, YacA. 


i=] 
这 证 明了 六 为 正则 元 素 ,， 即 Qo c9- U Sa 因此 , 为 了 证 G 为 
aEA 
Weyl 房 , 即 为 5- U Sa ЮЖ, 我 们 只 要 证 Po 为 前 - U S. 
= w€ à 


中 的 闭 集 就 能 了 ， 
记 O, 5 9- U Sa 中 关于 集合 fo ВЫ. НЕ 


No = (h € ñ | B(X;,h) > 0, 1<: <D 
=(hes|B(V-l,h)>0 1<ї<1} 
= {hE $| Bh v-1h)>0, 1<i<}} 
= {h E€ | Biha, VZĪh) >0, УоєА+}, 

所 以 

По = {hE 5 | B(ha, VC1h>0, Час At} 

= {hE | В(А,,У-1А) <0 Yaca} 
· 324 . 


这 证 明了 
Ro C ош Э; 


由 于 9 AS- U 5. 中 关于 集合 No 的 闭 包 , 即 Qo c 9 U Sa- 
aE х 
这 证 明了 о = fh. 所 以 ， 90 为 H- U Ha ФУЛУН Ж 2, 
«ЄА 


即 为 连通 分 支 . 证 完 . 

现在 来 给 出 Weyl 房 和 单 根系 间 的 一 一 对 应 关系 . 

定理 42.13 符号 同上 ， 我 们 有 

(1) 取 定 正则 元 素 ho E 5. ØR X € $x = v15, 在 
Ўн 中 引进 正方 向 ， 使 得 蕊 > 0, 如 果 它 适合 B(X, Tho) > 0. 
于 是 在 Sa 中 引进 了 次 序 ， 在 根系 A 中 叭 一 决定 了 单 根 系 П = 
{on ea 恒 得 ho EQ = (he 5 | BOX;,h) >0, 1< i< T, E 
中 X, = /-1А„, = vih, 1 < í < 1. 用 此 办 法 可 构造 出 根系 А 
中 的 所 有 单 根系 . 

(2) ÆR Weyl 房 2, 对 人 2 中 任 一 元 素 ho, 由 ho 按 (1) 的 
方式 决定 的 单 根系 都 相同 ， 且 不 同 的 Weyl 房 决定 了 不 同 的 单 根 
Ж. ЁШ Wel 房 和 单 根 系 之 间 有 按 (1) 给 出 的 自然 的 一 一 对 应 . 

证 ER Weyl 房 Q 及 其 中 元 素 ho, 由 于 һу 为 正则 元 素 ， 
所 以 Biha, ho) # 0, V a € A. 4 ho 关 0, 所 以 由 方程 B(X,ho)=0 
定义 了 Cartan 子 代数 务 中 一 个 1-1 维 子 空间 . 在 此 子 空间 中 取 基 
Ву, ы, M Iho, мА, у ТА. 为 实 子 空间 әд 的 一 


组 基 ， 用 这 组 基 引 进 正方 向 ， 因 此 任 取 X = Уу Al Th) € Өл, 
1—0 


其 中 АА Є R, ШЕЕ А > 0 时 X > 0. 另 一 方面 ， 任 取 
X є в, 则 


i-l 
B(X, V 一 Iao) = B(3 Mv TIhi), V—1ho) = — B(Aoho, ho) > 0 
z= 


当 且 仪 当 ho > 0. 因此 ， 这 样 决定 的 正方 向 给 出 根系 A 中 唯一 的 
HRR П = {eh 
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ја X; = „1А, w (h) = B(h¿ h), V h € ñ, 1 < i< L H 
oj > 0, B(h;, ул) Z 0 可 知 B(X; ha) > 0. 因此 
ho € (= (he p| B(X А) > 0, taisi} 


由 定理 4.2.12 可 知 Po 为 Weyl 房 ， 今 ППП 中 有 元 素 ho, 所 以 
QON Z 0. НЕО K Qo WES- US. 中 的 连通 分 支 ， 这 证 阴 
xA 


Той = бо. 再 由 加 为 Weyl 房 下 中 任 一 元 素 ， 因 此 推出 ho Є Go, 
其 中 O, АЖЖ H = {oi,… ,oy} 唯一 决定 . 所 以 同一 Weyl 房 
中 的 元 素 决定 了 同一 个 单 根 系 . 注意 到 由 于 我 们 从 ho c Q HE = 
义 正 方向 ， 从 而 得 到 Weyl 房 Qa = О. 这 也 证 明了 不 同 的 Weyl 
房 决定 了 不 同 的 单 根系 . f 
最 后 , 我 们 要 证 明 上 商 的 方法 给 南 了 所 有 的 单 根系 . 事实 上 ， 
在 根系 А 中 任 到 单 根系 F = {A,A} 由 定理 4.2.12 可 知 
No = (he 9 | B(R,Yi) > 0,18134) 定义 了 一 个 Weyl 房 ， 其 中 
Y, = viha, = УМ, 1 < i < L. HF ü: < O EAER М, e Юр, 
(1) 的 办 法 定 闵 正方 向 , 且 决 定 了 单 根系 П" = tó... óY. 我 们 
有 IU = IU. 事实 上 , iR Аг = v Iha, 1 < í< 1, WE B, h) > 
0,1<i<1 另 一 方面 H hien BIRDS 1<4<1. 
由 此 可 见 ， hi, РАЖ П = {p,p 为 正 根 ， 即 有 


= у; тым ,1<1 < 其 中 ms 为 非 负 整数 EPE, hZ... h 


ЖР П" = {ha 也 是 正 根 ， 即 有 h: = x тууй, 1 < 
i < 1, 其 中 т, 为 非 负 整 数 ， 因此， 易 证 集合 r= T, 至 此 证 明 
了 Weyl 房 和 单 根系 之 间 按 照 

П = {01,:::,0} +9 По = {hE 9] Bh X) >0 1<i<l) 
建立 了 一 一 对 应 ， 其 中 
X: = Viha, = vih, B(h,h) = ath) V he $, 1<i<L. 
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回 到 Weyl 群 We, 我 们 有 

З 4214 Все Wç = A ' AdG)/Ad H, о 作为 (AN 
AdG)|e Фй, Ж Weyl 房 映 为 Weyl Ж. 

证 — ce Wo CC(anAdG)ls, 有 0(5)= 9, B z*(A) = A. 
又 对 Kiling 型 B(z,y), 有 В(с(х), с(у)) = Б(т,у), Yr y € Я. 
今 ña = {h E $ | B(h.,h) = 0}, 于 是 Blolha)holh)) = 0, Ei 
Bhia (h) = 0. 由 于 e 为 线性 空间 ә БАТЕ АА, АТЫ 
有 (Ha) = Horta 这 证 明了 °С М Ba) = U Se 所 以 


0(5 — Ua) = 9 — U Sa: 


自然 o HERG S- |) ñ. 的 连通 分 支 喘 为 连通 分 支 , HB с Weyl 
ac x 


房 映 为 Weyl 房 ， 证 完 . 

符号 同上 ， 今 实 线性 空间 9 AAR —В(т, у). 而 ha Єр, 所 
以 由 $z = VY-15 可 知 yV Iha € 65, Va € A. 以 V iha 为 法 向 
量 的 超 平 面 ， 若 过 原点 ， 则 必 为 

Ha = {hE $| – Biha, h) = 0}. 

在 线性 空间 5 中 任 取 一 向 量 X, 则 向 量 X 关于 超 平面 ñ. 的 
反射 为 
2В(һ., X) 
Bha h.) © 


于 是 线性 空间 p 中 关于 超 平面 9. 的 反射 ш. 为 


Biha, X) 
Bc pe} re v ae. 


Y=X-— 


tu [X) = X — 
引 理 4215 符号 同上 . Cartan 子 代数 5 中 关于 超 平面 5. 
的 反射 wa 有 性 质 : 


(1) —B(wa(X).w. (Y) = -有 YY X,Y € 9, В 
wo AIEEE, MAE 旋转 ; 
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(2) ш2 = id; 

(3) wa 的 不 动 点 集 为 线性 空间 9 中 的 超 平 面 Da; 

(4) иМо=)=-—о; 

(5) шд) = А. 

证 HS wa 的 定义 可 知 (1) —(4) 成 立 ， 下面 只 证 (5) 成 
У. ER a,8 € А, oe £ tp, 作 根 链 

B-pa, B a, 8,8 +а,--:,8 + qa € A UO {0}, 

其 中 8 - (p+ 1)0,8 + (a + 1)o ë Аш {0}. 于 是 有 


2B{ha, ha) = 
Blhoha) Т Т 


所 以 


28А, ha), = ha — (p — Qh, = һа+(а—р)о: 


ua(ha) = ha 一 B(h. h ) x 


T -p < g—p < q, ЙТ B+ (a—p)a E Aulo}. BE 8+(a— pa = 0, 
ВІ 3 = (p — q)a, A HEH p-q = 1 E p— q = –1. 但 是 8 Z +a, 
这 导出 矛盾 . БИ 8 + (q pae A, ВЕТ ш (8) e А, “дє 
A,8 # +o. 而 已 知 walha) = h-a, Walh-a) = ha, ЁШ ш (+a) = 
та. 总 之 ， 有 w lA) cA. но 的 一 一 性 及 根系 为 有 限 集 ， 可 证 
и (А) = А. Ш. 

5184216 符号 启 上 . Weyl # We л u 将 单 根系 
映 为 单 根系 . 

证 给 定单 根系 lar. ol, 于 是 根系 A 中 的 元 素 可 表示 


Н 
2 8 = Èo тыа, 其 中 та, ту 同时 为 非 负 整数 或 同时 为 非 正 整 
Ж. SER o € Wo, 则 由 引 理 4.2.15 可 知 w*(A) = A. Но 
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非 异 线 性 变换 ， 于 是 wa) o ша) € A {ЛАР 1 Pk S: Ek PE s= E] 
Эл 的 一 组 基 ， 而 且 


! 
ша) = > mw" (eos). 


用 ña PÆ or... ou 确定 的 正方 向 所 决定 的 单 报 系 为 
H = {œ Gr 5. 
用 Sr Ф 加 (ah at (Ga) W RE BJ IE 3 IB] ГЕ BU АЫ ЖА 
IV = {ш (ол), уш" (01). 


这 证 明了 引 理 ， 证 完 . 

现在 给 出 Меу 群 的 生成 元 素 集 如 下 : 

定理 4217 符号 同上 . Weyl # We 有 性 质 : 

(1} Weyl # Ис 是 由 反射 集 {wa | Vo є А} 生成 的 有 限 
群 ; 

(2) Weyl # We 在 根系 和 中 所 有 不 同音 根系 鬼 成 的 集合 上 
ж n] ë; 

(3) Weyl ËF We 在 所 有 Weyl 房 构 成 的 集合 上 单 可 递 . 

证 ERRE. (1) BESI [wa | Vo € A) 生成 的 
В Ис, 我们 来 证 me С Ис; (2) 再 取 定 单 根系 Ho, 我 们 来 
证 {w"(Ho) | Уш € We) 为 两 两 不 同 的 单 根系 ; (3) 再 证 明 
{wRo) | V e € ИБА Weyl В, HP Do 是 由 单 根系 IL, 
决定 的 Weyl 房 . 于 是 证 明了 Du*(Uo)| V u € WL) 遍历 所 有 根系 
A 中 的 不 同 单 根系 ， 且 A 中 的 不 同 单 根系 的 总 数 为 Weyl 群 Wç 
的 阶 ; (4) RE, EH Wi = Wç. 

(1) 现在 先 证 wa € Ис. PXE, 任 取 a€ A, 则 B(ho, h.) > 
0. 任 取 实数 A. ir 


Xa = Мел — e—a) E È, 
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Ё 
ga = exp X, € G. 


“FEW h € 5, 则 
= 1 
(Adg.)h = (Ad (exp Xa))h = (exp (ай Xa))h = > 页 (ad Xo) h. 
用 归 铠 法 可 以 证 明 
(ad Х.„)2® 1А = А?” (ад (ea — ea) А 
= (—1yFA28-128-1B(h,, h)B(h.,ha)” (ea + eah, 


(ad Xa Eh = Акаа (ea — €a) "h 
= (--1)" А2828 Blha, PB(ha, ha) T ha, k= 1,2,---, 


所 以 
= һу Bel) ул (C1U5FA2F25B(ho, ha)" 
(Ad ga)h = h + ВЕЖ.) > аА аьа, 
B(ha, h) <% (1)КА28-128-1В(Һ.,Һ.) 
Bahie (ж-о (е) 
取 
ooo T 
(2B(R., had) 
则 有 


ор (—1)8т28 B(h.. h) 
(Adg.)h = А+ (E nr ак) i 


Biha, h) ос (—1} r?! 
+ VOAR (2k — 1)! Jea +e_a). 


=ч мс (Тт) 20 (—1)^т?Ё ° r_1yk-l1;-2k—i 
“= "YU к У ЕС 


k=1 


所 以 


(1) 1226-1 


= (—1)Ёл?® | о 
—1 = cos z = , 0 = sinr = У 一 
> (2k)! 25 (028-1)! 
Ве 
Е _ 2B(ha, h) 
(Adga)h =A- Pak jha V h€ 9, 


注意 ha € Яң = vij, 至 此 证 明了 在 线性 空间 6 上 Adg, = 
Wa, Va EA. 所 以 wa Є Ис, УаЄ А. aR M Du, | Ya € д} 
生成 Weyl 群 We 的 子 群 为 Wo- 

(2) ”在 根系 A 中 取 定 单 根系 По, 我 们 来 证 wo) 仍 为 根 
Ж A 中 的 单 根 系 ，YwE Ис. ДЯ] Weyl 群 Ис 中 的 不 同 元 素 
ww”, Ho) 和 ш (По) 为 不 何 的 单 根系 ， 

前 一 断 音 在 引 悍 4.216 已 证 朋 了 .后 一 断言 征明 如 下 ， 尾 取 
ww” € Wa, W (w) (To) = (六 (To ТЫ w = (a) tw € We 
有 ш*{П„) = Ho. 我 们 来 证 w” = w, ИШЕ u = d. 

事实 上 ， 记 IL, = {ai он}. 由 tw* (Ho) = Ho, 所 以 存在 
1,2,.… 的 排列 njoj, 使 得 


WwW [Qi) = аз, 1<j<!. 
记 At 为 由 单 根系 Ho 决定 的 正 根系 . WEER a E A+, а = 
{ 
È Mia, 其 中 m,m AEREN, YQ 


i L 
ш" (а) = У miw(a;) = Уло; 
i=l i=l 
PAER. REHAT wHAt)= A+. 
u" 作为 有 限 集 AT 的 排列 , 它 为 有 限 多 个 不 相连 的 振 环 的 乘 
ЯЯ фара e pa IE ру = (Binibili) EAEEREN L = БС 
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中 作 子 空间 
| Pi | р: 

EO =Y ta 279 = У. 
9=1ї q=1 


则 有 
L= La = 97 +L (© +270). 


s A i=l 

男 一 方面 ，w E We = (ANAdG)/AdH 作为 (到 mAdGin 中 
的 元 素 ， 由 证 (1) 可 知 , 记 e = Adg, EP ç € G, М (Аад) = 5, 
于 是 有 

w(L®) = (Аа }(# ©), (8700) = (Adg)(L 0), 1<4<». 

先 来 讨论 LH. ЖТ BAR E. ЖИН уз = (b), 

于 是 
(Adg)ea, = Aem n ‚(Ааб)ев, _, 一 А,—1#„› (Ad g)en. = Areg 


所 以 对 子 空间 000 的 基 ep,，,……,ep,, Аб РЕЖЕ 


0 А 
о 0 

: Ar-1l 
Ar 0 0 


因此 特征 多 项 式 为 А” 一 和 ae 入. 
但 是 Wo = (AN AdG)/Ad H, 所 以 we We X п Ad G 关 
于 Ad H 的 左 旁 集 空 间 ， 而 Adg 为 其 中 一 个 代表 元 素 ， 所 以 任 取 
ho € $, Ш exp ho € H. 而 以 Аад 为 代表 元 素 的 左 旁 集中 任 一 元 
素 可 表示 为 
(А4 9)(Аа (ехрдо)), У ho € 5. 


(Ad (exp ho))eg, = (exp (ad ho))es, = (exp (Ai (ho) eas, 1 < í < r, 
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所 以 (Adg)(Ad (exp ho)) 对 应 方 阵 表 东 为 


0 ме”: (ho) 

0 0 Азебз (ho) 

0 0 .. | 0 Ap pefr tiho) 
АМебе\һа) 0 ... Ü Ü 


它 的 特征 多 项 式 为 A — AA Arexp (Bi (ha) +++ + B, (ho). 
注意 到 d +. + B, 为 正 根 的 和 ， 它 不 等 于 零 ， 所 以 我 们 总 
能 找到 ho & $, 使 得 对 所 有 循环 л, 6, AA 


exp (— 3 lho) — + — B, (ho)) Æ ААА. 


RTE., FE g€ G, 使 得 (Adg)$5 = 65. X Аад 在 > Sr 中 
=€ 


无 特征 根 1, 因此 Аас 的 特征 根 1 的 特征 子 空间 在 ӨС 中 . 

但 是 定理 4.1.21 告诉 我 们 ，G 中 元 素 9 必 蓝 在 一 个 Cartan F 
群 Hi rh, 于 是 H, c C(g) 为 g 的 中 心 化 子 . 注意 到 记 弟 为 李子 群 
C(g) 的 李 代 数 , IER X eP, A (Adg)X = X. 所 以 Ad ç 的 特征 
根 为 1 的 特征 子 空间 的 维 数 > dim C(g) > dim H, = dim H = t. 上 
面 已 证 Adg 的 特征 根 为 1 的 特征 子 空间 的 维 数 < апа, 因此 证 
明了 和 与 中 元 素 都 是 Ad g 的 特征 根 为 1 的 特征 向 量 , 即 (Adg)|s = 
id. 所 以 w= Adgls = id. jiKuFEB Y BG >r. 

由 此 证 明了 单 根系 集 {ш (По) | w € Ис) 为 根系 A 中 两 两 不 
同 的 单 根系 ， 换 各 话说 ， Weyl 群 We 在 单 根系 集 Du (To) | we 

С} 上 是 单 可 递 的 ， 由 此 也 推出 Weyl Ë Ис 的 阶 数 等 于 集合 

{w*(Io) | Y w Ис} 的 元 素 个 数 . 

(3) ”由 于 定理 4.2.13 证 明了 Weyl 房 和 根系 A 中 单 根系 之 
间 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 , 为 了 证 明 w (To), V we W¿ 遍历 所 有 
HARR, 我 们 只 要 证 明 (00), Уш є WL 遍历 所 有 的 Weyl Б, 
其 中 fo ЖШН По 决定 的 Weyl 房 . 


由 引 理 4.2.8,Wey] 群 We 为 有 限 群 ， 因 此 子 群 Wi 也 有 限 . 
今 По = {ar ,at 3а hi = /—Th., € 95, 1 < í < 记 Weyl 5 


Qa = {hE p| Bih, h)>0 ї1<т< 0. 


ПНЕ П = {9 Y, И! А = /—lha € 95, 1 < < L W 
Weyl 房 
Q= (hesp|B(hh)>0 1<т<[. 
我 们 来 证 存在 w є WL, 使 得 w(Qo) = 0, 其 中 WE 为 由 反射 集 
{wa Ya E A} 生成 的 Weyl # We 的 子 群 . 
事实 上 ， 在 Wel Jš Qo 中 任 取 一 点 ho, 作 有 限 集 


@=(uw(ho|)|V we W.) C 9. 


Еле, H-F 6 为 有 限 集 , 所 以 必 存 在 一 元 素 tu (ho) E б, 使 
得 jwo(ho) — h'| < Jo(ho) — А, Уш EWE. 我 们 来 证 wolho) Є M. 
HETA, 由 Ао € бо, A wolho) € о (00), 其 中 ao (o) 仍 为 Weyl 
房 ， 因 此 

Biha. wo(ho)) #0, V ae A. 
特别 地 ， B(hi, so (ho)) #0, 1 < í < L 但 是 uo(ho) Z N, 所 以 在 
É pe (1... 1) 使 得 B(hi,uo(ho)) < 0. 再 作 反 射 wg,, 有 


~ Bliwg, шо(ћо) — h', wa walho) — h!) 
= — B(wo(ho), wo(ho)) + 2B(wa, wo(ho), h’) — B(h', h’) 
— B{wo(ho) – А’, wolho) — h!) — 2B(wolho), h") 
2В(ћр, шо(ћо)) 


lI 


+ 2B(walho) 一 B(M, №.) hp h. ) 
; 4B(h’, walho) Bhi, R’) 
= ~ B(uo(ho) — h 一 
(wuo (ho) tup (ho) — А) Blar MY . 


ФА ЄЙ, 所 以 Bhp A) > 0, X BL М) < 0. 因此 


_ ABO wo (ho) Bhp Му O 
Bih, hz) 


这 证 明了 jwa ua (ha) — h'| < jwolh0) 一 |， 所 以 和 wo WERF 
B. 至 此 证 明了 uo(ho) € m, 所 以 wonn 3 0. 这 证 明了 
W = woho). 
ECHE WE 为 有 限 群 ， 且 为 Weyl # Wa É F BE. МШЕ 
T (oa(fbo) | V wo € W) 遍历 所 有 的 Weyl 房 ， 因 此 | 
{wollo) | Y wo € We} 


遍 记 所 有 不 同 的 单 根系 ， 叉 证 明了 Weyl 群 We 中 的 不 同 元 素 作 
HERRA Ho 上 得 到 不 同 的 单 根系 .因此 证 明了 Wh = Wae, ВЛ 
Weyl ЁЁ Ис 由 所 有 反射 И, a Ee A д. Н Wey 群 在 所 有 单 根 
系 上 单 可 递 ， 从 而 在 所 有 Weyl 房 上 单 可 递 . 定理 证 完 . 

最 后 ， 有 

定理 4.2.18 符号 同上 面 定理 . 取 定 单 根系 H = {o , QL}, 
Ш] Weyl 群 We 由 上 个 反射 wi = wa,, 1 < š < 1 ER. 

Ш B wi,…,w 生成 Weyl # Wa 的 子 群 WL. 我 们 来 证 


W£ = И. 
记 由 单 根系 ПЖ ЕНШ FI 3 3 At, ШШ k e 5, Ж 
2B(h_., h 2B(ha, h 
w-alh) =h — risa 。 =h- UR RU = wa (h), 


证 明了 wa = wa, V a € At. 因此 只 要 证 明 任 取 o € A+, ЩЩ wo 
由 ъл, w ERRET. 


T hi = ha 1 < i< Ф a € А, Ы о = то, ЖФ 
ту, пы 为 非 负 整数 . 记 N{a) = Kma WATER a 长度 长 
度 为 1 的 正 根 a 显然 为 单 根 ， 这 时 шь 自然 由 w, Ж. 
ЖЕЙ а> 1 ЈЕ ао = x miai 由 Bilha, ha) > 0 可知 

ї=1 
Н 


2B({h;, ha) 


ш (ha) =R. 一 Biha., А) i 
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我 们 来 证 wla) e AT. RETR, M 好 (cy & AC. F 


2B(hi, ha) 


Sel e E AT, 
ЕТИ h) “S 


ш (а) = a — 
2B(h;. ha) 


ај L > 0,.…， > 0 
B(h;, hi) > ,所 以 由 ү 之 ти K 


但 是 


2В(А;, ha _ 
Yams + У; mæ; + (m ma aa Ja ед , 


了 一 + 十 1 


t 

证 明了 m; = 0, j in = 1 于 是 1<s= У) т 1. 这 时 出 矛 
j=1 

导 ， 所 以 证 明了 wi(a) < А+, 而 


2B(hi, h.) 
В(А;, hi) 


对 正 根 wi (a) 继续 讨论 , 便 证 明了 存在 ш c WL. E N(u*(o)) = 
1, 即 如 (oa = оу. РЖ о = (w) (03) = (w7 (a). 所 以 


№0 (а)) = N(a) — < Ме). 


2В(и(ћ), һ;) 


арив) = ыан) - РЬ) 
= ВА „4 
TA- Banh) "О 


Ha = (ш-1)"(0;), TA ha = wt (hj). 又 由 w-! 为 实 正 交 变换 ， 
Ep 

В(и(А), = B(h,u (Ауу) = Blh, ha), 

B(hj, hi) = B(w (hy), w (hy)) = B(ha, ħa), 
所 以 证 明了 www = wa. Ha 任 取 , 便 证 明了 Wç С W£ C Wo. 
ВШ W¿ = Wo. 定理 证 完 . 

由 
Aut (6)/Ad G = W/Ad(H)/Wo, 
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和 引 理 42.4, 定理 4217 的 (2), 所 以 为 了 求 李 代数 ® 的 外 自 同 
构 , 只 要 求 自 同 构 o, EH ol) = П = (ол, ,om}. 由 Blaia) = 
Blo(ai),o(aj)). 所 以 o 使 得 Dynkin 图 不 变 ， 即 为 图 自 同 构 . 


6 43 紧 李 群 的 表示 


W G 为 紧 连 通 李 群 。 {p, VY) 为 它 的 表示 ， 即 p AFE С 到 
一 般 线 性 群 GL (V) 内 的 李 群 同 态 ， 其 中 站 为 有 限 维 实 { 或 复 ) 线 
性 空间 ， 相 应 的 表示 为 实 (或 复 ) # 2. 

我 们 只 考虑 复 表示 . 在 表示 空间 Y PREH v, Un 
于 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 plg) 有 方 阵 表示 ， 仍 用 plo) Æ 


ж, ЁЁ 
a(g) nu aing) 
p(g) = : : , YgEG. 


ani(g) = ann(g) 


由 于 pp 为 李 群 的 同 态 ,所 以 anl) 为 紧 连通 李 群 G 上 的 解析 台数 ， 
由 表示 等 价 的 定义 可 知 ， 等 价 表示 的 方 阵 表 达 式 之 间 的 关系 为 在 
一 个 非 异常 数 方 阵 下 同时 互相 相似 , 即 有 : 车 表示 (pi, И), i = 1,2 
jH Fr, MH 


р2(9) 一 Рр\у(д)Р 1, ki gE G, 


其 中 P 为 线性 空间 V, 到 V; 上 的 线性 同 构 在 相应 基于 的 方 阵 表 
т. 

ЖЕКЕ, TEH: EER (01,11) 和 (рә, Vy) 互相 等 价 ， 在 
线性 空间 V, 中 取 定 基 后 ， 则 在 线性 空间 V, 中 必 存 在 一 组 基 ， 使 
得 pig) рг(9) 有 相同 的 方 阵 表示 ， V gE G. 

ЖЕУ 4.3.1 (Frobenius) 设 (P, V) 为 紧 连 通 李 群 G 的 表示 . 
则 李 群 G 上 的 解析 函数 


cholg) = treig) V g€ G 
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称 为 表示 (р, И) 的 KEAN, 简称 为 特征 . 

显然 等 价 的 表示 的 特征 相同 ， 下 面 我 们 来 证 不 等 价 的 表示 的 
特征 不 再 ， 因 此 特征 为 紧 连 通 李 群 的 表示 的 全 系 不 变量 .为 此 ， 
我 们 详细 讨论 特征 的 性 质 . 

引 理 4.3.2(Weyl) СЕ Е, (р, V) 为 其 表示 ， 则 
ТЕ ЕЕН) V 上 存在 о(С) 不 变 内 积 . 

证 ”我 们 约定 复线 性 空间 的 内 积 为 正定 Hermite XZ £ TE РЫ 
数 ， 实 线性 空间 的 内 积 为 正定 对 称 双 线性 孙 数 ,在 表示 空间 VV 上 
ERAR <r,y >, УЯ 


(z, y) = 上 < plg)r, plg)y > Rig) Yz,y € У. 


我 们 来 证 (2,0) 为 线性 空间 V 上 的 AGO TEAR. 事实 上 , fE 
Н go € G, Ш 


(p(go)z, p(go)y) = f, < p(g)p(go)z, р(а)р(до)и > Q(g) 
= Í < каш)», (ва) > Q(g) = ГА < p(g)z,p(g)v > (9957) 
G G 
= /, < д(в)=р(дуу > Ug) = (2,5). 
所 以 (z,y) 在 p(G) 下 不 变 ， 下 面 证 它 是 内 积 ， 事 实 上 
(2,2) = f < plg)z, p(g)z > {д} > 0. 
G 


车 等 号 成 立 , 即 有 < plge plg: > EFE G 上 几乎 处处 为 零 . 由 
于 plg)x XX g 在 李 群 G 上 解析 ， 所 以 证 明了 < plg)z,p(gjz >= 
0, Yg E С, Ж plg)z = 0, V g € G. 但 是 plg) ER, ХИТ 
z =Ü. 所 以 (z, у) 为 线性 空间 了 上 的 p(G) 不 变 内 积 . 引 理 证 完 ， 
定理 433 紧 连 通 李 群 的 表示 完全 可 约 . 
证 R (V) 为 紧 连 通 李 群 的 表示 ， (х,у) 为 表示 空间 VV 
上 的 p(G) PEAR. 在 表示 空间 V 中 任 取 极 小 不 变 子 空 间 Уу, WJ 
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页 关于 内 积 (т, у) 的 正 交 补 V 仍 为 不 变 子 空间 . У V = V, +V/L 
为 空间 直接 和 . 对 Vt 继续 讨论 ， 所 以 证 明了 定理 . 证 完 . 
现在 可 以 给 出 第 1 章 中 未 给 出 证 明 的 定理 ; 

定理 4.3.4 复 半 单 李 代数 的 表示 完全 可 约 . 

证 (y) 为 复 半 单 李 代 数 的 表示 .由 于 复 半 单 李 代 数 
AREXE, 自然 (o V) 限制 在 竖 实 形式 6 上 仍 为 复 表 示 . jG 
为 由 紧 半 单 李 代数 6 所 决定 的 连通 且 单 连通 李 群 . 由 于 p 为 李 代 
数 6 上 的 同 态 ， 所 以 可 提升 为 李 群 G 的 同 态 e, Вр (о, V) ARE 
ЖС 的 复 表示 ， 它 完全 可 约 . 由 于 李 群 的 表示 中 不 变 子 空间 为 它 
的 李 代 数 的 表示 的 不 变 子 空间 , 所 以 由 定理 4.3.3 推出 复 半 单 李 代 
数 的 表示 完全 可 约 ， 于 是 证 明了 定理 . 证 完 . 

定义 435 KERER С 上 的 函数 f 称 为 平方 可 积 函 数 
如 果 


/ flO Png) < +оо, 
G 


它们 的 全 体 构 成 的 函数 空间 L2(G) 称 为 EZ 0 SR 5 Е. 
引 理 4.3.6 平方 可 积 函 数 空间 L2(G) 为 具有 内 积 


(А) = / FOMU), V fh e LC) 


的 线性 空间 . 
证 BAR, ER fhe L(G), 和 ,pe P. 其 中 F = R s£ C, 
则 | 


Дк = [лї a [нел | кузь f зь 
而 

| ls Puisi Í z+; Í pu, 
所 以 证 明了 | 


Í, IAF паг < (|M + Аш) / IFP + (a + Ala) f |h]? < +оо. 
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Вр Af + ug € L(G) 这 证 明了 DG) 为 线性 空间 . 
Ш, 29 Í uE 


(f, h) = Í KOLOLO 


为 内 积 ， 只 要 证 (f, f) = 有 0 当 且 仅 当 了 几乎 处 处 为 零 ， 事实 上 ， 
AD = Je Pul) = 0 i HK зч 1А? 几乎 处 处 为 零 ， 即 了 几 

引 理 4.3.7 W (оу, И), (ро, Уз) 同时 为 紧 连 通 李 群 G 的 两 个 
不 可 约 复 表示 在 表示 空间 V. 中 取 定 关于 p (G) 不 变 肉 积 的 标准 
正 变 基 ， 相 应 的 方 阵 表 示 为 

mg) = (a;;(g)), pig) = (b; (g)), ЄС. 

则 有 

(1) Æ (01, Vi) 和 (ez, У) 互相 不 等 价 ， 则 


(ebro) = Í аӊ (Ое) =0, Y ijp a 
G 

(2) Ж (pu V) 和 (о, Vo) 互相 等 价 ， 则 存在 表示 空间 V. 到 

V2 上 的 保持 内 积 的 线性 同 构 A, 使 得 
рә = Аор о А}, 
因此 ， 在 表示 空间 V; 中 存在 基 ， i = 1,2, 使 得 plg) 和 plg) 的 
方 阵 表示 为 相间 的 方 阵 ，Y qe G. 于 是 无 妨 取 pi = ps = p, V, = 
V; = V. 这 时 有 
— bipds 2, 
[tijs tpg) = / а::(9)2(9)9(9) = Temiz, V 5, },р,9. 

证 记 біти = n, dim V; = m. ЕН n x m 常数 矩阵 A. 由 
于 表示 о АЕ АЈБ, АРШ а: Б. 为 紧 连 通 李 群 С 上 的 解析 
晤 数 ， 因 此 在 平方 可 积 画 数 空间 LG 中 ， 构 作 方 阵 


В = B(A) = 人 pila) Apal9) Na). 


注意 到 我 们 可 在 表示 空间 V, 中 取 关 于 pi(G) 不 变 内 积 的 标准 正 
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Z, MAHE ala) 为 画 方 阵 ，Yg EG, i 二 1,2. 因此 po (g) = 
p2(g) = pafg 1). 
今 任 取 go € G, 则 有 
p(o) B(A) = f pi(go)pi (g) Apa (9) Q(g) 
C 
= Í р.(909)Арг(9) Q(g) 
= 了 р:(91)Арг(95191) Noza) 
= Í (ро) арабиу) рабо) () = В(А)ру(во). 
WE, ЕР НЛ ЕХ 
| суо) = OZO 
G G 


H Schur 引 理 可 知 , 车 表示 (pi, VA) Ж (ро, Уз) 不 等 价 , 则 B(A) = 0; 
Ж р = p2 = p, WA = Va = V, H| B(A) = А(А) ШУРЕ, К 
МА) IO KB OF ОВЕ A. | 

R A= Ej 1 < j < n,1 < q < m, HP Eg 为 nxm 58 , 
它 的 第 了 行 、 第 g 列 的 交叉 元 素 为 1, НАЛ. 于 是 


Јода) = ( f ое) Де) = B(B,. 
这 证 明了 车 表示 (pi, 区) 及 (V) 不 等 价 ， 则 B(E,) = 0, 于 是 
了 а.;(9)5.(9)9(9) =0, У ¿j,p,q. 


所 以 证 明了 引 理 前 (1) 成 立 . 
下 而 证 (2) 成 立 .事实 上 , h o = oz = p, W, = W> = VV, 所 以 
有 


MAJI = J, Pla) AP(9) Q(g). 


за. 


取 À = Ej WA 
[оонада = NB.) 
4 i=p 时 ， 有 
>, f aij (g)z. (g)Q(g) = пд(Ё;). 
由 于 p(9) SEAR, PE 
D аш(@)а() = бу 


这 证 明了 A(E;.) = ó; (dim Y), 于 是 


J asia ajna) = 3205. 
引 理 证 完 ， 
定理 4.3.8 И (p, V) 为 紧 连 通 李 群 G 的 不 可 约 复 表示 ， 则 


其 特征 的 范 数 为 1, 叉 开 不 等 价 的 不 可 约 复 者 示 的 特征 互相 正 欧 . 
证 ”由 引 理 4.3.7 的 (2) 可 知 


lla;||? = (а, а) = ур J евз) =0, іж. 
SER (0, V) 的 特征 ch (g) = tr p(g) = > a; (g), 于 是 


д ADOKO DDOE 
= f Уц?) = 1. 


定理 439 8 (0,7) 为 紧 连 通 李 群 G 的 复 表示 ， 设 V 分 解 
为 两 两 正 变 的 极 小 不 变 子 空间 直接 积 = ++, 相应 的 
表示 p 分 解 为 两 两 正 交 {定义 为 表示 空间 两 两 正光 ) 的 不 可 约 子 
表示 直接 和 р = pl +: + ps. 将 等 价 的 表示 用 同一 个 符号 表示 ， 
即 有 


t 
p = y hi Pis 
i=1 


其 中 ml ,ms 为 自然 数 ， Pls pt 互相 不 等 价 . 则 表示 (р, V) 


的 特征 有 性 质 
t 

lehell = ү 
#=1 


ШЖ, ER (р, V) 不 可 约 当 且 仅 当 е „|| = 1. 
证 在 每 一 个 极 小 不 变 子 空间 V. 中 取 标 准 正 交 基 ， 于 是 全 
体 拭 成 表示 空间 V 的 标准 正 交 基 ， 这 时 plg) 的 方 阵 表示 为 


plg) = diag (pi{g}y :ps9)), V ge G, 
而 PB) = pi(9) = (9—1), 因此 ch,(g) = E chala), V g Є 
i=l 
G. 我 们 选取 极 小 不 变 子 空间 V, 中 的 标准 正 交 基 ， 使 得 当 子 表示 
(pss М) 和 (ру, V) 等 价 时 ,它们 的 方 阵 表示 mla) = pj(9), V g € G. 
所 以 


ch a(g) = yma p; (g), 
其 中 6 ,Am 互 不 等 价 ， 由 引 理 4.3.7 的 (1) 可 知 
/ng ng) = 0, 1<ї<ў<%. 
由 定理 4.3.8 可 知 


CMOK OREN 1<¿ <t, 
G 
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所 以 证 明了 
t 1 
lh, = f оъ?) = 上 Erao ao = 57 


定理 证 完 ， 

引 理 4310 设 (p, V) 为 紧 连 通 李 群 G 的 复 表 示 ， (0. V 
为 紧 李 群 G 的 不 可 约 复 表示 (VO 等 价 于 表示 (р. V) 的 某 个 
不 可 约 子 表示 当 生 仅 当 


(ch p, ch >) = / = yh (ote) > 0, 


证 今 p= É mips, E pp 都 不 可 约 , 且 互 不 等 价 . 


Жл (р, У') 和 p1,… ,ps 都 不 等 价 ， 则 由 引 理 4.3.7 的 (2) 可 知 
{ch pch „) = 0. 着 表示 (р, У”) 和 某 个 pi 等 价 , 则 由 (ch pch и) = 
0,J #i 及 (ch, ch p) 三 1 可知 


алле) = Ута Гао) = m > 0. 
k=1 
至 些 证 上 明了 绪 理 ， 证 完 . 
定义 4311 紧 连 通 李 群 G 上 的 函数 / ЖАЯ 类 函数 , hi 


fiadg)o) = (т). V g, m € G. 


引 理 4.3.12 КАВ С 的 表示 (o, V) ВУЛЕ $k X 28 8 
Ж. 
证 由 于 任 取 g, ФЕС, 出 
plladg)g) = pl(gg19 1) = p(g)o(gi)o(gY 1, 


所 以 trplladg)g) = tre(gu), Bl chp((adg)g1) = сһ„(91). 这 证 明 
了 特征 为 类 铺 数 .证 完 . 
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下 面 给 出 两 个 紧 李 群 的 重要 定理 ， 即 证 明 Weyl 特征 公式 及 
Peter-Weyl Ë i EM. 先 给 出 紧 连 通 李 群 G 的 不 可 约 复 表示 (p, V) 
的 特征 ch pf9), V ç € G 的 表达 式 ， 即 Weyl 特征 公式 . 

我 们 知道 紧 连 通 李 群 侣 有 如 下 分 解 ， 恕 == CGG, G), 其 中 
C(G) 为 G 的 中 心 ， 它 是 紧 交 换 李 群 ， 而 换 位 子 群 (G.G) ARE 
M EBE, KOG) 及 (G,G) 都 是 紧 连 通 李 群 的 紧 正 规 子 群 . 

在 表示 空间 V EER pfG) PEAB (х,у). ÆR сє С(С), WI 
有 со = ge, V g € G. 于 是 有 

plc}ptg) = ptg)ple), V ce C(G), аєб. 


由 Schur 引 理 可 知 ple) = А(с}(14 ), 其 中 Xe € C, Н c Ме) Н 
紧 交 换 李 群 C(G) # C 内 的 表示 . 由 于 (р(с)=, ely) = (2,0), V e € 
C(G), z,y € V, 所 以 证 明了 
Ale) = exp (V—10(c)), Vv ce C(G), 
其 中 
0(e"!) = —@(e), (cuc) = Pe) + 0(c2). 

这 样 一 来 ， 任 取 g€ G, WJ g = ст, ВФ сє С(С), m € G. 而 
ch,(g) = ch segi) = trp(c)plgi) = (exp (V—16(e)))tr plg). 
因此 ， 为 了 计算 紧 连 通 李 群 的 特征 ， 只 要 计算 紧 连 通 半 单 李 群 的 

特征 就 可 以 了 . 

所 以 下 面 设 С 为 紧 连 通 半 单 李 群 . 在 С PRE Carta Ж 
H. 定理 4.1.21 告诉 我 们 ， 任 取 9 e G, ШЕЕ he H É z € G, Í 
得 (ай) = h. 于 是 

ch a(g) = ch ,((ad z)g) = ch ,(h). 
定理 4.1.13 又 告诉 我 们 ， H = ехрӯ, 其 中 5 为 Cartan 8 H 
的 李 找 数 ， 所 以 为 了 计算 特征 ， 只 要 计算 特征 在 Cartan THER 
ЇН, ИНЖИ 
сһ(һВ)=сһҺ„(ехрХ), V X e 8, k= exp X. 
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分 别 记 6 及 $ 为 紧 连 通 半 单 李 群 G 及 其 Cartan PH H 的 
李 代 数 ， 于 是 工 = 6C 为 复 半 单 李 代 数 ， 且 © 2: 3 Cartan 子 代 数 
ЯС 的 根子 空间 分 解 为 


£= +Y б, 


«єд 


其 中 A 为 根系 . ER a c€ A, 记 由 a 了 唯一 决定 的 元 素 h. € /—1%9 
有 «{һу = B(h.,h), V h € ñ, EF B 为 复 半 单 李 代 数 的 Killing 
型 . FE, {А |УаєА) Ха Da = vij. ERR A h 
上 取 定单 根系 H. 另 一 方面 ， 不 可 约 复 表 示 (oe, V) 的 表示 空间 VY 按 
Bš p.(5) 分 解 为 权 子 空间 直接 和 


V = Y ` W, 


tes 


ЖФ Ф ХЖ. 又 唯一 存在 he € /CI9 = бд, 使 得 B(he,X) = 
(Хх), V X єў». BRERA A ШЕН © є ©, 存在 权 链 


入 A 
所 以 
=A- 和 mo 
=: 
其 中 т, mi 为 非 负 整数 . 
SAER h — exp X € R, 这 里 X єй, Ше 
ch ,(h) = ch plexp X) = tr (plexp X)) = tr (exp p, (X)). 


由 于 
W = {v E Vlo(h)o= (0), V he 9), 
所 以 
ch ,(h) = ch (exp X) = У (exp (€(X)))dim Vg. 
Ect 
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另 一 方面 ， 记 Wo 为 Weyl 群 ， 则 由 引 理 4.2.7 及 G 为 紧 连 通 
半 单 李 群 可 知 


We = (AN А4С)/% = AdN(H)/Ad H = N(H)/H. 


任 给 Cartan FH H 上 的 函数 f, 有 f(k) = f(expX), V h = 
expX € H, Хе. ШЖ РЗ ЕЖУ G 上 的 类 函 
数 ， 则 必须 有 f(gzg 1) = f(z), Yag € G. REN ge N(B), 
z € H MHEN y = geg? € H. 于 是 必须 f(x) = ру). PH 
以 ， 了 作为 Cartan FH H 上 的 函数 ， 必 须 有 f(z) = fü, 其 
Ф гу Ж МН) PARTER. $ Cartan TRA 中 存在 
X,Y, z = exp X, y = exp Y. 于 是 exptY = g(exptX)g"1, V t € R. 
当 且 仪 当 exptY = (adg)(exptX) = exp#(Adg)X, V t € R, BB 
Y = (Ad9)X. 59—711, BRER o c H, W| (Adg)5 = 5 Н 
Adgls = id. 这 证 明了 = u (X), 其 中 z € WG. 

因此 ， Cartan FH 是 上 的 连续 函数 f 开拓 为 紧 李 群 GG 上 的 
类 函数 ， 当 且 仅 当 


flexpX)= flexpw(X), VXESN, weWo. 
由 于 特征 ch, ERER С 上 的 类 函数 ， 所 以 有 
ch „(ехр X) = ch,(expu(X)), YXEN, w € Wo. 


即 有 
> exp (€(X))dim V; = У ` exp (E(w(X)))dim Vç. 
et fct 

F Blhe, X) = E(X), Y X € 9, M he € Ñr = / 19. ја 
Xe = -yT ikg, 
则 有 


ELX) = /C1B(X¿ X), V X ep, € e ë. 


< 347 . 


于 是 


ch (В) = ch (exp X) = 3 neexp V1B(Xe, X), V X € $, 
fct 


这 里 dim Ve = ng > 0. 因此 


ch (А) = ch (exp X) = ch {exp w(x )) 
= Y n exp v TIB(Xg w(X)) = $ neexp V—1B(ue(X;), X) 
eee gct 
= > прехр V 1B(X,,. (e). х), 
fet 
Ep X € 9, we Wo. 这 里 用 到 £€G6( X) = (0*)(Х), V X £ 5 D: 
及 Weyl 群 Wo 中 元 素 v 使 得 Kiling 型 不 变 ， 所 以 有 


у, n ехр V—1B(X.,,. e, X) = y` пгехр V —IB(X;, X), 

ЕФ tct 
Жр X є 9, we Wc. 现在 来 证 明 

定理 4.3.13 (Weyl 特征 公式 ) 设 G 为 紧 连 通 半 单 李 群 ， H 
为 局 中 的 Cartan В, 5 ВЕС 的 李 代 数 全 中 的 Cartan + 
К, ШЖ ехр = H. 侍 取 紧 连 通 半 单 李 群 G 的 不 可 约 复 表示 
(р, V), 则 其 特征 


farslX) 


chplexp X) = у, Vv X €$. 
其 中 
АХ) = Y (sign (о))ехр(о'(Д)}(Х), V X € $, 
s£ Wc 
x 


X€ $k =(V- 19), d= Y a 


w€ A+ 


为 正 根系 At 中 所 有 正 根 的 和 之 半 ， 为 不 可 约 表示 (о, V) 的 最 
М, XER а € Wç, 


Мос 为 根系 A 的 偶 排 列 ; 
Мо 为 根系 A 的 奇 排列 . 


证 ”利用 引 理 4.1.18 . B| BB 4.1.19 和 引 理 4.1.20, 我 们 知道 紧 
连通 半 单 李 群 G 的 非 正 则 点 桌 S 为 一 个 维 数 不 超过 dimG 一 3 的 
解析 流 形 的 解析 映像 ， 所 以 紧 李 群 G 的 正则 点 集 T HER G 中 
HEETE. KEBS p: G x H > G 定义 为 plg,h) = дһ}, 
使 得 о, 将 Gx 五 中 点 (9,8) 的 切 和 商量 (Xa, (Xon) EAA (ad g)h 
的 切 空 间 中 的 切 向 量 


(Аад) о (Lr) (ААА) Xe — Xe + (Xo)e), 


1, 
sign (а) = I _1 


其 中 X; є T(G), (Xo), € TA(H). X р. EWEN Тү һ(С x H) 
上 满 秩 ， 当 和 且 仅 当 h A Cartan ЕР H 中 的 正则 元 素 . 

今 Cartan 子 代数 5 为 紧 子 代数 ， 所 以 9 的 表示 (ad ,和 省) 完 
全 可 约 ， 今 (ad 6)6 C 5, Br LIFE ЯК O 的 子 空间 直接 和 


6 = + 9, 


EA [9 ЭЛ] c 97. 而 且 任 取 h e H, WA (Аал) = id. 
SR X £ @, B| X = Y + Z, ih Y € St, Z e 5. TH 


(Аал-1)Х - X = (Adh yy – Y, 
所 以 我 们 考虑 解析 映射 po : G/H x H С, CELA 
PolgH,h} = (adg)h, V g€ G, h e H. 


我 们 来 证 明 po 为 G/H x H > G 上 的 覆盖 映射 ， 覆盖 叶 
Ж Wel 事实 上 ， 显 然 当 g,g' € G B g-1g' e М(Н), MER 
ћ Є Н,(аід gh = h € H, X (ad g')h' = (ad д), Вр polgH, h) = 
n (g H.M). 所 以 集合 p51((ad g)h) PEDE IN(H)/HI = ие + 
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点 ， 另 一 方面 ， 出 于 G/B р Буя = ОҢ, 所 以 我 们 可 取 
СУН 的 切 空 间 为 ЭЛ. 因此 (oa). 将 点 (H, А) BJ IPE IB] M х Be 
为 (ad g)h 的 切 空间 6, 将 元 素 (Үн, (Хо)л) 映 为 


(Ааа) о (Li). ((Ad h”DY, — Yo + (Xo)e) 
= (Аад) o (Li) (Aq h71) X, — X, + (Хо), ), 


这 里 Y 为 李 和 代数 G pn X # ОЛ ЕШ ЩЫ. 这 证 明了 (po 和 
р. WEHE. ВЕ, АВЕ he Н ЕТУ ЕЕ. MAE 
(adg)h 为 正则 元 素 时 ， po ЕВА, WAtA Wol. 
现在 来 计算 映射 р 的 Jacobian. 上 面 的 讨论 告诉 我 们 ， 它 等 
FEF ро 的 Jacobian, 即 为 det (Аа) Цел – Г), 其 中 了 为 单位 
方 阵 . 
我 们 知道 ， 对 于 Weyl $ (e, | a € A}, 有 


GB =H + On es € Bao. 
gE 


M= $ R(ea-e-a)t Y RV Ilea + e-a). 


act x€ A+ 
jd h = exp X € Н, X € ñ$, Ш] 


(Ааһ)-1е, = (Ad (exp X)) le, 
=ехр (一 ad Х)е = (exp (—e(X)))ea. 


所 以 记 Xa = у-1һ,, V e € А, Д] 


(Аал) {ex — ĉa) 
= (€a — e—a) cos B( Xo, X) + = 1(е. + ea)sin B( Xo, X), 
(Adh) lvl1(ea + Ea) 
= — [fa — ё. } sin B(X, X) +v- llea + e—a] cos B( Xo, X). 
‚ 350 - 


因此 


det (Ааа) — 0) = [[ (соз B(X., 一 1 + sin? В(Х„, Х)) 
a A 


= Цао 3 B(V-Iko, X)) | 


aga 


1 —1 
= |ехр 30(X) — exp —a(2)). 
agt 


1 
ih) = j(exp X) = ] [ (exp а(Х) - exp ral X), 
аєА+ 


则 Jacobian 为 |3(А?. 

于 是 可 以 考虑 积分 . 由 于 解析 映射 po : G/H x H + G 的 
Jacobian 为 |3(h)|?, V h £ Н. X (m) 满 秩 当 且 仅 当 点 (g, h) 中 元 
ЖА A Cartan 子 群 H 中 的 正则 元 素 ， 它 们 全 人体 记 作 Ho. 注意 到 
С — pa (G /H x Но) НӨН АЖ, ХКА У, 有 


(ооа, А) = J((adg)h) = F(A), 


до: G/H x Ho — G 为 到 内 的 覆盖 映射 ， ВЕН Wel, 所 
以 


каак) = / FMa) 
G po (77 H x Ho) 
= flpo(g, h))Q(z) 
pa (G /Hx Hu) 
— . - 2 
= Wa Jopa, n POPAN, 
其 中 Q(G/H) 为 齐 性 空间 G/H 的 标准 体积 元 素 ， 即 
/ Q(G/H) = 1, 
G/H 
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所 以 
1 а 
f, гаа) = ус Í КОШЕ 


在 具体 导出 Wyl FEGAR ИТЕРА ARM 


(В) = fx(exp X) = У (зїшп{е))ехр(о^(А)}(Х),У X € 5, 


m£ W 
其 中 A 8 pk = (vS = /—19*. 我 们 有 


(1) 当 Vw-1h、 是 Cartan РАЖ 9 中 的 非 正则 元 素 时 ， 有 
Р = 0; Ч ТА 是 Cartan 子 代数 务 中 的 正则 元 案 时 ， fx tH Wal 
个 不 同 项 expo*(AY( X) RE sign {oa) 求 和 而 得 ， 即 o*(A) = +*(À) 
B RIK o = r. 

事实 上 ， 车 /—lh, 为 非 正 则 元 素 ， 于 是 存在 根系 A 中 的 元 
Ж 5, 使 得 Biha, ha) = 0. 因此 walha) = hx, 即 ш (А) = А. 


fayoy(exp X) = > (signo)expo" (wd( NX) 
тєє 


= У (signCwal)exp "(MN)(X) = (signua)fx(exp X). 
СЕМ 
这 证 明了 f, = (signua)/,. 但 是 熟知 sign wea = —1, 所 以 证 明了 
Jx = 0. 
当 v 一 天 > 为 正则 元 素 时 ， VIh、 落 在 一 个 Weyl 房 中 . 
由 于 Wei 群 作 用 在 由 Wy 房 构 成 的 集合 上 单 可 递 ， 所 以 轨道 
(e*(A)|V с € Ис} 对 应 了 Cartan 子 代数 5 中 的 轨道 


{ VIhan) = М—1е{Һ,,) le € Иа}, 


它 与 每 个 Weyl 房 都 相交 ， 且 只 变 于 一 点 ， 所 以 o*( 和 A) = т^(А} 当 
且 仪 当 o =7. 这 证 明了 断言 . 
由 (1 可知， 太 和 关 0 当 且 仅 当 /— Th, 为 正则 元 素 . 


(2) P(expu(X)) = (sign (w) /,(ехр X), V X € 9, € Wc. 


` 852 ， 


事实 上 ， 有 
fx(expu(X)) = У (sign а)ехр (z*(A))((X)) 


€W 


= У  (signc)expu"(e*t(A))(X) 


r€ Мс 
= У (sign (0710))ехрс"(А)(Х) 
s€ Wa. 
= (sign w) fa (exp X). 
这 证 明了 断言 . 
(3) H àno’ As € йд, Н А, ---,А, 为 р PR з РА 
Ж, Ш exp Ai(X),1 < i < s 复线 性 无 关 . 
事实 上 ， 若 ехрл(Х),:-,ехрл.(Х) AAHH, ШАЯ 
б 1 < š < s, 使 得 у Ciexp А; (X) = 0. 引进 参数 z, & X = zY, 
MA 2 ciexpzA Ë (Y)=0. 对 z 求 导数 ， 便 推出 


У`(А(У))кехргА(У) = 0, = 0,1,2,..:,8-1. 


由 于 Аз, A 两 两 不 等 ， 视 сехр 2А. (У) = =; 为 自 变量 ， 则 系 
Ф РЕ) Vandermonde 矩阵 . 这 推出 r; = c;expzX;(Y) = 0, Вр 
e; =0, 1 <: < s, 所 以 证 明了 斯 言 . 

(4) É У-1А, 为 Санап 子 代 数 太 中 的 正则 元 束 . H (1) 的 
证 明 有 

forn lexp X) = (sign {e)) fa (exp X), V X € 9. 

所 以 我 们 每 次 讨论 画 数 fx 时 ， 只 要 在 轨道 (0 (А) | Yo Ee Wa} 中 
取出 如 此 的 元 素 ， 它 有 > (A) V c € Ис, e Z id. 

因此 任 取 Ане Sh EA (ТА, (ТА, 为 9 中 的 正则 元 
素 ， 我 们 可 以 确定 地 取 А, и, 使 得 

A > e"(À), p>0{p), V c € Wc. c #14, 
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则 有 
ГА РОВ) (А) = б, 1. 


事实 上 ， 有 
Јо = Y (ва (от) J =то`Оу(Х)уехьт (OO. 


TrTEWe 


E o* (A) тн), 则 积分 为 零 ， 著 ОА) = r"(a), 则 积分 为 1. 

今 轨道 {о (А) | Vo € WG) 和 (ти) | Ут € Wo} 或 者 相 
同 ， 或 者 不 相交 . 若 不 相交 ， 便 推出 с (А) #т*(и). 车 相同 ， 则 有 
о,т € Wa, I o" (A) = u, тр) = А. ПА = т*(ип) < = oA) < 
A, 所 以 证 明了 ло" (А), н = T). Ш (2) Жо = r = id, IN Is, 
À = џи. 这 时 ， 由 于 f, 恰好 由 Wa 个 不 同 项 ехр o*( 和 )(X) 构成 ， 
所 以 证 明了 


Јао) = š, У sign (0?) = 6,1) 


тєє 


因此 断言 成 立 . 
(5) W Ar, A. 为 和 5% 中 的 4 个 不 同 元 素 ， 设 


F(X) = у; сехр A (X), 
ї=1 


其 中 с,,---,с„ ЖЗЕЖ ЫШ, A 
Е(щ(Х)) = (sign (ш}}Е(Х), Yw € Wo, X € $, 
则 存在 t 个 不 同 的 正则 序 素 Бу, hi є б. 记 руссо, 有 
K(X) = VTIB(k X} j=1,,t, 


使 得 
Bj > 0и), Vo e Wo, сій, 
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则 
РХ} = Y e; fa (exp X). 


3 


事实 上 ， 由 (3) 可 知 exp (X), 1 < í< s 复线 性 无 关 ， 由 于 


F(X) = Š сехрА(ш(Х)) 
= Y ciexp (u* (A;))(X) = (sign (w))F (X), 


将 Ai... À 按照 关于 Weyl В We 作用 下 的 轨道 分 成 若干 组 ， 即 
АМА í е ВИ, 奶 果 属于 同一 轨道 .因此 了 = Pi +: +E, 
其 中 

F; = У сзехрА(Х), 


其 中 (Ai. Аз. 属于 同一 个 轨道 ， 了 = 1,2,-…,t. 而 不 同 指标 了 
属于 不 同 轨道 ， 且 UA... = Dh, AD. ЮЖ, Р(шщ(Х)у= 
2 

sign (6) (X) 蕴含 F, (a (X)) = віва (ш) (X), 1 <; < t. Vu e 
We. ТЕ [pAn 中 取 最 大 元 素 ， 无 妨 记 作 Ai. 于 是 

РХ) — ei; fs (exp X) = f; (X), 
仍 有 f;Ga6(X)) = sign(u)f; (X), Vu € Ис. H eu Z 0 ЖЯ] 
ei; fx (exp X) 中 会 所 有 非 零 项 exp w (Ai )(X), V u є Ис. 由 此 
易 知 f; = 0, 即 证 明了 Р(Х) = cu fx. (exp X). 至 此 证 明了 断言 . 

(6) Ж À € з, EES 
_ _ sas (exp X) 
gx(h) 一 gx(exp X) = fs(exp X) r 


则 ду 可 开拓 到 紧 李 群 G ERAAN, itj plg). 
RE, ВРЕ uo є Wç. W| 


_ hrs(exp w(X)) _ (sign (w)) f+s(exp X) 


Б(ехрш(Х)) (sign {ш)) fs(exp X) 
= gx(exp X), 


galexpw{X)) 
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所 以 证 明了 断言 

(т) ERENER Vihr V Tha 使 得 X > wA) p > 
at (n), V we Ис, w #14, WS 

ГА 9%(9)9(9)0(9) = San- 
事实 上 ， 有 
f, oloya 0a) = 两 /, gx (h)ga(h)I3 (h)I2Q(h) 
= wa S, AT on) 
所 以 由 
Í, tralh) аА) (А) = барб = бли: 

可 知 只 要 证 明 f,(h) = j(h) RET. 

我 们 证 明 如 下 ， $ 


ХА) = ерх) = [I (exp jo(X) ~ exp Fa(X), Vv x e 9. 
sC A+ 


将 乘积 展开 为 和 式 ， 则 有 
j(h) = j(exp X) = Y (—1)°ехр 3 Sasa (X) 


i=l 
其 中 At 中 元 素 按 大 小 次 序 排 为 a0, а, її epre 取 +1 
B-L Н (Dt = fjes B sA enne 中 一 1 的 个 数 . 和 号 取 泡 


所 有 可 能 的 负 根 ， 央 此 最 高 项 为 exp 5(X), 最 低 项 为 exp (—4(Х)). 
LEXMA, DAZAN. A j(expolX))= j(exp X), V c € 
Wo. X e $. 事实 上 ， 按 乘积 表达 ， 每 项 为 


exp 2 (0*(9))(х) — exp По (а)(Х)), Уаєд+. 
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Ж о (а) € At, 则 提供 内 子 +1; Ж o*(a) є A-, 则 可 写成 
- (exp s(e*(Ce))(X) — exp —-(о°(-о)(Х\)). 

所 以 仍 为 JO) 中 一 项 ， 又 提供 因子 -1 所 以 车 将 根系 A 中 元 素 

排 成 aa ad -a0 中,…, саб, 则 o* 作用 给 出 
о*(«@)у,...,о*(«®), —е*(«@),..-,—е*{е®) 

仍 为 根系 A 的 一 个 排列 、 如 果 о" (000), oah) 中 有 s 个 负 


E, 则 -o (90)),...,—0"(000) 中 在 相同 位 置 有 s NER. 例如 ， 
作 如 下 对 换 


шушо t UULU Ue UU UUU Til 
一 人 名] 


所 以 作 了 奇数 次 对 换 ， 于 是 不 难 证明 经 过 奇偶 和 з 一 样 的 对 换 次 
数 ， 可 将 它 变 为 标准 排列 ,于 是 我 们 有 sign (z) = (—1)*, 即 证 明了 
1(ехре(Х)) = sign(o)jlexp X), V X € 9, c € Wç. 

另 一 方面 ， 从 j(expX) 的 乘积 来 看 ， 在 Weyl # Wc 中 元 素 


作用 下 ， 实 际 上 是 将 所 有 因子 作 了 一 个 排列 ， 且 乘积 展开 后 每 
项 为 expó(X), 这 里 5 为 为 正 根系 AT 中 所 有 正 根 的 和 之 半 , 因此 


j(expX)= У (sign (с))ехр(0*(6))(Х) = fs(exp X). 
s€ Wa 
至 此 证 明了 断言 . 
现在 来 证 明 Weyl REAR. B (o, V) 为 紧 半 单 李 群 G 的 不 
可 约 表示 ， 它 决定 的 最 高 权 为 А. 已 知 特征 ch pl9) = tr plg) 为 类 
函数 ， 限 制 在 Санап Ff Н E, 
ch „(ехрш(Х}) = ch(expX), V X € $, 


Bibi 
ch (exp (X) Jslexp X) = F(X) У X € $. 
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有 
Füu(X)) = (sign ay) F(X), V X € 9. 


由 (5) 便 证 明了 存在 复数 di Z 0,.-:: ,d, Z 0, 使 得 


t 
F(X) = 5 ` d; f,,,(exp X). 


j=l 


其 中 vih 为 不 同 的 正则 元 素 ， 因 此 
ch (exp X) = Y `d;g;, (exp X). 
j=1 


邻 企 取 X € 9, W 


ch ,(exp X) = Y (а Ve)exp £( X). 
Eet 
由 (5) 的 证 明 可 知 
dy, dh € {dim Ve | V £ e $), 


所 以 而 ,… ,di 为 正 整数 .由 定理 4.313, 有 


t 
1 = еро) = [андрон = у &. 
这 证 明了 上 = 1,9 = 1, Ef 
ch ,(exp X) = ga, (exp X). 
注意 到 对 不 可 约 表示 (p, V) ORARAA ЖАРЕ, V £ € @,£ Z A. 
X dim VA = 1, 比较 g, (exp X) 的 首 项 ， 便 证 明了 ¿a = A. 所 以 证 


明了 Weyl 特征 公式 
ch „(9) = galg), 


使 得 任 取 h = exp X є H, 则 


fn+s{exp X) 


ch plexp X) = gA (exp X) = Rer 
` g 
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定理 证 完 . 
定理 4.3.14 (Wel 维 数 公式 } EE (p,V) 为 紧 连 通 半 单 李 群 
G 的 不 可 约 复 表示 ， 则 表示 空间 的 维 数 


H B(ha, hA+ë) 
осАт 


dim V = BA) Biha, ha) А 
agt 


Ж A 293828 (p,V) 的 最 高 权 ， 


1 
6 = 5 Y а. 


EAT 


证 由 于 у= И 为 子 空间 直接 和 ， 而 
Е 


ch (exp X) = У (айа И)ехре(Х), 
єФ 
所 以 
dim V = У dim Ve = ch ,(e), 
get 
其 中 为 紧 李 群 G 的 单位 元 素 ， 即 е = exp0, 而 0 为 李 代 数 6 的 
FHE. Sh Wel 特征 公式 ， 有 


farslexp X) 


ch (exp X) = plexp XY 


v X € 9. 


由 于 
1 
$=3 ; о Є Ўр, 


w€ Aà + 


所 以 у—1бє 65". XE t € R, WA 
fars(exp V—lth) = (sign (о))ехр у 1(0°%(А + 56))(hs) 


оем 
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= > (sign (о))ехр?у/-1(А + lo(hs)) 

= x (sign (z))expt//—1B(ha+8, (№) 

= x (sign (o))Jexptv —1B(hs,o Y (hA+6)) 
= P (o))exptv—1B(hs,o(hars)) 
= р; (a))exptV 1s(o (һаа) 

= р (o))exptv 1(o" (8) {Rars) 


= fs(tV/—IRA+8). 
$R mi 


fs{exp V—1thars) 
= П (ехр зола) — exp ат) 


= I (Galv Thasa) + o(t)2), 
аєд+ 


fs(exp V —1th;s) 
П (ехр soltV Ths) — exp 171) 


s€ A+ 


П оил) +o). 


аєљ+ 


II 


所 以 
ga (exp Viths) = ТАЕР v—1thá+A) 
fs{exp vV—1ths) 
II (elv Thae) + olt)) 


«єА+ 


П (e(-lh) + olt) ` 
аєА+ 


360 . 


А. 0, 便 证 明了 
П alhars) П B(h.,ha+8) 
аєл+ 


z£ A+ 


dmV= Han) “= ТТ Baha ` 
aga + cgt 


定理 证 完 . 


现在 考虑 Peter-Wey] 定理 .为 此 ， 我 们 给 出 紧 连 通 李 群 G 上 
的 三 种 函数 空间 ; 
(1) LG 为 李 群 G E BJ РЬ ЖЕ; 
(2) С(С) 为 李 群 С 上 的 连续 函数 类 ; 
(3) A(G) 为 李 群 如 上 的 平方 可 积 类 函数 类 . 
于 是 有 
A(G) c L2(G), 
A(G) n C(G) c C(G) c L2(G). 
显然 ， 它 们 都 是 无 限 维 线性 空间 ， 且 在 函数 莱 法 下 构成 结合 
代数 ， 我 们 还 可 以 在 这 些 再 数 空间 中 用 范 数 来 引进 拓 赴 . 
(1) 在 到 (G)] 中 引进 内 积 


(9) = Í f(a)9(2)Q(z). 


由 于 (f. f) = fo SEPN) = 0 推出 f(z) 几乎 处 处 等 于 零 ， 所 以 
在 LG) 中 ， 两 个 函数 的 差 若 几乎 处 处 为 零 ， 我 们 说 它们 相等 . 
(2) Ж C(G) c (G) 中 用 上 述 内 积 于 是 相等 为 普通 的 相 
等 .这 是 因为 ， 连 续 沙 数 几 乎 处 处 为 零 可 推出 它 等 于 等， 
范 数 定义 为 


= (овоо), v fe (o). 


É C(G) 中 我 们 还 可 以 引进 另外 一 种 拓扑 、 即 定义 范 数 为 
(Дв = Suplf (=), v fecia). 


由 于 紧 流 形 上 的 连续 函数 必 达 到 极 大 模 ， 所 以 这 样 定 义 的 范 数 是 
有 意义 的 . 

上 面 引进 的 连续 函数 空间 C(G) 中 的 两 种 拓扑 (C(G), ||: Jl) Ж 
(CG) | - |0) 有 如 下 关系 ; 


\Л < ПАЮ, v fe Ce). 
事实 上 ， 有 


Ifi? = / |f(z)|2Q(z) < ПА f Q(z) = ПЛ. 


所 以 关于 拓扑 (СС), i- По) RAFAT A (C(G),|I - ||) tB 
CRK. a, PE. 
另 一 方面 ， 在 GhI 中 有 Cauchy 不 等 式 


KADIS figl, V ло є LG). 

事实 上 ， 由 Cauchy KERA 

(Л, = | f, f(az)g(a)Q(z) | 
< f, |f(z)|2Q(z) Í |g(z)|?Q(z) = (12191. 
同样 ， 在 (СС), 1-10) 中 ， 内 积 仍 有 

Aa) 119, V f.g e C(G). 

事实 上 ， 有 

К^ = | f f(z)g(z)Q(z)| < J |f(z)llg(z)|Q(z) 
< Í l #llollə|loQ(z) = 1.4191 f, Ptz) = Пај. 


ЕЕ В Т BJ 5ДЕ Ў 25 Bi (E) |) ARESA (E, |x) 
上 内 的 线性 鼻子 A 称 为 连续 的 , 如 果 存 在 正常 数 和 , 使 得 
lA) < Allele V z€ E. 
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称 为 ЖА, RER E 中 有 界 子 集 В, 则 AI) 中 的 任意 序列 必 
在 E rh 8 r 8 T PF 5). 

与 直线 上 的 有 异 闭 连 通 区 间 [9,0] ҺИ g Sk К ja] Cla, b] 
的 Ascoli 定理 一 样 证 明 ， 可 以 得 到 

Ascoli 定理 ЖЮ М 上 的 连续 函数 空间 CM) 作为 
EA (ССМ), 1-10), 其 中 有 界 的 等 度 连续 函数 集 Dp 中 的 任 一 
序列 必 有 收敛 子 序 列 . 这 里 等 度 连 续 定 义 为 任 取 є > 0, 存在 流 形 
М 中 点 жо 的 邻 域 Uo, EI x e Us A |f(z)— f(zo)| < z, V f ë B. 

利用 Ascoli 定理 ， 有 

引 理 4315 设 为 紧 连 通 流 形 ， Fizy) № M x M Е 
非 堆 连续 函数 ， 则 积分 算 子 


A: е) — /, F(z OUY), V z € M, f ec) 


A (СОМ), | - |) 到 (C), ||: |o) 内 的 紧 连 续 线 性 算 子 . 
证 显然 ER f < C(M), W AF) € С(М), 所 以 A 为 线 
性 空间 СОМ) 到 自身 内 的 线性 牌子. $ 


АА = Sup | / ЖОГОТО, 
EM JM 


< / ( Sup |F(z,y))(Sup I (WD) A) 
М ryEM . ye xM 


= |0 Sup |Е(х, и)|. 
=уЄМ 


注意 到 (жы) ЕМ x M ЕЕ, У M x M Ж, ， 所 以 


O<a= Sup [fz yj < +оо. 
(m.u)€ M x M 


这 证 明了 算 子 4 连续 ， 
КЕШ 4 为 紧 算 子 ， 在 赋 范 空间 (СОМ), 1-1) 中 任 取 有 界 集 
B, CX k, В 1А, v f e B. 为 了 证 集合 AB) 中 的 任意 序 
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ЖЗ rak ЛЕ, H Ascoli 定理 可 知 ， 只 要 证 集合 AB) 等 度 
ERRET. ЕНЕР 0, f € B, zo,z € M. Ш 
Е 


(А (ж) — (АСР) во) = | f Fle) — Flao yU) 
< / (2,0) — Fizo Aa) / HOPetg) 
<k? f IF (z, у) — F(zo, y)? Y). 
G 
由 于 Fizy) 在 M x M 上 连续 ， 所 以 任 取 є > 0, (хо, в) € 
M x M, 则 存在 点 zo 的 邻 域 Uz (уо) 及 点 yo EI У, (zo), Ë 


得 车 (2,3) € 0, (ую) х Vi (zo), 则 有 |Р(ж, у) — F{zo; yo)] < 6/28. 
因此 


[Eir у) – F(zo,g)| <| Р(х, у) — Flro, ро) + |F{zo, y0) — (ео, y) 
<e/k. 


取 定 zo € М, 则 U Vi (wo) = M. 由 他 紧 ， 所 以 存在 有 限 个 点 
ма 
Уз... Є M, 使 得 UV (zo) = M. 因此 有 点 Tü 的 邻 域 


U= N U, (Ni). 


1 一 1 


而 U x W, (za) C U;,,(u;) x V,, (zo), 因此 任 取 z E U,y € У, (20), 
必 有 |F(z,y) 一 Е(жо, y) < Е, 1 < 2 < 8. 这 证 明了 


[К (х,у) — Р(то,у)| < gf/k, V z € U. 
这 里 U 和 点 yE М 无关 .于 是 
KAWE) – (АСР) (ао) < е2, Vf e B, z € U. 


这 证 明了 СОМ) 中 的 函数 集 AB) 在 点 zo 等 度 连 续 ， 即 算 子 4 
为 紧 算 子 . 证 完 . 


熟知 内 积 空间 召 上 的 线性 算 子 А 称 为 对 称 算 子 , 如 果 
(Alx) y) = (z, А(у)), У,у Е. 


HARER P 为 复 时 ， 内 积 为 正定 Hermite 双 线 性 函数 ， 所 以 易 
证 4 的 特征 很 必 为 实数 ， 生 不 同 特征 根 对 应 的 特征 向 量 必 互 相 正 
交 ， 回 到 引 理 4345, 我 们 知道 ， 对 内 积 
(ло) = f аў), v Fg ECM), 
м 


ЖЕТ 4 对 称 ， 即 
(АС). а) = (f, A(g)), 


foto) = Í rn) 
M м 


Bp 
f [reao 
= f J Ior F(z,y)9()Q(z)Q0), Y fg e С(М), 
当 且 仅 当 
P(z,y) = Fy, z). 
我 们 有 


引 理 4316 设 若 引 理 4.3.15 给 出 的 算 子 A Р, В 
Fiz y) = F(u,z), V z,y € М, 
则 算 子 А ЖРА 25 [BJ (С(М/), ||. |l) 的 范 数 


[А{= Sup АСЛ) 
feC(M).liflI=1 
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有 
ПАШ = ор HAU) ЛЬ 
ғес(м) N= 
А ПАП 或 ПАП 为 算 子 А 的 特征 根 . 
ü SHR J 8 C(M),|f|| = 出 在 


КАС), PY < НАСИ = НАСРИ < IAH- 


a= Sup (АСР), Р 


ғєс(м). 1 
这 证 明了 a < |А. R Z, 30 
fo = АСС! АС), 
显然 Ja € CM), А 150 = 1. Н (Af, fo) = U Afo) 有 
(A(f + fo), f + fo) = Ah 7) + САСА). fo) z AAS), fo). 
EF AC) fa) = ПАСТ АС), АСР) = ПАС). 所 以 


AACH = A + fo), f + fa) — (A(f — fo), f — fo) 
<(/ + Fol? + lf А) = 4а. 


这 证 明了 A < a, BE JAJ < a, 至 此 证 明了 前 一 断言. 
今 А = ; p KAG) Л 所 以 存在 序列 || 适合 


Su 

ECLMY .HH=1 
ДА = 1, lim (АСА), fo) = |， 注意 到 А 为 对 称 算 子 ， 因 此 
(АСАЛ), А) 为 实数 ， 所 以 必 有 无 限 密 个 指标 i, 使 得 (А(А), f) 同 
时 大 于 0 或 局 时 小 于 0. 因此 充 妨 设 序列 {天} 使 得 A A) 同 
号 .于 是 

Jim (AC), fi) = a, 
Аф a= |А] жї a = |А. 下 引 理 假设 A Z 0, ДЫ a Z 0. A 
方面 ， 由 于 算 子 АЖ, mü (f) RALA 1, MAFA {AO 必 
有 上 收 仇 子 序列 .无 妨 设 {AR ir St fo 
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今 


0 SJAL) — а? = ПАС)? +a? ~ aA), fi) 
SPAJ? + a? – 2al Al fi), А) = 2а? ~ 2а(.А(};). Л). 


34 ç — oo 时 有 
O < АА) – а]? — 2а2 — 2a? = 0. 


这 证 明了 A) af; 按照 范 数 | - | og pR. 已 知 AM Wr S+ 
fo, 这 证 明了 序列 а]; KAF fo. 

S az 0, 所 以 (f) RAF afo, 于 是 {AO RAF fo = 
Ala fo), Вр Alfo) = afo. HT a Z 0, # fo = 0, WJ (f) We ak + 
零 . 但 是 | 天 = 1.i= 1,2,…, 这 导出 矛盾 . 所 以 fo Z O, HD fo 298 
属于 特征 根 a 的 特征 向 量 . 证 完 . 

为 了 证 明 Peter-Weyl 定理 ， 我 们 给 定 紧 连通 李 群 G. 今 任 取 
f EG), g € G, Wl 


(Lafa) = figs), (RfE) = f(zg), V = € G. 
ER g,g' € G, WJ 
(Ry) = 61, Ri=id, 
x 
(Ri RZ f)(z) = (Ry f)(zg) = (299) = (Rz, Р)(=), 


这 证 明了 

R Ri = В. 
因此 线性 空间 L(G) 上 的 线性 算 子 集 (R: | Yg c С} 构成 普通 
H, 而 且 和 李 群 G 在 映射 o, : 9 一 成 下 为 普通 群 同 构 , 即 o, (g) = 
Rp Vg є ©, 称 为 李 群 G 的 REMER, 记 作 p. Е, 在 
(Ri|V ge Gl 中 可 引进 紧 李 群 结构 ， 使 得 普通 群 同 构 o. 为 李 群 
EH. HENES pr 实际 上 是 紧 李 群 G 的 无 限 维 表示 . 
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我 们 在 紧 连 通 李 群 С 的 平方 可 积 函 数 类 L(G) 中 引进 一 个 

子 空间 B(G} 实际 上 
B(G) c COO c LG). 

它 定 尽 如 下 

SEX 4317 ERER G 上 的 平方 可 积 函 数 空间 LG) 中 
元 素 f 称 为 ETAS, 如 果 在 右 正则 表示 p 下 包含 f 的 最 小 不 
变 子 空间 为 有 限 维 线性 空间 .表示 函数 全 体 构成 集合 B(G). 

引 理 4.3.18 (р) 为 紧 连 通 李 群 G 的 表示 ,在 表示 空间 
V 中 任 取 基 ， 记 表示 空间 Y 上 的 线性 变换 p(g) 的 方 阵 表 示 为 


a(g) t. а1»(9) 
р(9) = : : , 
Gn1(g) …， ann(9) 
则 (9) 2 AFE GERRERA, H aij(g) є B(G, 1 < ¿j < 
n = dim V 
证 任 取 gg eG, 所 以 
Rya g) = a;;(og'). 


然而 p(gg') = р(9)0(9'), ВП 


aja (gg') = У ajy(g)as; (g). 1 < š,j < n. 


p=1 


因此 考虑 由 解析 函数 aighi < p,q < n 线性 生成 的 线性 空间 
Vi C C(G), HX i< dim V, <п?. У{ЕЖ д e G, Hi 


Rọ (Giz) -Font )a;, Є Vi. 


这 证 明了 Vi 为 不 变 子 空间 ， 所 以 aij 为 表示 函数 .证 完 . 
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现在 考虑 紧 连 通 李 群 C 的 所 有 (有 限 维 ) 表示 (p, V). 在 表示 
空间 Y 中 任 取 基 ， 则 p(9) 的 方 阵 表示 给 出 的 (dimV)? 个 函数 必 
解析 . 当 取 遍 所 有 表示 空间 的 基肥 所 有 表示 时 , 所 有 这 些 解 析 函 数 
线性 生成 李 群 G 的 平方 可 积 函 数 空 间 ЧС) 中 的 子 空间 B(GY. 
我 们 有 

引 理 4.3.19 子 空间 


BIG] = B(G). 
证 由 引 理 4.3.18 可 知 B(G) с B(G) WEIEN B(G) с 


B(GY. 事实 上 , HEN f € B(G), 由 表示 函数 的 定义 可 知 , 在 L(G) 
中 包含 f 的 极 小 不 变 子 空间 ЭЛ 为 有 限 维 线性 空间 ， 在 其 中 取 基 


Ло, РАНЕ ИЯ Ал, ,入 ,使 得 f = Y Nf. 另 一 方面 ， 
i=l 
由 不 变性 有 
Rifi= Y ait(g) 广 1<i<a УдЄС. 
1=1 
县 由 右 正则 表示 o 为 李 群 同 构 可 知 ， 函 数 a;; 在 紧 李 群 G 上 解 
析 ， 即 aj € L2(G). 再 由 RyRy = Н, Ж 


Rg fi = >` a;i(gg')f;, 
j 


所 以 
RRG fi) = RIO ai(9)f) = $ ajlo’ Jar (g)fse, 
1 yk 


即 


a 


oki(gg) = Уу as (g)a(g), 1 < ki € s. 


了 一 | 
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这 证 有 明了 
а11(9) 77 а1.(9) 
(9) = : : ‚ YgEG 
as, (g) 77 asa (g) 
给 出 紧 连 通 李 群 G 的 方 阵 表示 ， 所 以 alg) € BGY 
再 由 


(RIANI) = У ан(9) (9) = flg'g), 1<4<з, 


i=l 


取 9 为 紧 李 群 G 的 单位 元 素 e, ШЖ 


2 
fito) = У` fi(e)as(g) e B(GY. 
j=l 
所 以 证 明了 f = Afi € B(G)'. 至 此 证 明了 B(G) c B(G)'. B| 
理 证 完 . 
引 理 4.3.20 ЕШШ С 的 互 不 等 价 的 不 可 约 表示 
(po, Vo), 在 Vo НЖЖ po(G) 不 变 内 积 的 标准 正 交 基 ， 相 应 的 


Gu(g) o Gmg) 
po(g) = : : ‚ УТЕС, m= іту, 


amig) "ањ (9) 


有 (dim М) а; ,1 < ij < бту, 它们 的 全 体 构 成 无 限 维 线性 空 
间 B(G) 的 一 组 标准 正 交 基 . 

证 由 引 理 4.3.7 TA, арни Жа 
时 ， 所 得 的 函数 w(dim Voay 全 体 为 两 两 正 交 的 单位 向 量 . 我 们 
来 证 明 它 构 成 一 组 标准 正 交 基 . 事实 上 ， 任 取 紧 连通 李 群 G 的 表 
示 (0,0), 在 表示 空间 V PARE e1,…,e;, 则 有 方 阵 表示 


buig) > hn{g) 
р(9) = : : ‚ V gecG. 
balg) + b,. (g) 


cumar -— r s 
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由 定理 4.3.3 可 知 表 示 (o, V) 完全 可 约 ， 所 以 V 能 分 解 为 极 小 不 
变 子 空间 直接 积 V = V, н. + V,, 相应 的 表示 p 限制 在 如 上 
为 不 可 约 表 示 . 且 记 (sy) 为 表示 (PV) 的 p(G) 不 变 内 积 ， 则 
(V,,V;) = 0,45). 所 以 在 每 个 V, 中 取 关 于 内 积 (z,u) 的 标准 正 
ЖЕ, 它们 拼 成 表示 空间 V 的 标准 正 交 基 . 在 这 组 基 下 ，p(g) 有 
Эё 


plg) = diag (P(g), "p (g), V g € G. 


由 于 基 变 换 公 式 由 非 异常 数 方 阵 Р 给 出 ， 这 证 明了 


bilg) e Б. (9) 
: : = Pdiag (pi(g), p. (gy) P. 
bnilg) се bnn (9) 


由 此 可 知 ， 为 了 证 明 引 理 ， 只 要 证 明 bij(9),1 < ¿j < п араз 
叙述 中 给 出 的 标准 正 交 基 的 有 限 线性 组 合 ， 因 此 只 要 证 明 不 可 约 
表示 (pr VW),1 < í < s 导出 的 方 阵 表 示 有 此 性 质 就 够 了 . 而 任 取 不 
TAR (p, У), # V PERET p(G) 不 变 内 积 的 标准 正 交 基 ， 
则 方 隆 表示 给 出 的 函数 (由 于 等 价 的 表示 的 方 珀 表示 间 只 卷 一 个 
常数 非 蜡 方 阵 的 相似 ) 必 为 引 理 中 给 出 的 标准 正 交 基 的 有 限 线性 
组 合 ， 引 理 证 完 . 
- 实际 上 ， 我 们 在 紧 连 通 李 群 G 的 连续 函数 空间 C(G) 中 找到 
了 一 个 子 空间 B(G) 的 一 组 标准 正 交 基 . 进一步 ， 有 

引 理 4.3.21 FEN B(G) 为 平方 可 积 函 数 空 间 L(G) 的 结 
合子 代数 . 

证 显然 ,只 要 对 紧 连 通 李 群 G 的 两 个 表示 (pi М), 在 V; P 
任 取 基 ， 记 


a(g) © al? (g) 
p (g) = ; : ‚ =1,2, 
а (9) з а (g) 
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则 aga (o) є B(G). 事实 上 ， 考 虑 表示 空间 V, 和 Vs 的 张 量 
БАДАЛ 我 们 引进 映射 


g > mlg) pgh V g€ G, 


其 中 
(p1(9) S p2(g))(ui @ 02) = pi(g)ui @ p2(g)u2, 
V g€ G, u € V), wo € №. 
易 证 这 是 紧 连 通 李 群 С 的 表示 ， 相 应 的 方 阵 表 示 为 方 阵 о. (g) 和 
polg) 的 张 量 积 ， 所 以 证 明了 ас (goas (9) є B(G). 引 理 证 完 . 
引 理 4.3.22 таа] B(G) 为 L(G) 中 关于 右 正则 表示 的 不 
EFEM. 
证 由 引 理 4.3.18, 有 


Rat = у algar V g € G. 
k 


所 以 任 取 了 es B(G), 则 有 R*f € Б(С) у g £ G. В B(G) 25 С(С) 
中 关于 表示 g — Ву g € G 的 不 变 子 空间 .证 完 . 

引 理 43.23 fe B(G) УН f e B(G). 

证 显然， 只 村 证 引 理 4.3.20 给 出 的 基 元 素 vdim Voa; 可 
推出 уф Wa;; є B(G) 事实 上 ， 由 于 plg) = (а) 为 西方 阵 ， 
即 有 (9) = pl) = р(971), 所 以 断言 显然 成 立 ， 证 完 . 

我 们 知道 , 在 紧 连 通 李 群 G 上 的 平方 可 积 油 数 空间 L(G) 上 
可 以 定义 


(fh) = f f(ə)k(9)Q(g), 
Гај 
EE CG) 中 几乎 处 处 相等 意义 下 为 内 积 ， 所 以 可 以 引进 范 数 


\лї= y f, 170912000), Yf e C(G). 


现在 给 出 
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定理 4.3.24(Peter-Weyl 定理 ) СЕНА, j С(С) 
为 李 群 G E BS W К, B(G) 为 李 群 G 的 表示 函数 类 ， 则 
B(G) 为 赋 范 空间 (С(С), |! dlo) 中 的 稠密 子 集 ， 

证 RARE m, ER fo e C(G). ШЕ С 紧 可 知 ， 存 
在 单位 邻 域 Wm E (foleo) — Jolo) < z, Y z € Wm g € G. 
因此 存在 单位 标 架 (Vm, р), 使 得 V, = УСІ, VR c W... 又 存在 
ux (z) € C(G), 使 得 u,.(z) 的 紧 支 柱 在 Vm tB, H 0 < unie) < 
+00, u, (z 1) = wa (z), fc umi EN) = Jole) = 1. 今 记 


Falgi Bh) = um[hg 1), V g,h € G. 
显然 Falg, h) 在 GxG 上 连续 ， 且 


Fnlg h) = w. (hg 1) = u, (gh 1) 
= Fa (h,g) = Fa (h,g), V g9,h € G. 


因此 积分 算 子 
Am : f(9) > / F(g,h)f(h)Q(h) = / ua (hg 1) S (hh) 
G G 
Ж (C(G), 1-1) 到 (C(G), || - |b) ЕВ, HANI 
+. 
首先 | 
А05) – folo = Sup| / ғо, ло) — fola)| 
ЄС! JG 
= sup | Í (оь) — Alo] 
gEG'JG 
<Sup f tim (h)| fo(hg) — (а) 


=Sup / _ чава) — FLAA) 
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因此 如 果 存 在 fo € B(G), 使 得 
МА) = Аа) < z=» 

则 有 

МАС) — fallo < АС) = АС + Aml) — follo < z 


ШЖ gm = Am(fm) Є B(G), 则 可 证 B(G) 中 序列 (sa) 按 范 数 
l-o ERF fo. 出 Јо tR, WEHT B(G) RER |l llo 在 CG) 
中 稠密 . 

下 面 分 别 证 明 若 干 结论 : 

(1) 设 a 为 算 子 А. 的 特征 根 ， 子 空间 


Ma = U E C(G) | A(f) = af) 
称 为 属于 特征 根 a 的 特征 子 空间 . 我 们 来 证 当 e 关 0 时 dim M, < 


+оо. 
事实 上 ， E dim Ma = +оо, 则 由 Schmidt 正 交 化 可 知 ， 在 Pta 


中 存在 关于 内 积 
(АА) = ГА f(z)h(z5Q(z) 


的 两 两 正 变 的 单位 向 量 序列 {F} 即 (А, f;) = da BERF Am 
紧 ， 所 以 在 序列 {А (Л) 中 存在 关于 范 数 ||: 上 的 收敛 子 序列 ， 
从 而 无 妨 设 {AnA fe. THR h 9, 的 定义 可 知 


ПА (А) ~ Аһ (7) = a2||fi— 2 = 202, ¿zj 


推出 序列 (А. (Л) 不 收 敦 ， 这 就 导出 矛盾 ， 因 此 证 明了 (1). 
(2) 属于 特征 根 a 的 特征 子 空间 在 右 正则 表示 o, 下 不 
变 . 
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事实 上 ， 任 取 fe Mage G, 则 
(A,,(p.(g) f))(z) = / wn (uz HREN) 
G 
= / и (uz SUU) 


= ГА и (2029) 1) f(z)Q(2) 
= (АР) = (af)(z9) = а(о,(9) (а), 


其 中 z є С. 这 证 明了 Anold) = а(о.(0) 7), В р-(9)7 є 
Ma Y g € С. 所 以 (2) 成 立 . 
(3) mt, С B(G), V a # 0, ВЖ M= У) m, с BG). 
aD 


事实 上 ， 任 取 SEN, 由 (1) 及 (2) 可 知 M 为 有 限 维 不 变 
子 空间 ， 所 以 了 是 表示 函数 ， 这 证 明了 (3). 
(4) C(G) 中 子 空间 
m = Y gl。 
nD 
关于 范 数 |. По HAE ӨЙ AFAR (g) 的 正 交 补 T С 9л. 
ERE, ER fe m 则 A,.(f) E Anl) C у; Am (Ma) = 


> Ma = M, Вр А. (97) c M, 所 以 有 An TO c ӨЛ. HE е, 


g € (Š)+-, M Amf) є T, 于 是 (A,..(f),g) = 0. 由 Am 对 称 可知 
(Л.А. (9)) = 0, В А, (9) є (M). 这 证 明了 An (T) c (D+. 
今 显然 算 子 An 限制 在 OD 中 仍 为 紧 对 称 连 续 线性 算 子 ， 所 以 
Am 在 M) 中 属于 特征 根 ， 的 特征 向 量 /, 有 Aml) = bf. Ж 
bz OPF, W| f, £ %t c ӨЛ. АЯП Rn (SQ) =0 FA. 所 以 证 明了 
An 限制 在 子 空间 (M) 上 只 有 特征 根 零 ， 由 .4。 的 对 称 性 可 知 
Amf 二 0Y Р є (MY. 这 证 明了 (4). 
(5) тА] 9Л 关于 范 数 .jj HAE SR 有 性 质 ， 


А (T) = A; (97) = A,.(C(G)). 
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事实 上 ， 由 A, 连续 可 知 An) = A; (Sñ). 由 于 (4) 证 明 

T O(G) = M + Mo, 所 以 
Аһ(С(С)) = А„ (8) = А, (97) 
这 证 明了 (5). 

(6) 由 (5) 显然 有 ， 对 foc C(G), 存在 序列 yË”) є ОЛ, 使 得 
序列 А (С) 关于 范 数 ||- |o KAF „А о. 因此 存在 fm e M, 
使 得 

[Arn lfm) = Am(jo)lo < 5. 
现在 来 证 明定 理 . 由 上 面 讨 论 可 知 , 只 要 证 明 An(fm) є B(G) 
RET. $ 
An(M} с Y Amd Ma) = у Ma =M. 
а#П a=0 
而 由 (3) 已 知 ЭЛС B(G), 所 以 A. (fa) € B(G). 定理 证 完 . 

定理 4.3.25 (Peter-Wey] 定理 ) E G 为 紧 连 道 李 群 , 记 AG) 
为 李 群 G 上 的 复 连 续 关 函数 类 ， 记 B(GYo 为 李 群 G 的 所 有 不 可 
约 表 未 的 特征 线性 生成 的 复线 性 空间 ， 则 BG 按照 范 数 ‖ lo 
在 A(G) PRE. 

证 任 取 类 函数 f c А(С), ШБ f Є C(G), Н fizys) = 
Жы), V z, € G. 由 定理 4.3.24, 所 以 任 取 є > 0, 存在 fee С(С), 
使 得 fe — fllo < =. а 


Fe 三 E т^} , 
= f felaya™ a) 
TAR Felu) e C(G). B 
Е.(24271) = f У 022427150048) 
G 
= J зев) =F V y,z € C. 
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这 证 明了 F, € A(G). 而 
lfe — ЛЬ = Sup |. (z) — f(z)| = Sup |£. (уху!) — flyry 1) 
z£ тє 


= Sup |fe(yry 1) ~ }(х)| < є, 
жу 
所 以 
|F – fllo = Sup |F,(z) — f(z)i = Sup | / fe(yry 3) у) — f(z) 
IEG хес с 
= Sup| Í (штэ) — Fang 
єє G 
< f Sup |f.(yzy 1) — /() (ы) < e. 
G z. 6 C 


问题 化 为 证 明 Е. є B(G)o. 
今 任 取 紧 李 群 G 上 的 不 可 约 表示 (o, V). 在 表示 空间 V 中 取 
标准 正 交 基 e1,…,es, MU 


anuig) --- а1,(9) 
р(9) = : ; . 
4,1{9) `... a, (9) 


由 引 理 4.3.7 有 


—. 6..8. 
i Q — ip ја . 
f ay (9)ара (g)Q(9) = EA, угро, 


于 是 
ГА plgzg-!)n(g) = f plg)p(z) p09) Q(g), 
G G 


其 中 第 i 行 ， о Жл ЖЯ 
/ (Удон) ne) 
© Pq 
= 5 ада (Qe, (z)Q() 
Pg 
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— б ба 
dim V 
Pa 


dij 
apa (z) = ү! т”). 


所 以 
f p(gzg ` )Q(g) = паш. 


注意 到 fe e B(G), 所 以 存在 紧 李 群 G 的 有 限 多 个 不 可 约 表 
т (PË, Vh 在 表示 空间 V, 中 取 关 于 (С) 不 变 内 积 的 标准 正 交 
Ж, 则 六 为 矩阵 表示 的 元 素 的 线性 组 合 , 即 存在 dim V, 阶 常数 方 
阵 Di 使 得 
9) = $ tr Dip, (g) 


因此 
кд) = | езе!) = YU D: Í pr(zye-0otz) 
трку), tr Ditr p; (y) 
uD am 1) = > dm ` 


这 证 明了 F, € В(б)о. 定理 证 完 . 

作为 应 用 ， 我 们 来 证 明 

定理 4326 紧 李 群 必 有 一 一 表示 . 

证 ЗЕ g e, ЖФ е 为 单位 元 素 ，9 € G. 则 存在 连续 
РЁ Ж f 使 得 fl9) # Fe) 记 є = |709) ~ f(e)|. 由 于 表示 函数 空间 
B(G) Æ С(С) PAE, MFE f, € B(G), 使 得 JA- fllo < ey3， 
Вр [л (9) — Flo) < 6/3, file) — f(e)| < є/3. 所 以 


ІА (9) — A(e)| = Ifig) — fle) + Aila) ~ f(g) + f(e) — Alel 


2 


ZIF) = (e) = A) — f(Ə)| 10) — ñ(e)I > e- > 0, 


aA filg) # Jile) H f, Є B(G), 所 以 包含 f, 的 关于 有 正则 表示 
Pr 的 级 小 不 变 子 空间 V, 的 维 数 有 限 . 于 是 pr 在 V, 上 诱导 了 子 表 
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ях Е. BER (61,11) 的 核 ker (61) = Hi, WJ H, ARER GRE 
ЧЁ. 我 们 来 证 H, Z G. 事实 上 , # H, = G, ШЕ 为 平凡 表示 ， 
即 有 la) = gleh 所 以 fleg) = (Rha) = (R: A (z) = file), 
vz є С. 这 证 明了 Л(9) = Ale) 于 是 和 A 的 选取 了 矛盾 .所 以 证 
明了 H, 为 紧 李 群 G 的 真 闭 李子 群 . 

# H, = {е}, 表示 (6, V.) A С 的 一 一 表示 ; 车 H {e}, 则 
存在 g, € Hi,g2 # e. 同 理 可 证 存在 右 正则 表示 р. 的 极 小 不 变 子 
空间 V, 它 的 维 数 有 限 ， 且 po 在 V; 上 诱导 的 子 表 示 (62, Vy) 的 
核 ker (¢2) 使 得 H; = ker (25) n Hi 为 紧 李 群 H, 的 真 闭 李 子 群 . 
这 样 继续 作 下 去 ， 得 到 真 闭 子 群 的 总 包含 链 


СОН HD HDs, 


因此 
dim G > dim Н > dim >... 


但 是 дип G < +оо, 这 证 明了 必 在 有 限 步 结束 ， 即 有 
со Н! 2 HD D Н. = {е}. 


相应 地 ， 有 右 正 则 表示 p 的 不 可 约 子 表示 £in Em = 
рэр ARER С 的 表示 6, im 的 直接 和 ， 它 的 核 


ker (£) = [z € G | &(z) = e, 1 <i <m} = ПН; = {е}. 


这 证 明了 表示 上 为 李 群 同 构 ， 定理 证 完 . 
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第 五 章 Hermite 对 称 空间 


在 这 一 章 ， 我 们 给 出 非 紧 型 Hermite 对 称 空间 的 分 类 ， 且 给 
出 它 的 一 种 实现 ， 即 Harish-Chandra 嵌入 .在 下 一 章 ， 我 们 给 出 
非 紧 型 Hermite 对 称 空间 的 另外 一 种 实现 ， 即 实现 为 正规 Siegel 
域 . 

由 于 非 紧 型 Hermite 对 称 空间 的 全 纯 自 同 构 群 必 为 一 类 实 半 
单 李 群 ， 所 以 我 们 在 这 一 章 中 ， 也 讲述 一 些 实 半 单 李 群 的 结果 ， 
但 是 我 们 不 讲述 实 Riemann 对 称 空间 的 分 类 . 


3 5.1 Riemann 流 形 和 Hermite 流 形 


在 这 一 节 中 我 们 叙述 若干 必要 的 Rieman 流 形 及 Hermite 流 
形 的 结果 .特别 在 齐 性 Hermite 流 形 的 情形 ， 建 立 它们 和 李 群 、 
李 代 数 之 间 的 关系 . 

WX 511 Мп ИЮНИ, М 上 的 2 形式 g 称 为 
Riemann 度量 , 如 果 住 取 点 pe М, 则 多 为 p 点 切 空间 7 (M) 
ЕЯ, Мр g fE M ЕЖ. 带 有 Riemann EE g 的 光滑 
流 形 称 为 Riemann 流 形 , 记 作 (M. д). 

定义 5.1.2 (Mag) 为 Riemann 流 形 ，i =1,2. М 到 M. 
上 的 双 光 滑 映射 e 称 为 等 度量 变换 , 简称 为 向 构 , 如 果 


a(g) = 92. 


当 M; = М, = М.р = m = g PF, Ас 称 为 自 辣 构 所 有 
自 同 构 构 成 普通 群 Ам (М, 9), 称 为 Riemann ЖЖ (M. g) 的 自 同 
构 群 . 在 Riemann ЖЖ (M,g) 中 取 定 一 点 p € М, WJ Ë BIS EE 


- 380 . 


Ant (М, а) 中 的 普通 子 群 
K, = {е є Aut (M,g) | olp) = p) 


BRAA р 的 迷 向 子 群 . 

TA, Et Riemann 流 形 全 体 构 成 的 集合 上 的 等 价 关 系 . 
而 Riemann 流 形 理论 的 根本 问题 是 在 这 等 价 关系 下 的 分 类 . 

下 面 不 加 证 明 地 氢 述 自 同 构 群 Аш (М, g) 的 基本 结果 : 

定理 5.1.3(Myers-Steenrood) Riemann 流 形 (M,g) 的 自 
同 构 群 Aut (М, g) Æ Zarish 拓扑 ( 即 紧 开拓 扑 ) 下 构成 流 形 M 上 
йч ДЕЛЕ. МИЕ M 中 国定 点 p 的 迷 向 子 群 K, 为 李 变 换 群 
Aut (M, g) 的 紧 子 群 . 

ЖУ 5.1.4 给 定 Riemann WE (М, д). i gi(T(M)) 为 流 形 
M 的 向 量 场 全 体 构 成 的 实 线 性 空间 ТОМ) 上 的 线性 算 子 全 体 构 成 
的 实 线性 空间 . 肤 射 呈 :T(M) — g (T(M)) fE X — Vx, RA 
Riemann 联络 , WERI v 适合 条 件 


(1) \ўух+ау = f Vx +gVY;i 

(2) vx(/Y)= ух (Y)+ (X f)Y; 

(3) vx(Y)— vr(X) = [X,Y|; 

(4) X(g(Y,Z)) = g TxY, 2) + 9(Y, ух2), 


其 中 fg € М), X,Y,Z € T(M). 

我 们 也 称 映射 Ç 的 像 wx ЖИН ХОУ ЖЖ. 

定理 5.1.5 给 定 n Ф Rieman ЖЖ (M,g), 则 在 (M,g) 上 
唯一 存在 Riemann 联络 у. 任 取 流 形 M 的 可 容许 标 架 (U, e), WI 
Riemann 度量 ç 可 表示 为 


g= У gi; (z z)dz, © “т, 


ї,у=1 
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其 中 G(z) = (gi; (z)) Æ pU) 上 为 实 正定 对 称 方 阵 ， 叉 Riemann 
联络 v 有 


ті 
一 》 r} (©з 1 <j =n, 
k==1 


so DPO S + фы s а), 
g=1 k T 

M 1<;ijk<mn Glay! = (g5(m)). 

证 H Rieman 联络 的 条 件 (1) 及 W 可 知 


Әт; д 
Муза, (z)X; (Y nle) =Y én riie) wai Dg Be 
由 条 件 (3) 可 知 a = E 而 条 件 (4) 推出 
безш) = Уг +). 
1 rol 
于 是 有 


д ð дд; 
Se CS Sik 095 _ - 2 Yo 


д Әх; — Drk 


所 以 证 明了 唯一 存在 Riemann 联络 . 证 完 . 

定 兴 516 在 nn 维 Riemann 流 形 (M,g) 中 任意 取 定 点 p. 
过 点 了 的 曲线 段 e(t), 0 < í< r Ж 测 地 线 Er. ШИЕ (М, g) 
土 的 切 向 量 X, 使 得 


(1) 90) = 
(2) olt) 在 t= to ВУЛ т Е фр] X etto < t< т, 即 有 


= Ху, Ostr; 
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(3) 0) 181 Xop <t<r 互相 平行， 即 
ух(Х)1.-0) = 0, 0 <t < r. 

引 理 5.1.7 Æ n tE Riemann 流 形 (M,9) 中 取 定 一 点 p. Ë 
取 切 向 量 场 X FELA p 为 端点 的 测 地 线段 olt),0 < t < 
т,0(0) = p, ERA р 的 标 架 (Up), ŒI оп) € U,0 < t < r, A 
e(p) = a. 则 测 地 线段 ot 的 坐标 

ф(0(2)) = (2 i(8), Tn), O<: < r 
适合 二 阶 常 微分 方程 组 


а) + У) Ге (2(0))2:(0)20) = 


3,7=1 


及 初 值 
2(0) = а, 2(0) = (a (а), e , S R (a)), 
其 中 


Х = De a) 
E 500) = Xlo ФН 260) = &(a(0),1 < k S n. 于 是 
0) = у OE a 


另 一 方面 ， 有 


i 1 zi дх} ' 


-5 &(z)£;(z ГА) 52. + У gla 6000) 0. 
i k=l 


У Eltre 


ы Be 人 
+ YT ңө) ШЕ аро = 0: 


. 383 ， 


这 证 明了 


У # (04, (OT5 (e(0) = Dsl D = ila. 
1,3=1 
所 以 引 理 成 立 . 证 完 . 
由 常 微 分 方程 理论 可 知 , 如 果 给 定 初 值 r(0] = 0, z(0) = &(а), 
则 存在 s > 0 ДЙ х = zrz(5,0 < t < е, 甩 解 唯一 .所 以 由 引 
理 5.1.7 JA, EFFERIA X 决定 的 唯一 的 测 地 线段 
z = z(t),0 < t < z. 因此， 我 们 可 以 引进 指数 映射 exp 如 下 : 
在 流 形 M FER-A p, 任 取 切 向 量 X, ETM), 它 瞧 一 决 
定 的 测 地 线段 c(t),0 < t < £ 可 改 记 作 exptX,,0 < t < e. 于 是 给 
出 了 点 p Ё) 92 TM) 到 流 形 M 内 的 映射 exp, CS 


d 
exp (OX,) = p, a exp tX,)|,=o = Xp- 


注意 到 对 全 体 向 量 场 构成 的 线性 空间 T (A), 则 
T(M)|, = (X, = X|, | Y X £ T(M)) = T,(M). 


ВЕЗАНЕ ЖЯ exp Х,У X € T(M), 使 得 
(exp X)|, = exp Xp p € M, 


于 是 也 给 出 了 T(M) 到 M 上 的 指数 映射 exp. 

不 难 证 明 ， 在 李 群 理论 中 引进 的 指数 映射 和 上 面 引进 的 指数 
映射 相同 ， 只 是 对 李 群 С, 首先 要 证 明 存 在 G 不 变 Riemann 度量 
和 G 不 变 Rieman 联络 .我 们 将 在 后 面 讨论 齐 性 Riemann 流 形 
时 作为 特例 给 出 证 明 . 

下 面 考虑 自 同 构 引 起 的 变化 . 

给 定 n 维 Riemann ЖР (М, 9). 任 取 流 形 (M.g) 上 的 自 同 构 
E ЕЙЖ M 上 和 任 取 可 容许 标 架 (U, o), WJ (00), e og 1) 仍 为 可 容 
许 标 架 . 任 取 坐标 邻 域 可 中 的 点 р, јбр ЧА (р) = a. 于 
EERME EU) 中 的 点 q = El) 有 坐标 (pot tl) = plp) = а. 
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W & 的 坐标 表达 武 为 y= f(z). 记 Rieman 度量 
g= Y ao (z)dz, @ dz;. 
于 是 


=; дт, 


. a 
с*(9) = Y ` gyl) Ө, py а ® du, = 5 904% @ ду;, 


因此 有 


С(у) = Ey сёз 


其 中 o 的 Jacobian 2y 的 上 标 为 行 指标 ， 下 标 为 列 指标 ， 另 一 方 
面 ， 由 于 


Г® (2) = рэ, кү + girle) _ siile) 


z Ory 
所 以 由 
Әх, дт, 
gG (u) = D9 
有 


Әхь Әу. Ө Әх, д? 
k rx) — тЇ бтк Оу. Ө» отк yi 
) > ч Em Өх, Ör; + > ду ӨтӨ, ` 


再 取向 量 场 X=Y 6(2) Z, Ш 
— ду; 2 
EUO =} El) ga ду) = Фр; 


所 以 
n; (u) = Delet, 1<j<n. 
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定理 5.1.8 R (M.g) A Rieman ME, E 为 (M,g) 上 的 自 
EH. ERE M 中 取 定 点 p, MER p 附近 有 
ElexptX) = ехріё,(Х), 0 <t < =(X). 
证 шз зат ятя, {ЕЕ X = Del) 记 у) = 
Раҳ) = &(ац#)), WI 


a(t) = 660) = 00) 9 = Du 


于 是 
0+ 2 2 OLONA CO) 
t, 
= Уф) + уњ и E. 
= ij : 
这 证 明了 e) 为 测 地 线段 当 且 仅 当 yt) 为 测 地 线段 ， 且 有 
élexptX) = expté,(X), 0 < t < є(Х). 
证 完 . 
ЖУ 5.1.9 п 维 Riemann ME (M,g) 称 为 完备 的 , 5H E r 
一 测 地 线段 =(t),0 < t < 可 开拓 到 + c Е, 且 仍 为 测 地 线 . 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 
定理 5.1.10 设 (М,9) 为 完备 Rieman 流 形 ， 任 取 点 p,q Є 
М, 则 存在 联接 p 及 q 两 点 的 测 地 线 o(t), 且 存 在 联 此 两 点 长度 
最 小 的 测 地 线 ， 这 个 长 度 称 为 点 与 点 4 间 的 距离 ， 记 作 d(p,q). 
定义 5.1.11 п 维 Riemann ЙМ (M,g) 称 为 齐 性 的 ,如 果 在 
HE M 中 和 任 到 两 点 pg, ШАТЕВ ВЮ o, 使 得 c[p) = q. 这 时 也 
称 李 变 换 群 Аш (ad,9) 在 流 形 M 上 в. 
现在 考虑 n H Rieman WE (М, 9). 在 (ad,9) 的 自 司 构 群 
Аш (М, д) 中 任 取 李 于 群 G, 设 在 流 形 M 上 可 递 ， 则 G 中 点 
рє 的 迷 向 子 群 为 
K = {e € G | e(p) = p} = K, n G. 
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显然 K 为 李子 群 G 中 的 团子 集 ， 也 是 紧 李 群 H, PHATE, M 
以 为 紧 子 群 ， 回 忆 83.3 可 知 ， 李 群 G 为 流 形 M 上 的 可 递 李 变 换 
群 ， 且 M 和 高 空间 G/K AR. MAHAA 


r: G/K> M, 


它 定 义 为 
т(тК) = z(p), V z € G 

{参见 定理 3.3.12). $ (M,g) 为 Riemann 流 形 ， 不 难 证 明 +*(g) 为 
商 空 间 G/K 上 的 Riemann EE, B (G/K,r*(g)) 为 Riemann Wi 
Ж. X Ас 为 G/K 上 的 可 递 等 度量 李 变 换 群 . 

注意 到 下 为 紧 李 群 , 所 以 Ad K 也 为 紧 李 群 . 记 李 群 G 的 李 
代数 为 G, 因此 (Аа,®) ARER К 的 表示 ， 由 于 紧 李 群 的 表示 
完全 可 约 ， 对 紧 李 群 FK HERM 只 有 (Ad K)8 C я, ИТЕ С 
的 李 代 数 G 有 子 空间 直接 和 分 钥 


Ф=я+#, 


使 得 (Ad KJA ся, (Ad KEYP c 9. 于 是 有 [A,A] ся, (4, P] c m. 
表示 (АЧ, P) 称 为 迷 向 子 群 KK 的 ЖЫ. 

上 面 的 说 明 指 出 , 为 了 考虑 一 般 的 m 维 齐 性 Kiemann ЙЕ, 
НЖЖ с/к, 其 中 С WN EBE K 为 G 中 的 紧 子 群 ， 
ВКФ G 的 非 平凡 正规 李子 群 . 

ORARIA GR K 的 李 人 代数， 注意 到 K 为 紧 子 
群 ， 所 以 是 闭 子 群 。 因 此 在 A RRE X......., Xn 再 在 子 空间 
Ф 中 取 基 X, Xm 注意 到 6 = 名 十 由 为 子 空间 直接 和 和 和， 所 以 
dim P = dim @ — dim Я = dim G — dim K = dimG/K = m. 在 李 群 
G 中 取 第 三 类 标准 单位 标 架 (17, о), 即 


U = {(ехр Y 2;Х;)(ехр у, =Х}||ту<є,1<]<п}, 


了 i=m+i 
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则 
V=EKNU= {exp y` xiX; | le; <e, m+ 1 < j <n). 
+ 二 Py 十 
邻 U/K = U/(K nU) = U/V, 所 以 U/V 为 齐 性 空间 G/K 的 元 
Ж eK 的 邻 域 ， 它 有 标 架 (U/V, Ф), 定义 为 Bl((exp Š Хк) = 
(zi, ma), V |] < z, 1 < í £ m. р 
SR c € G, 它 诱导 了 G/K 上 的 全 纯 自 同 构 Ao, 而 Ас = 
{Ac |Y oeEG) 为 G/K EUF, EH co A 给 由 GG 到 
Ас 上 的 李 群 周 构 . 这 里 
A (rk) = (07)К, Уто € G. 
所 以 Ас 作为 С/К 上 的 李 变 换 群 ， 在 标 架 (0/К, Ф) 上 可 表示 为 
y = Ffo, z). 
记 李 群 G ERM (U, e) 下 的 乘法 函数 为 J, ЖЕНИС D (z). + 
是 由 o(zK) = (ox}K 可 知 
F(a, £) = fi(c;z,0), 1 < í< m. 
为 确定 起 见 ， 记 ae {1,2,...,т}, є {1,2,…,n}, WE 


= Fala, т) = Əf.(c;z,0) 


rle) де; ose до; oe = Tel, 0). 
而 G/H 上 的 李 变 换 群 As 的 李 代数 Š 有 基 
ð 
X; 一 ЕР (т)——, 1 < < 
> 了 i<n 
回 到 李 群 G 中 的 单位 标 架 (U, р). ЖП НИ Stk у 有 

Дебет Oni, pr Emt on) =0.,1 5а < т, 

Filart Os, O тыфу, En) 
= FOO, omrl Tn; 0 0, Empl Ta), m. + 1 < š < п. 
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FER o = zh € U, z = exp eK, h = exp у; ZiXi Ш 
*—=1 


i=m+ 


heUnH. Xg 
HEJ, = | L[z) = (b (z), det Ыт) > 0, 
ri(x) = | Р(х) = (7+ (0), det R(z) > 0, 


ЯФ = € e(U). 于 是 有 


мю (107 шы) AÈ BO mu); 


引 理 5.1.12 符号 同上 . Ж w Wn 为 基 Ху, X, 的 对 
BÆ, M Maurer-Cartan 形式 . 对 商 空间 G/K 上 的 对 称 2 形式 
g, 则 

А (9) =g, сє, 


当 且 仅 当 关于 自然 映射 +:G-- G/K 有 


mt 
"(9) = у) азаң Q ш, 


ijel 
其 中 m x m HE A = (а) 为 实 正定 对 称 方 了 省 ， 它 有 
A= Lolk) ALo(k), V k € K, 


Lolk) 为 线性 算 子 Ad k 在 子 空间 P 上 的 方 阵 表 示 ， 即 迷 向 表示 . 
g = >` a;;(z)dz; @ ај, a(z) = a; (z). 
1 了 一 】 
ЖЖ л: U — U/K = ОКПО), MEERE (Zeo) 上 有 


z"(g) = У  aj;(z)dz; @ dz;. 


ij=1 
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今 Az (g) = g, X A, (z) = о{ж) = y B) NATRARINOK2NU y = Fio, z). 
ЛЖИ, CRRA 


Yi = Абау, Tm mt On itt Ет 00), 


Жү 1 < í < m. FE A (g) = g B IH 


Y a; (u)du; © dy; 
j= 


ч ӘР; ans) z) ФЕ) a 


= >= a; (о, DE = — 4 Tp © dz; 
= y` dij (z)dz; @ drj. 
ij=l 
所 以 4(z) = (aj; (z)) 有 
)= (FECA доро 2, DAL 


H S.Lie 第 一 基本 定理 ， 有 


i „ нше 2,0) (6,0), 1 < 5j < m, 
其 中 L(z) = (B(z)), L) = (B(2)), V z € (U). 因此 对 yp(UV) 中 
Ж (2,0), 有 


а_{ хо) 0 ү у bolz,0)-! 0 
L (z, 0) = ( (а 0) Lale) ) Е ( Tale, 0) I ). 
所 以 


OF (o, z) = 2012.0) z,0) 


Bz -Tt (fo; ж, 0)) (2,0), 


р=1 
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HP 1<i < m. 这 证 明了 


ӘЕ(о, z) 


z = Lo(f(s;z,0))Lo(z,0)"*, 


因此 
д) = CECD) (ко, а) 22069) 
= (Го(х,0)' Ef f(e;z,0)'AC(F(e,z))Loa(f(c;z,0))Lo(z,0)"1, 
ХУН z = 0, i a; (0) = а, (ag) = А, 则 有 ai = aj, X 
| А = Loto)'A(e)Lo(e). 


这 证 明了 
Ala) = (Lola) YALo(o)™, 
即 


所 以 


Try 
g = У a;;(z)dz; @ dz; = >` apf (т) (а)а2; 9 drj. 
ij=1l i,p q=1 
由 引 理 4.1.1, Maurer-Cartan 形式 为 
wj = Y B (z)dz;, 1 <: <n. 


j=1 


AR 1 < š < m, WI , = Ў бб (z)dz;. 这 推出 


nm 
* 
m"[(g) = › Gpgup Ә wp Ора = Gop. 
P'g=1 
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今 李 群 С 上 的 Maurer-Cartan ERARE, ME x*(g) 作为 
李 群 G 上 的 2 形式 也 左 不 变 . 另 一 方面 ， 由 于 ç 为 商 空间 G/K 
上 的 2 Ж, AMHER К e K є С, Ш оок = gor. 因此 
т*(9ск) = т*(9скк), 即 (w*`g)<= = (п) к = Ri{(n*g)o). 这 证 明了 
m*g EK ТРАТА. Вл 作为 李 群 如 上 的 2 形式 БЕ С HE 
用 下 左 不 变 ， 在 K 作用 下 右 不 变 ， 所 以 在 ad K 作用 下 不 变 ， 即 
H Кє K, Д] (ad k)*(z"g) = 7*9. BA (ad k), = лак. EH Æ 
Xi... X, 下 的 对 应 方 阵 ， 由 定理 3.2.24 可 知 为 


A(k) = В(А) I L(k) 


_ E 0 ) (£0 0 )- Lolk) 0 

Е 0 Ro(k) L (R) alk) / ` * * 
аль 为 Xi, Хь 的 对 偶 基 ， (adk)* 为 (ad k). ВНЕ 
变换 ， 所 以 (ad k)* Æ w, wn 下 的 对 应 方 阵 为 


Alky = ( Tolk) * ү 


因此 
(аа К) = Y lik)w, 1<ixm. 
j=1 
所 以 
(adk)*(g) = У? ap ((adk)"wp) ® ((ad k)*we) 
p.q=1 
= > apal (К) (к) Bwj = 人 ijwi @ шу. 
Роч 1 {j=l 


这 证 明了 


aj = 3  asdP(kM3(k), V 1 < ij < m, k € K. 


p q=1 


即 证 明了 
Lolk) ALo{k) = A, 
其 中 Lk) 为 线性 变换 Ad K 在 线性 空间 第 ЕЛУ Лл. 
反之 ， 在 李 群 G 上 任 取 2 Ж g = ea @uwi, 其 中 4= 
(a;;) A mxm Ед ВЕ, 它 有 La(k)'ALo (k) = A,V k € K. 
+ ЖА ҖЕШЕНД 7E G FZe3S3E, # K 下 右 不 变 ， 所 以 在 商 空间 
G/K 上 存在 2 形式 9, EI ai = 9. А о 在 Ас TRE. 至 此 
证 明了 引 理 . 证 完 ， 
定理 5.1.13 $ G 为 连通 李 群 ，KK 为 其 闭 子 群 . WW K 中 无 
G 的 非 平凡 正规 子 群 ， 则 在 商 空间 СУК БЕ G 不 变 Riemann 
度量 ç "H IRS Ol 6 яв СА К й, MWE 
ETER P, 使 得 号 二 第 十 中 为 于 空间 直接 各 又 [8P c ë, B 
Ааф(К) 为 紧 李 和 群 . 又 这 时 可 在 子 空间 第 中 取 基 yr... Y, EF 
空间 R PRE Ymer, Yn, BE Yi, Yn 的 对 但 基 an... ,wn 


有 
m*(g) = ЭС D аң. 


i=} 


证 ”由 引 理 5.1.12 的 证 明 可 知 ， 我 们 并 未 用 到 子 群 K K, 
只 用 到 了 子 群 K 闭 ， 且 表示 (Ad ,6) 完全 可 约 ， 因 此 @ = p + 6 
存在 ， 且 为 子 空间 直接 和 ， 所 以 对 次 空间 СУК 上 的 2 形式 9, 有 


w" (g) = È агра @ шу. 
ai= 
Х À = (a;;) > 0, ЖЯ 
LolkY ALo(k) = A. 

FE Ada(K) МАН, MFE m x m 非常 方 阵 Р, 使 得 

O(k)= PLak Pl Ee O(m),V k € K. RA, Ж 

(PlO(k)JPYAPU'IO(k)P = A, 
. 993 . 


即 
О(Е) {РУ YAPT O(k) = (P-1'AP 1, 

注意 到 4 为 正定 对 称 方 阵 ， 我 们 取 4 = P'P > 0, 则 正定 对 称 方 
BE 4 适合 条 件 ， 即 证 明了 商 空间 G/K 上 有 G 不 变 Rieman Ж 
E. 

反之 ， 假 设 在 商 空间 G/K 上 有 G 不 变 Rieman 度量 g. 由 
T GPT K AGK 中 点 eK 的 迷 向 子 群 ， 由 定理 5.1.3,KK 为 
李 群 G 中 的 紧 李 群 . 于 是 存在 子 空 间 单 使 得 6 = яф ATE 
间 直 接 和 ， 且 [p.s] c p, 又 АЧЫК 为 紧 李 群 ， 入 由 引 理 5.1.12, 
有 

т*(9) = Уу 0:30 @ ш), 
ij=l 

其 中 А = (a;;) 为 实 正定 对 称 方 阵 ， 今 由 g 为 Riemann 度量 可 知 
在 李 群 G 的 单位 元 素 e 上 ， 有 


(m*(g), = У üijwile @ wile = Ў а: (da,)o @ (dz;)o. 
ij=1 131 

它 正 定 对 称 ， 这 证 明了 4 > 0. 于 是 可 在 子 空间 外 中 易 基 ， 使 得 
A REHE жа. 

定理 5.1.14 设 KK 为 连通 李 群 G 的 紧 子 群 ， 且 K 中 无 G 
的 非 平凡 正规 子 群 ， 记 6 及 趴 分别 为 李 群 G 及 其 子 群 K 的 地 
代数 ， 记 名 = яф 为 子 空间 直接 和 分 解 ， 有 [AP] с. ER 
中 取 基 Ха, Æ P PRE Xo, Xm- 记忆 ua 为 

э Ха 的 对 价 基 ， 使 得 


g=} aw 
t=1 
为 商 空间 G/K GRE Riemann 度量 . 则 


ot{t) = (expt Y ` a X JH, уер 


#=1 
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为 商 空间 G/K 中 过 点 eH, Да = (ay, Ga) 为 方向 的 测 地 线 . 
证 “ 今 员 为 紧 子 代数 , 所 以 在 各 = ня "Н {РЕ аак FEN 

积 (2,0), 使 得 (Я, P) = 0. 我 们 在 要 中 取 标 准 正 交 基 Ху, Ха, 

其 中 Ху, Xm 5 P 的 基 ,Xm+ ,Xn 为 中 的 基于 是 


r 
[Хх] = у aX 1<i<m,m+1 Хах, 


[Xa Xs] = > CigXs, т+1<а,8 < п. 
б=т 1 
((аа Xa) Ni, Ху) + (Xi; (ad Xa) Xe) = 0, 
即 


У(Х, X.) + УХО (Хе. Ху) = 0 
了 一 1 


ў=1 
H (Xj, Хь) = д, 推出 
Ck +С =0 1<з,&Ё<т,т+1<о=<п. 


下 面 来 计算 Ааф^,У h € K 的 方 阵 表 示 ， 由 于 he К, 所 以 在 在 
X € &, {#19 k = exp X. IN, Аат = Ad pexp X = exp (ad X). 


а Х= Y XoXo, 于 是 当 1<i<m 时 ， 有 
A= 十 1 


(ad X)X, = У XMa [Xa, Xi] = 5 Aa уе 


ашт 1 к=тп-Е1 


因此 аа X 有 方 阵 表 示 
Ax = (J | haCEi， 
于 是 Ax + Ay 中 的 元 素 为 E Aa(Chy + Ch) =0. 这 证 明了 Ad gh 
的 方 阵 表 示 为 实 正 交 方 阵 ， 由 定理 5.13, 所 以 = Ë ws @ wi 为 
С 不 变 Rieman 度量 ， 
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按照 前 面 在 6 中 选取 第 三 类 标准 标 架 (U, o), EU PREX 
exp Ў ziXi, WIA (E1 Tm 0,0). 于 是 


(а) 0 a ОВИ 
р) = ( А 1 ) ‚ош = 4 Lil(z)Lo(z)-! I ). 
ERRERA, Et 


тт 
Уха) =:  1<Ё< т, 


1=1 


Ў 160) =0,  m+1<k<n. 


1=1 
我 们 希望 证 明 (expt 5 ах)н X Riemann ЖЖ СУК 中 的 测 地 


线 ， 即 证 明 任 取 а = (а1,---,0.) € R”, MUJ zi) = ta 适合 测 地 线 
方程 ， 其 中 初 值 为 x(0) = 0,2(t) = a, X èt) = 0. 所 以 要 证 


m 
y` aia; rh (ta) =0, Уј <=, 1<А< т. 
ij=l 
为 此 要 计算 TE (т). 4 


g= Уа Dw; = У У P ï (=) (ж)ать @ аты, 


i=] p,9=1 
所 以 记 = Уу gj; (z)dz; 2 dz;, M 
G(z) = (gi (z)) = (Lola) 1Y Lole) t, 


于 是 
G(z) ! = (g (z)) = Го(=) (ту, 
即 
gale) =J 0) (а), g (e) = Уу) 
Р 
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”因此 
Əg; (z) _ Əgj(z) ) 
дк: дт, 


> ай} Г® (х) = — ЭЭ a;a;gFP (z) )( + 
т.р 
әй ӘЁ 


= Уа (У ait -+ УИ - да 


今 $ rilt(z) = mk,1 < k < m, Э z (z) = 0,т+1 < = £ m 
i=1 їт=тт+ 1 

所 以 记 у = (2 Zm), 有 Lolz)y = ,Li(T) = 0. 这 证 明了 

my 


$ е) =з, 1<Ё$т, 
i=1 
У sde(z)=0, m+1 < k < n. 
=тт-+{1 
于 是 
> a; ;a; TE (ta) 
7 
Əgi (2) | 893 (z) _ ддш(т) 
— 二 kp Уру | VSIP _ 1 
Е ; 5 9:039 (ta) (2622 де; äri Brp ) 
¿Jp 
IH 


al 
= Уа (ун гута s= T) 


H S.Lie 第 二 基本 定理 可 知 


= 5 ст + У) У су B 一 ТЫЙ). 


r=la=Tn+1 
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代入 后 得 到 四 项 .第 一 项 为 


у, аа IË 8 = 5 ат Эл ' 
因此 有 
РТЫ ƏŞ adf _ 
Е > 0:03 дт; r=ta Е > 9 дг} ИИ = 0 


由 Cih + CZ, = 0, 可 知 第 二 项 为 零 ,利用 Eaa C3, = 0, 可 知 第 
三 项 等 于 零 ， 利 用 Eat = 0, 可 知 第 四 项 等 于 零 ， 至 此 证 明了 


expt Ў a, X;,|t| <e 为 测 地 线段 ， 利 用 它 是 单 参 数 子 群 ， 所 以 推 
4=1 


HB t e R 时 也 是 测 地 线 ， 定理 证 完 . 

现在 应 用 到 连通 李 群 С 本身, UPRTE K = {е} 为 李 群 G 
的 单位 元 素 ， 因此 有 

定理 5.1.15 设 G 为 实 连通 李 群 ， 名 为 其 李 代 数 . 在 @ 中 
任意 取 基 Xi, Xn W un, wn 28 Maurer-Cartan 形式 . M G 
有 G 不 变 Rieman 度量 


n 
g= Уш, 多 ay. 
i=] 


而 单 参数 子 群 expt aX 为 有 方向 a= (a, ,an) € R" 的 过 点 
e 的 测 地 线 . 

现在 考虑 п HES LE М. 在 M PRERE (Up). RA 
# = (21,55,20). TI z = z; + Vly = m + y lenll < š < п, 
册 r= (zl Tan) Є R, 注意 到 全 纯 函 数 的 实 部 及 虚 部 者 是 实 
解析 函数 ， 所 以 M 可 以 看 作 2n 维 实 解析 流 形 ， 反 之 ，2n 维 实 
解析 流 形 M 车 能 作为 复 流 形 ， 则 必须 有 复 结 构 r, 使 得 

ə 2 а 


Ə 
=)= —, J ш 220 ; < п. 
H Әл) дт; ' ёт да lsi ап 
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于 是 有 
La m f КӘ — =I) 


Kh IG) ж пхп АЕ, E 


dz = (421, :--,82.}, dz = (21, ,dzn), dz = (г, - dz.) 


另 一 方面 ， 对 复 流 形 М 上 的 全 纯 向 量 场 


Ə 
2X =2у 60) 
д 


= УС (не + VTT (ee) -va 


1 
д 


) 


д д 
= Y (ке 0 Sm + Im (Әз) 


т 


+ мї У (Im E _ Re (E) g) 


为 M fE ЗЕКЕ B) PS i ERN АЕ S Bi Sk PER S, BARAA 
1,4-1. 

定义 5116 mm 维 复 流 形 M БЮ (11) 型 共 变 张 草场 h aA 
М 上 的 Hermite 度量 ， 如 果 任 取 PE M, B| h, 为 复 流 形 M 上 的 
点 了 REB ТЫМ) RAR, Ер A, 为 正定 Hermite ReH 
数 ， 又 了 一 h, 关于 (z,z) Фи. 这 时 М 称 为 Hermite Л, 记 
作 (М, h). 

用 标 架 (U, р) 中 的 坐标 来 表达 ， 则 Hermite 度量 的 

h= Уһ. (z,z)dz; @ dz; = dzH(z,z)dz,, 
ij=t 


Rh nx n 复方 阵 
H(:,z) = (há (z,Z)) > 0, 
X halz, z) F z É Z 82595, 1 < i,j < n. 
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将 它 写 成 实 的 形式 ， 有 
h = g+ v1 
= Уу (Ве, + Кли г hij (dei + V 1аға+:) 
@ (dz; 一 М14=.4;), 


其 中 
g= У`(Већ,;)(д2; @ dz; + дт, D drnti) 
+ Y (Im hy)(dr: @ дт„+; ~ denti @ бгу), 
g = 》 (Rehy)(denti @ dz; — dz; ® den+j) 
十 》 (иа Һ;)(ат; @ dent; + denti @ шу). 
对 了 我 们 来 证 明 


F(X,Y) = g(X.1Y), 


其 中 XY 为 2n 维 实 解析 流 形 М Б. 
事实 上 ， 有 


Жэ a= Im hij, 2, э) = Ret, 
S aaa) = Rehu, š эе) = ш, 
x 
TE 52) Re hij, Нак Bea T AS 
“эг е) = -im hs, 2, E) = Re hij, 
所 以 断言 成 立 
fp 


_ ReH(z,z) ImHí(z,Z 
s= ( лано) Кенет) Jar, 


. 400 - 


n= (1 Эт) 


(Чын кенеш ) 200 в) > 
可 知 g 为 实 解析 流 形 上 的 Riemann 度量 ， 它 适合 条 件 

gX), ҚУ)) = (Х,У). 
事实 上 ， 显 然 g ОБК ТЕ В, ç ХРИ ЕЕЕ ВА ЯК. 而 


IX) ҚУ)) = 9(1(X),Y) = —g(Y,1(X)) = —g(Y, P {XY} 
= — 9(У,-Х) = gY, X) = g(X, Y). 


我 们 来 证 明 

定理 5.1.17 设计 为 n 维 复 流 形 ， 它 作为 mn 维 实 流 形 ， 有 
Riemann 度量 g. W М 有 Hermite 度量 h, 使 得 Reh = o, У НАХ 
当 

og(T(X), TY)) = g( X,Y) 

对 一 切实 解析 流 形 M 上 的 向 量 场 X. Y 成 立 ， 

证 ”上 面 已 证 Hermite В h 的 实 部 g 为 Riemann 度量 ， 

ЩХ),ЦҮ)) = gX Y). 

反之 ， 若 复 流 形 M 作为 实 流 形 ， 有 Rieman 度量 g, 它 适 合 
ОХ), I(Y)) = g(X,Y), Bir, 


2m 
g= у g; (Tr; @ dz;, 
ijel 
则 有 
ә è ә ә ә ә 

(929 227) = a=, Ка) ж 
д 
g(a 
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BW Ë) фу = Qa+in+ji linti = 一 Hi 即 记 G(z) = (9:(2)), 将 它 
按 前 п 行列 分 块 ， 则 有 


_{ SG) Вб) 
Сб) = ( _B(z) S(z) )>• 


其 中 S(z) KR, B(s) KARTER. ЯГА 
H(z,z) = S(z) + /—1B(z) 
为 Hermite 方 阵 ， 而 
g = dzG(z) @ г ‚ 
онол Bo so JT (a) 
= *dzH (2,2) @ dz + Уан (,2) 9 qz. 
іе (Х,У) = (Х,У), Ep X,Y ARME M F hm Me, Wi 


~ 0 一 了 
š = aeG(z) (1 0 


ZI 


2 


) 四 dr/ 


vi 
2 


dzH(z,3) @ dz + а2Н (2,2) @ dz’. 
所 以 
h = g+ vig = dzH(z,z) әс. 

另 一 方面 ， 易 证 G(z) > 0 4HR H(z,z) > 0. 至 此 证 明了 定 

EN 5118 设 (Mi, hi) X Hermite 流 形 ， М 到 M> 上 的 
全 纯 同 构 称 为 等 度量 变换 , 如 果 c*(hi) = hx. 这 时 ， 称 (МА, Ау) 
和 (Ma ha) 互相 全 纯 同 构 . 

当 М» = M: = М, = hy = h hh, 称 全 纯 同 构 为 全 纯 自 同 构 . 
它们 的 全 体 构成 的 普通 群 Аш (М, А) 称 为 Hermite 流 形 (M, h) 的 
全 纯 自 同 构 群 . 
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由 于 Hermite 流 形 是 一 类 特殊 的 Riemann 流 形 ， 而 全 纯 同 构 
是 一 类 特殊 的 等 度量 变换 ， 而 且 由 于 实 映射 全 纯 当 且 仅 当 „оГ = 
Гос,, 所 以 Hermite Ж (М, В) 的 全 纯 自 同 构 群 Aut (Л, А) 为 
(M,h) 作为 Riemann 流 形 的 等 度量 变换 群 的 闭 普 通 子 群 ， 所 以 为 
李子 群 . 

显然 ，Hermite 流 形 的 根本 问题 是 在 全 纯 同 构 下 的 分 类 . 

由 定理 5.1.17 立即 有 

ЖУ 5119 设 (M,h) 为 Herimte WIE, W 


1 — 
О = Imh = = Y hiy(z, Zidz A dz; 


Ar (M.M) 上 的 (1,1) 形式， 称 为 (M, hy 上 的 Кашег 形式 . 

当 dN = 0 Bf, Hermite MÆ (M,h) 称 为 Kihler 流 形 . 

ЕХ 5.1.20 Hermite HE (M.h) 称 为 齐 性 Hermite Ж, 
如 果 (M, h) 的 全 纯 自 同 构 群 Aut (M,h) EWE M 上 可 递 . 

由 于 Hermite HE (Л, А) ЖЖ Riemann Ж Ж (Mg) MAS 
复 结 构 了 和 Hermite EM А. 而 齐 性 Hermite 流 形 (М, h) й Фар 
自 同 拘 群 o € Aut (М, h) 有 


(1) о.оГ= oc, 
(2) c*(h) = А. 

作为 实 Riemann ЖЖ (А, д), 还 有 

(3) ə(IX,IY) = (Х,У); 

(4) КХ,Ү) = 9(Х,Ү) + у=19(Х, IY). 


由 (М, А) fE Aut (М,Һу Бар, ЖЕЎИШ M 中 取 定 一 点 p, 记 
Кр ЖА ТЕ. дє М, 任 取 z € Aut(M,h), 使 得 
= o(p). 于 是 有 


- 403 - 


(1) =_e L= Los.; 
(2) h,(X,, Yp) = (с"һ,) (Хь. Yp) = h (c, (Xp) с„(Ү„)), 


即 
hy (Xy, Yp) = halas ( Xp) or (Y,)). 

HE G = Aut (M, h), MI #R2 G 不 变 复 结构 ,请 称 为 局 不 
E Hermite EE. VITAR, ЖИП 

引 理 5.1.21 设 (M,g) 为 齐 性 Riemann Ж ,‚ G 为 流 形 M 
上 的 李 变换 群 ， 如 果 在 M 中 一 点 p, EGT TAXTA p 的 迷 向 子 群 
K 为 紧 李 子 群 。 在 流 形 M 中 点 了 的 切 空间 TM) ERRES 
H Tp 适合 条 件 


(1) P= -id; 
(2) [Xp Yp] + Ipl Xp: 有 好] + TpllpXp, Yp] = [1ЬХь, УЬ]; 
(3) gpl (Xp) Tp(Yp)) = gp( Xp, Үр). 


在 流 形 M 中 性 取 一 点 д, ER c € G, 使 得 c(p) = о. 在 点 9 И 
空间 T, (M) ЕХЕ 


1, = с, oL oc; ! 


RAH 

Ja = (0*) (gp), 
使 得 了 为 流 形 M 上 的 С 不 变 复 结构 ，g 为 流 形 上 的 G 不 变 
Riemann 度 景 ， 当 生 仅 当 它 适合 条 忻 


(1) foo=oolp V z € K; 
(2) olg) = go, V c € K. 
ХЕ}, WE М 有 Hermite 度量 
h(X,Y) = (Х,У) + V1g(X, IY), 


H (M,h) 为 齐 性 Hermite ME, E СС АШ (М, А). 
Ш 今 若 orEC о(р) = т(р) = q, Bl E=7 l0 EK. 为 了 
在 切 空 间 T (M) 上 的 线性 变换 L RAR g ABX, SERY 


一 1 
了 


一 1 = +, ° L, o z 


L, = G. o° £, ° sx 


Ja = (0") (оь) = (r°) (9p). 


Ф £ o I, = (т) o o, o I, = Fo (za) 1 оо, = Ioga 因为 

E = o* o (r*) 所 以 还 有 (gp)】 = g, Vë € K. WB. BA 

9 一 了 4 一 9 都 解析 ， 所 以 定义 了 复 结构 了 及 Rieman 度量 g. 
今 已 知 gpllp( Xp), r,(Y,,)) = Ip Xp: Yp), 所 以 


Gaal Kah 1.(Ү)) = galor Xah a'in) 
= gp(lp(o 1 (X,)), (0 (Ү,)) = gp (or (Ko), or ЧҮ) 
= g (X, Үд). 


这 证 明了 上 面 定 义 的 Riemann ВЕШ o 有 90(Х), ҚУ) = g(x, Y), 
因此 

h(X,Y)= g(X,Y) + /—1g(X,/—1Y) 
Ж Ў Т Hermite 度量 ， 且 有 о.А = h. 引 理 证 完 . 

由 于 实 李 群 G 在 Hermite 流 形 (M. h) 上 可 递 ， 我 们 有 解析 映 
射 f 
G3 G/K 5 M, 

它 定义 为 

т(9) = gK, т(9к) = (р), V g€ G. 
注意 到 由 于 G 为 流 形 M 上 的 李 变 换 群 ， 又 K Ж, ВТ т 为 双 解 
ЖЕ. ЖШН 


— 


Т= трі оГот,, т°(ћ) = А 


2 (С/К,А) 仍 为 Hermite ЖЖ, Н т 为 全 纯 同 构 . 由 引 理 5.1.21, 
我 们 只 需 考虑 Hermite HE (G/ K, h) 在 点 eK ШИЖ Ёк 及 内 
B hok. $ e 为 李 群 G 的 单位 元 素 ， 而 rle) = eK. 考虑 李 群 G 
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的 单位 元 素 e 的 切 空间 T; (G). 已 知 利用 X -> ХУ X € @, 其 中 
G 为 李 群 G 的 李 代数 ， 则 T.(G) 是 和 李 代 数 6 同 构 的 李 代数 
另 一 方面 ， 商 流 形 G/K 在 点 eK 的 切 空间 Tek(G/K) 可 看 作 线 
性 空间 G/A 在 上 述 含意 下 ， 给 出 到 上 的 线性 映射 


Te: @— B/A, 


今 了 为 线性 空间 /只 上 的 线性 变换 , 所 以 在 线性 空间 上 存在 
许多 线性 变换 J, 使 得 


m= oJ = on,. 


车 另 有 线性 空间 6 上 的 线性 变换 J, 适合 п, ол = 了 ow, 于 是 
mao (J —JA)= 0, Вр m (JX ЛАХ) = 0,V X € @. $ пг1(0) = я, 
所 以 J(X)— A (X) є я, ME ЛХ) = A(X), (mod ñ). м2, ER 
线性 空间 G 上 的 线性 变换 л. 只 要 适合 J (X) = J(X), (mod ñ), 
则 т. ол = For. 由 此 了 可见， 我 们 可 取 线 性 变换 J, 使 得 适合 
条 件 
J(8)=0, п, oJ = Гот, 

则 J 唯一 确定 . 

另 一 方面 ， 由 于 Imh, 为 线性 空间 T, (M) 上 的 斜 对 称 双 线 性 
HR, 所 以 Im b, 是 线性 空间 Т.к (G/ K) ЕЗЙ КА ЕЕ ЕШ Ж. 
于 是 

F = т*(Па (h)) 
为 线性 空间 ó 上 的 斜 对 称 双 线性 函数 . 

下 面 给 出 了 及 下 的 全 部 性 质 . 

定义 5.1.22 ЯШЕН О 的 紧 子 代数 ， 设 J YER 
Ae 上 的 微分 算 子 ， 瑟 为 李 代数 上 上 的 实 斜 对称 双 线性 函数 . 
李 代 数 (6, Я; J. F) 称 为 Hermite 李 代 数 , 如 果 


(1) RTRA 只 中 无 李 代 数 6 的 非 零 理想 ; 
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(2) ДА) C f; 

(3) (P + id)(@) c 8: 

(3) [Mad XG)CAR Vv X € #: 

(8) [X,Y] +JIXJY]+ Jx, Y} — 10), ДҮ) є 8, 
HEP v X. Y € Ө; 

(6) Е(Ә,#) = 0; 

(7) P(JX, JY)= F(X,Y) v X,Y € 6; 

(8 F(JX X)>0, YXE®, 
又 等 号 成 立 当 且 仅 当头 E 忆 

我 们 有 

定理 51.23 设 (Wg) 为 齐 性 Rieman 流 形 ， 它 在 流 形 М 
土 的 解析 自 同 构 群 Aut (M, h) 的 连通 李子 群 G 的 作用 下 可 递 . 在 
HE M 中 取 定 一 点 p, W K ЖЕ С 中 点 p ОЖ ТШ. w Б 
МЕЗЕ СИ К 的 李 代 数 . W) (M.R) 为 齐 性 Hermite 流 


形 ， 当 且 仅 当 李 代数 G 上 存在 斜 对 称 双 线性 戎 数 F 及 线性 变 热 
J, 使 得 (6,8 J, F) 为 Hermite 李 代 数 ， 且 有 


(а) [1 ААА(®) CA V heK; 
(b F((Adh)X (Аал)У) = F(X,Y) V X,Y € @,h € K. 


证 ”由 于 GG 为 流 形 M LITERE, KAG 中 的 迷 向 子 
群 ， 易 证 K 中 无 李 群 G 的 非 平 凡 正 规 子 群 ， 所 以 Hermite 李 代 
数 的 条 件 (1) 成 立 . 

由 于 z. o J = Fon, тг100) = ñ, 其 中 -x : 6 — 6/8 238 
到 上 的 线性 同 态 ， 所 以 证 明了 ЛЯ) c я, 即 条 件 (2) 成 立 ， 由 
(1° +id)X6/8) = 0 YEE (J2 + id)X6) соя. MEH (3) 成 立 . 
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由 于 了 是 定义 在 整个 流 形 G/K 上 的 ， 由 引 理 5.1.21, 有 osod = 
Іст. V o € K. 今 商 流 形 G/EKE ЕТЕ А, : £K — (9) К 


有 
тоА„=йдот, YgEG. 


所 以 有 
T O (Aaj = gor, УдЄб. 


Y c € K, MI 
Anl K) = (от)К = (cro )K = ((айс)х)К = (ad ç g Ga KE). 


所 以 
As = айвук(о), Усе К. 


因此 (А). = Абсук(с), Усє К. 于 是 有 
т.о Ад сџк(с) отго = Гот, о Аісук(о)отг!. 

这 证 明了 

Айсук(с) оГ = ЇоАйвсук(о), V ce K. 
+E 

Ada/g(o) om о Jom = п, о Јоту! о Аасук(о),Уоє К. 

因此 还 表 了 

Ad(o)o J =JoAd(o), (mod Я), Yo € K, 


即 定理 5.1.23 的 条 件 (a) 成 立 ， 
H F = m* (Im), 于 是 


F(6, Я) = (7° (Pm (А3) 0, A) = (Im h)(x.(@), m, (8)) 
= (Im h)(w,(@), 0) = 0. 


BP Hermite 李江 数 的 条 件 (6) 成 立 ， 由 于 
(Im АХ, ГҮ) = (Im RXX, Y), 
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立即 可 知 条 件 (7) АХУ. Ж, HE Riemann ДЕ g = Re (h). 因 


此 = De 
(й), Y) = g(X, РУ). 


JA (Im АХ, ГУ) = gI X, IY)= g(X,Y) 正定 ， 由 此 立即 可 
ЕҤ ЖЇР (8) 成 立 ， 最 后 ， 由 
FI(AdcX,(Adar) = (z*(Imh)((Ade)X, (Адо)у) 
= (Imh)(z.(Ado)X,z (Ado)Y), V z € h. 


Аас = пг! оАасуқк(а) oT, 
所 以 
FP((Ado)X,(Ado)Y) 
= (иаЁ)(Аавук(т) o л„(Х), Ad onto) о т.{Ү)). 


注意 到 (ай o)'(Imh) = Imh,V z € G, $ 


F((Ado)X,(Ado)Y) = ((ad с)" (Im А) (т, (X), т, (У)) 
= (Ша А) (т. (Х), т. (0) = F(X,Y V XY Eo € К, 


所 以 证 明了 定理 中 式 (b) 成 立 

友之 ， 按 上 上 面 的 讨论 反 过 来 推 ， 由 引 理 5.1.21 ERT AE 
ИЕ (M,g) 为 齐 性 Hermite 流 形 ， 实 际 上 证 明了 商 空间 G/K 上 
可 引进 G PEAH 了 及 G 不 变 Hermite 度量 h, 使 得 (G/ K.) 
为 齐 性 Hermite 流 形 ， 证 完 . 

由 定理 5.1.23, 我 们 将 齐 性 Hermite 流 形 的 条 件 全 部 化 为 李 代 
数 的 条 件 ， 

RERE, E Ко 为 紧 李 群 K 的 单位 连通 分 支 ， 则 由 于 
exp = K", 所 以 条 件 (a) 及 (b) 在 К° 上 等 价 于 条 件 


(а) [Z¿adf](6) с 
(O) F((ad ХҮ, 2) + F(Y, (ad X)Z) = 0, 
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其 中 X e 8. y, Z € ë. RIE, 条 件 (a) 和 (b) 是 对 紧 李 子 群 五 的 连 
通 分 支 的 代表 元 素 所 加 的 茶 件 . 由 于 紧 李 群 的 连通 分 支 必 有 限 , 所 


以 条 件 (а) 和 (b) ЖН: 对 所 有 分 量 代 表 元 素 ki 有 [J Ad k.](@) C 
R, ЁЦА4Е,)Х, ak ЈУ) = F(X,Y) V X,Y e @ 
定义 5.1.24 设 (6,4; J, F) 为 Hormite ERM, 如 果 还 有 条 


(9) РОХ, [У Z) + FZ [X.Y]) + F(Y,[Z, X) = 0, 


其 中 X,Y,Z € 6, 则 它 称 为 Kihler 李 代 数 . 

定理 5.1.25 ”条件 和 定理 5.1.23 ME. WFE Hermite 流 形 
(M,R) 为 齐 性 Kihler 流 形 ， 当 且 仪 当 Hermite 李 代 数 (Б, я; J, P) 
为 КаМет 李 代 数 ， 且 适合 定理 5.1.23 的 (a) (b). 

证 显然， 只 要 证 明 d(Im h) = 0 当 且 仅 当 


TF(X,[Y,Z]) + F(Z, [X.Y]} + F(Y,[Z, X]) = 0. 
注意 到 了 : G/K э M 为 全 纯 同 构 于 是 od = дот". :而 
r*(Im h) = Imh, 所 以 d(Im h) = 0 当 且 仅 当 d(Im h) = 0. 由 外 微 
分 的 定义 可 知 ， 尾 取 X,Y,Z e үй, 有 


fr тах x= гт” Fri. . #ёж ar 


ES 5.2.1 Hermite KJE (AZ h) 称 为 Hermite 对 称 空 间 ， 
如 果 和 仔 取 点 p € М, 则 存在 o, € Aut(M.h), 使 得 op = id, H оь 
以 点 p 90:77504. аА ЫЧ oj 称 为 点 p 的 对 称 变换 ， 

Ш, оь 为 点 了 的 对 称 变换 时 , 若 全 纯 自 同 构 > fi r(p) = а, 
Mj торт, 为 点 9 的 对 称 变换 , 

定理 5.2.2(Е.Сагіап) Hermite 对 称 空 间 为 齐 忻 Hermite 流 
№. 

ШЕ (А, А) Hermite 对 称 空间 . 在 流 形 M 中 任 取 两 点 
p.g. 作答 单 连续 曲线 D0 <t < 1, ELS PAA а РТ, 
ER (0) = p, Г(1) = 9. $ [0.1] Ж, ТЫ P'(t.0 < + < 1 £. 因此 存在 
ARETE SS М 的 标 架 { i), 使 得 U; па #1 = 0,:-:,8—1. 

U U; 5 1(),0 < t < 1. 
O<i<a 
НЕ 0:177, UOU PARA pi-i pi 其 中 po = p, ps = q, 
则 存在 测 地 线 云 -1 联结 pi-i,Pi， 取 测 地 线 ту 中 关于 pi-i, р 
的 中 点 gi, 因此 点 q 有 对 称 变换 ог. 由 于 oe; REWERA qis 
所 以 gi(pi-1) = ре 因此 о» ` oí = c 为 Hermite 流 形 (M, h) 
HESAR, CA с(р) = q. 这 证 明了 (M.R) 为 齐 性 Hermite 

显然 ， 对 称 Hermite 流 形 在 等 度量 安 换 下 仍 变 为 Hermite 对 
МЕ. 为 了 展开 对 称 Hermite 流 形 的 分 类 理论 ， 我 们 先 来 考 虚 
对 称 变换 在 切 空 间 寺 的 作用 . 

由 定理 5.2.2, 我 们 设 (M. h) 为 对 称 Hermite WE. Aut (М, А) 
为 全 纯 自 同 构 群 . 由 定理 5.2.2. 它 在 流 形 M 上 的 作用 可 递 . 记 С 
为 Aut (M, h) PREFE, GEM LERES. (FUE M 中 
В-д р. іа K = {осо € G | o(p) = p) AEN G HA p 的 迷 向 子 
群 ， 所 以 К 为 实 李 群 G 的 紧 子 群 ， 分 别 记 外 ЖЯ G E K 
的 李 代 数 ， 由 于 对 点 p e M. 则 对 称 变换 c, € K, FË Або, 给 出 
TRR ® 的 自 同 构 ， H (Аав„)? = Ade? = id, 所 以 线性 变换 的 
特征 根 只 有 +1. 县 在 李 代 数 6 中 存在 基 Х.Х, 后 得 Адо, 
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有 方 阵 表示 Шар (ГӘ, 67). 因此 以 Ху, ,Xm 为 基 的 子 空 
间 记 为 6, M Хы, X, 为 基 的 子 空间 记 作 64. 所 以 有 空间 
直接 和 分 解 : 

ë = @_ + Ф, 
其 中 

Gr = (X e | (Adc,)X = +X}. 
由 于 Adc, 为 李 代 数 的 自 同 构 ， 立 即 有 
[®+,®]сФ,, [Gr,G ]с®_, [6-,6_-]c 6+. 


引 理 523 符号 同上 ， 则 6. = Я. 
证 今 任 取 X, e ë, ., MJ (Аас) Ху = +Х+. 所 以 


(ado,)(exptX+) = expt(Adop) N+ = exp(+tX+), YteR. 


这 证 明了 
apfexptX+) = exp (tX 4)0p- 


作用 在 点 р. 有 
op((exptX4+)(p)) = (exptX+)11(p). 


即 (ехрЁХ ){p) 3 2 Ph 8 同 构 Tp 的 不 动 点 集 ， v te. H+ Fp 
Ыр 为 孤立 不 动 点 ， 所 以 证 明了 


(exptX,)(p) =p, УСЕ, 


即 exptX4 ЄК, X, € K, Bl ë, c n. 

反之 , ВІПЖЕ ЯС 6, . 事实 上 , 考虑 全 纯 自 同 构 =, 在 切 空 
间 ТЫМ) 上 的 作用 , 我 们 可 证 (op). = —(Gd4). 这 是 因为 o2 = id 推 
H (о)? = id, Bll (ор). 有 特征 根 +1. Ж (с). ARER +1, 则 存在 
特征 向 量 8, 即 (op). = 8, 过 点 jp 作 方 向 8 的 测 地 线 р(®), R| < =. 
今 op(p) = p, (0).8 = В. 所 以 有 op(p()) = pit), 4 < є. 但 是 四 
以 点 了 为 孤立 不 动 点 ， 因 此 pt) = pY {| < z. 这 证 明了 plt) 的 方 
向 为 0, 所 以 3=0. RARER RETA. 这 证 明了 (0). 在 切 
空间 Tp(M) 上 具有 特征 要 —1. 由 (03) = id 可 知 (ep) = 一 (id). 
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现在 任 取 上 EK, tH K Ад p ЖА ТАЈ k = орко Є 
K. # (k), = (opkop 1) = ke AMEER а є TM), 作 过 点 p 
方向 为 a 的 测 地 线 pt) TEH К(р) = k'(p) = p, А, = k., BT H 
k'(p[t)) = k(p(t)), V RI < є. 由 于 齐 性 Riemann 流 形 是 完备 流 形 ， 
所 以 k'(p(t)) = К(р(Ф)), V t £ R. 其 中 р(#) є Е 为 测 地 线 ， 另 一 
方面 ， 任 取 流 形 M 中 一 点 q, 则 存在 点 p 和 9 相 联 的 测 地 线 ， 记 
fE g(t). 由 上 面 oeTM) ER, WERT klo = k(q),V q € М, 
к= k. 于 是 大 oup = срок, Yk € K, В o € Cx(E), 其 中 
Cx(K) ARTH K ПРОГ». 

Т X EAR, MI k = expiX £ KV t € R. 因此 

(ad op)(exptX) = expt(Ade,)X = exptX, YtER. 


这 证 明了 (Ad op)X = X, ТЫ X €64, 即 证 明了 Яс Фу. 证 完 . 
引 理 524 符号 同上 KEG- 为 Фф, 旭 有 空间 直接 和 分解 


б=я+, 


其 中 f 
{ЯЯ СА, [sp c p, [P,P] CR 


x 
(opla = 4, (c,).|@ = —id, O(o,) c K c C(e,), 


其 中 Cop) 为 李子 群 Cop 的 单位 分 支 . 

证 ”上 士 面 的 引 理 已 经 证 明了 Ск(К) 3 op MERT K c 
Qtcp)， 我 们 来 证 Clop)? с K. PXE, ER + < С(о,), WA 
0рот = тоор. 由 上 面 引 理 证 明 可 知 (ad z, )(exptX)= ехріХ, Ж 
中 X 属于 闭 李 子 群 Clop) HERK. IA X EG, = R. 这 证 明 
了 连通 李 群 Co) HEREKE K ch, MA Clop с K. 证 完 . 

由 定理 5.1.14 可 知 ， Aut (M, А) 不 变 Riemann 度量 


m 


Re (h) = апаң B wj, 
i=1 


i= 
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其 中 А = (aij) 为 实 正定 对 称 方 阵 . B ile pi uE] RP 
中 分 别 取 基 ， 使 得 4 为 单位 方 阵 ， 即 


Tr 
Re(h) = Y us ® wi- 
i=1 


= p 中 的 基 为 Xi, Ха. 于 是 过 点 p, 以 а = (a1, tt, am] 为 方 
向 的 测 地 线 为 


o (t) = (еру a ;X;)(p), V t€ В. 


定理 5.2.5 Hermite 对 称 空间 (Af, h) 为 齐 人 性 Kihler 流 形 . 

证 MAER o € Аш (М, А), Ш оо" = o*od, Жн d 29 5] 32% 
Ж. 5 Imh Ж (1,1) ÆR, d(Im A) Ж (2,1) 形式 及 (1,2) 形式 的 和 |. 
考虑 点 了 的 对 称 变换 ср, 于 是 商 空间 G/K 上 有 点 eK 的 对 称 变 挤 
As НЕА ек 的 切 空间 T. z (G/K) = @/8 E$ (As) = —Gd). 
因此 对 (1,1) 形式 Im h, 有 (4) mh) = Imh, 对 (2.1) 形式 及 
(1,2) 形式 的 和 (Га А), Ж (А) А) = (ПХ). 于 是 


—d(Imh) = (A,,)*(d(Imh)) = (А5 (ImA)) = (А). 


这 证 明了 d(Im) = 0, 即 商 空间 G/K 为 齐 性 Kšhler 流 形 ， 所 以 
Hermite ЖЖ (Л, h) 为 齐 性 Kšhler MÆ. 证 完 . f 

由 定理 5.2.5 可 知 ， 设 (М,А) 为 Hermite 对 称 空间 ， С 为 
Aut(M,h) 中 的 连通 李子 群 ， 它 在 流 形 M 上 可 递 . 对 M 中 国定 
点 PP 1@ё К МЕ G 中 点 p BI DE BT E. 记 c, 为 点 p 的 对 称 变 
换 ， 有 op € K. HIO Ж АХФ ИС K K 的 李 代 数 ， 于 是 由 
M 上 的 G 不 变 复 结构 了 诱导 了 李 代 数 6 上 的 线性 变换 J, EF 
唯一 ， 又 由 М 上 的 Kahler 形式 Im 天 诱导 了 本 代数 6 БАр 
称 双 线性 函数 Р, 使 得 (@, R; J.F) 为 Kiihler 李 人 代数， 另外， 还 有 


(а) [Adk,J)(6) c 8; 
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(b) F(I(Adk)X (Adk)Y)= F(X,Y) VX,Y € @,k € K. 
另 一 方面 ， 存 在 李 代数 e 的 子 空间 р, 使 得 
@= + 
为 子 空间 直接 和 ， 而 且 有 (съ).|я = id, (оь). =—14. 又 有 
[RA] CA [8,P]c p, [P,P] C a. 


于 是 ， 我 们 有 

引 理 5.2.6 设 G 为 实 连通 李 群 ， 玉 为 GQ 中 的 紧 子 群 . 分 别 
j G É K ЖК 6 及 ñ. 则 旁 集 空间 С/К 为 Hermite 对 称 
空间 ， 使 得 如 在 G/K 上 的 作用 有 效 ， 当 且 仅 当 


(1) 紧 李 群 K 中 无 李 群 G 的 非 平 几 正 规 子 群 ; 
(2) 存在 e 关 oo € K 使 得 оў = e, Кр e Ж С 的 单位 元 
素 ， 且 李 代 数 ó 有 子 空间 直接 和 分 解 
®=я+Ф, (AdK)R-— я, (AdKYp = m, 


使 得 
Айоџ|я = id, Айсој = —(id), 


EE E 
[Я, Я] СЯ, [Я, Фф] С?з, Ф, Ф] СЯ; 


(3) ЖЖК о 上 存在 线性 变换 J, 适合 
了 (用 =0， KP) = Ф, 
记 Jip = J, 则 有 
Ј = -id, [J, AdpK]= 0; 


(4) 在 李 代 数 6 上 存在 斜 对 称 双 线性 函数 Р, 适合 ker F = 
{тє 6 | P(6,z) =0) = я, X 


F(JoX,JaY) = F(X,Y), F((Ad FAX, (Ad pA)Y) = F(X,Y), 
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其 中 x,YV e m, E 
Е(ЉХ,Ү) = (Х,У), V XY c @ 
为 子 空间 P EAB. 
证 ”注意 到 (Я) = 0(АаК)я = R. Br PL H 6 = 8 + $š 可 

知 定理 5.1.23 的 条 件 (а), (b) 等 价 于 

[Ada K] = 0, Е((Аак) х, (Adk)Y) = F(X,Y), 
其 中 让 EE K, X, Y € 9$. 而 Kšhler 李 代 数 的 条 件 (9) 是 自然 推论 . 
事实 上 ， 由 

Е((АЯК)Х, (Adk)Y) = F(X,Y), V ke K, X,Y € @ 


推出 
F(Z, X], Y} + F(X,[Z,Y]) = 0, V Z € ñ, X,Y € @. 


而 F(Z [X.Y] = 0, 所 以 当头 ,YZ 中 至 少 有 一 个 元 素 属 于 X 时 
K (9) 成 立 ， 余下 设 X,Y,Z Ep, 由 于 6,9) c я, Br DL (9) 成 
立 ， 这 证 明了 断言 . 

再 Hermite 李 代数 的 条 忻 (3) 等 价 于 (72 + id (P) = 0. 条 件 
(4) 为 [J, Ad K]|(@) ся й. 它 等 价 于 Jo, AdypK] = 0. 条 件 
(5) 是 自然 推论 ， ЖЕЕ, Xer MH JX = 0, Pí tJ 

[x,Y] + ДУХ,Ү}+ ЛХ, JY] — [J X, JY] = [X,Y] + ДХ, JY]. 

4 Y € ЯВ, H JY = 0 可知 [X,Y] e g. 当 Y € = hF, 
由 [Jo adp] = 0 可 知 [X,Y] + JX, JY] € R. 因此 ， 只 要 在 
X,Y € P 时 证 明 . 由 于 JP = P, [P,P] с я, 这 时 条 件 (5) 显然 
成 立 ， 2 ШЕЛГЕ. 

ЖЕ (6),(7),(8) 等 价 于 引 理 中 的 (4). 引 理 证 完 . 

注意 到 李 代 数 上 的 Killing 型 Ble, y) 有 

B{P, a) = 0. 
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事实 上 , EW X e @.Y єй, HJ (Ado,)X = X (Ado,)Y = —-Y. + 


В(Х,Ү) = В((Аао,)Х, (Ad op)Y) = —B(X,Y). 

这 证 明了 断言 . 

引 理 5.2.7 符号 同上 ，Killing 型 Б(т,у) 的 核 ker B = Po C 
Ф, B Kiling 型 B(x, y) 在 紧 子 代数 Я Ea E. 

证 ”由 于 点 > 的 对 称 变换 cp E Ado, Є Aut(6), 所 以 任 
W X € ker B, MI 

B(@,(Adc,)X) = Б((Айо,)®, X) = 0. 
这 证 明了 (Аае„)Х є ker B, 所 以 (Adop)(ker В) C ker B. 因此 
ker В = (ker B) пя + (ker B) Ф 


为 子 空间 直接 和 . 为 了 证 明 ker B = Po C Фф, 只 要 证 (ker BJNR == 0 
Ж} Т. ER X e (ker B) n R. 今 紧 李 代 数 及 有 表示 (nd ,6), 所 
以 有 不 变 内 积 < z,y >. Н < (ad X)Y, Z > + < Y,(ad X)Z >= 0, 
因此 在 李 代 数 6 中 取 定 关于 内 积 < z,y > 的 标准 正 交 基 ， 则 
ad X 的 方 阵 表 示 为 实 斜 对 称 方 阵 ， 它 的 非 零 特征 根 为 纯 虚 数 . 但 
Ж X € ker B, HA B(X, X) = tr (ad X} = 0, 4 (аа X)2 的 非 零 特 
征 根 为 负 实 数 ， 所 以 tr (аа XY < 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 ad X = 0. 
这 证 明了 (ker В) £ c CG). 由 于 号 中 没有 上 的 非 零 理想 ， 因 
此 证 明了 (ker B) пя = 0. 引 理 证 完 . | 

现在 来 考虑 引 理 5.2.6 给 出 的 李 群 G 的 李 代 数 8 的 一 种 分 
R. RDE 

引 理 528 符号 同 引 理 5.26. 10 B(z,y) 为 李 代 数 6 的 
Killing 型 ， Yo = ker B 为 Kiling 型 Biz, y) 的 核 ， 记 Фф 中 子 
空间 Po KFAR (x,y) 的 正 变 补 为 P. ja A = 9°, P] Ся. 记 
я Ф218 Я ETAR –В(х,у) 的 正 交 补 为 8o. іа 


go = fo + po, @' = R +P. 
则 有 
бат. 


(1) @=@-+@' 为 李 代 数 ® 的 理想 直接 和 ; 


(2) J@o C @o,J@' C @', 因此 (Go, ño; J, F) R (Ф.Я, F) 
都 是 Kihler 李 代 数 ; 


(3) (Ad 五 )@o C Bo (Ad K)@' C @'; 
(4) “o АЛКАН, O 5G 的 半 单 理想 . 


Хв = + 2 Cartan 554, Аас 为 Cartan Xie. 
证 (1) 显然 , 李 代 数 各 的 Killing 型 Б Po 为 理想 . 
由 引 理 5.2.7 有 Фос 9, 所 以 


Фо, H] с Po r R = 0. 
这 推出 фо 为 李 代数 6 的 交换 理想 . 
(2) 我 们 有 [6,67] = 0. 


事实 上 ， 由 (1) 已 知 [Pop] = 0， 而 [Яр] c P, 所 以 
(Po: [RP] = —([Я,%%}, P) = (Po P) = 0. 这 推出 [R,P] c p. 
=x 

0= B(fo, Я) = В(яо, [P,P = BR, PP), 


X B( ño, P], я) = B(P, £) = 0, 所 以 证 明了 Б([я0,97], 6) = 0, Вр 
[8,97] c Ponp = 0. 因此 


[Ro R] = [Ro py, =0, [90,87 = Po, P, P] = 0. 
上 总之， 有 
[бо, 6] = [Po, P] + [Po 87] + [90,97] + [o] = 0. 
(3) 由 9,9,9 RR HEX, 可知 有 空间 直接 和 


@ = @ + @'. 


iH (2) 可 知 只 要 证 明 [60,60] С бо, [6,6] C ®', ДАКЕ 6 = 
Bo + O 为 理想 直接 和 . 
事实 上 ， 由 (1) 及 (2) 的 证 明 可 知 


[ëo,@o] = [Po, Po] + Po, Жо] + [Ro Ko] C Po + [8o, 0], 
[®', 6] =. i+ ЯТА, Я сф ня + [Я', U. 


Tü 
BllRo, Aoh R) = — В(Яа, [Ro 8']) = 0, 


所 以 [Ro, Ro] С Яо. 再 


[Я', я 一 [Я', [P pI = [[8', g], g] + [P [p] 
cR, p] = я. 


至 此 证 了 明了 [So, 60] C бо, [6,6] c e. MEE (3) 成 立 . 

(4) шт {КФ e M Kiling 型 限制 在 任意 理想 上 都 为 此 理 
想 的 Kiling 型 ， 今 Killing 型 B 的 核 Po = ker B C 6o, 这 推出 李 
代数 б" 的 Killing 型 非 退 化 ， 所 以 6! 半 单 . 由 (Ado,)2 = id 以 
KR Ado,;la = іі, Айо | = id, A 为 紧 李 代数 证 的 子 代数 ， 所 
以 仍 紧 ， 因 此 证 明了 @' = я +p 为 实 半 单 李 代 数 @' 的 Cartan 
ЗЕ, ШЖ Ado, 为 6' 的 Cartan 对 合 . 


(5) (Ad K)ëo C @o, (Ad K)@' c Ø, 


事实 上 ， 由 于 李 代 数 e 的 Killing 型 在 自 同 构 下 不 次 ， 于 是 
显然 有 (Ad K) = (Ad K)(ker B) = ker B = Po. УҢ 
(х,у) 而 言 ， 有 ((Adk)X,(Adk)Y) = (Х,У), V k € K,X,Y e @, 
所 以 证 明了 Фо 在 各 中 的 正 变 补 P BA (АаКкур = p. H 
9 = [P,P] 可知 (Ad K) = Я. 由 于 Ж, 为 量 中 关于 内 积 -B 
BIEX, А (Ad K)f C ño. 这 证 明了 断言 (5). 


(6) 3 3E (Фо, o; ЛР) Д (@', Я: J, F) 为 Kähler 李 代 数 ， 
先 要 证 名 中 无 Bo HEERE, я 中 无 б’ 的 非 蕉 理想 ， 事 实 
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E, EF ó = Bo 十 是 为 理想 直接 和 ， 记 以 Bo 及 б 的 理想 都 是 
e 的 理想 ， 由 于 ля ® 的 非 零 理想 ， 所 以 断言 成 立 ， 


(7) 最 后 证 明 J@o C Oo JO С". 
事实 上 , E JG Z Бо, M Jëo 在 GB' 上 的 投影 Pi 为 李 代 数 5 
中 子 空间 . 由 于 J8 = 0 所 以 JOa = J 向 二 Jo = Joc IP = 9. 
这 证 明了 第 0 C p ow =p. $ 
[#”, Jio] = я, Po] 三 0, s, Sa] = 0, 
所 以 有 [K Pal = 0. 再 [P Pa c pr, pi] = я, 而 
B([ Pol: £) = BF, [Po #7) = 0. 


由 于 Killing 型 B {#18 -BÆK LAAR, MAAT р", = 
0. БА (бо, Pol С 190,57) = 0, 这 证 明了 $ C С(®) C ker B = 
Po, ETE Po C Ponp = 0. 这 证 明了 лр = Jëo 在 G 的 投影 为 
=, ДТ Jë. C @o. 

З, J@'= JE + J = JP. 而 


(Po, J) = (2730, P) = (7, PI = -(Po, P) = 0, 


所 以 JP c R ce. 即 证 明了 Je co, 因此 断言 (7) 成 立 ， 至 
此 证 明了 引 理 .证 完 . 

下 面 进一步 讨论 李 代 数 O. 为 了 方便 起 见 , 我 们 无 妨 设 фу = 
0, Bl @' = 6. 我 们 有 

引 理 5.2.9 条 件 同上 ， 则 在 实 半 单 李 代 数 外 中 唯一 存在 元 
Ж c, 使 得 Co (c) = я, B 


F(X,Y) = B(e, [X,Y], V X,Y € ë, 


Et BAFRA б йу Killing 型 . 
Ш SER X 8 6, 则 F(X,Y)Y YY € 6 为 关于 YY 的 线性 
ЮЖ. 由 于 李 代 数 6 半 单 ， 所 以 Killing 型 非 退 化 . 因此 唯一 存在 
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元 素 Z = Z(X), 使 得 
F(X,Y) = B(Z,Y), VY € 6. 
当 X WJ 2403 6 i, AA Z h XE, 所 以 证 明了 


X — Z = Z(X) 为 单 值 映射 ， 显然 这 是 线性 变换 .所 以 我 们 证 明 
了 在 半 单 李 代 数 6 上 唯一 存在 线性 变换 А, 使 得 


F(X,Y) = B(A(X),Y)= —B(A(Y), X) = —В(Х, Д{Ү)). 


我 们 来 证 A 为 李 代 数 O ЕА. 事实 土 , 任 取 X,Y,Z € @, 


则 
F([X,Y], Z) + F([Z, X], Y) + F([Y, 2} X) = 0, 


即 有 . 

B(A([X,Y]), 2) 一 B([Z, X], А(У)) ш B([Y, Zl, A(X)) = 0. 
由 Killing 型 不 变性 ， 可 知 

В(А([Х,Ү]), X) - B([X, ACY)), 2) — В(А(Х), Y], Z) = о. 
H Killing 型 B 3EB, ЖЭ 

A[X, Ү}) = [Х, A(Y)] + ГА(Х), Y], 
即 4 为 微分 算 子 .由 于 实 半 单 李 代数 的 微分 为 内 微分 ， 所 以 存在 
ЛЖ сє @, 使 得 А = adc. 这 证 明了 
F(X,Y) = B((ad c)X,Y) = B(le, X], Y) = B(e, [X, Y]). 

注音 到 实 半 单 李 代 数 的 中 心 C(@ë) = 0, 所 以 由 сс € Gade = 
adcl 可 推出 cl = с. В) с 是 唯一 的 . 

最 后 证 Я = Cole). EXE, IER Y e @, Й P(X,Y) = 0 当 
BI X €s, 而 F(X,Y) = B([e, X], Y). 所 以 Bile, X], @) = 0 


SARH X c Яя, В [с X] = 0 Ніц X e g. 这 证 明了 元 素 c 
的 中 心 化 子 Cele) = Я, 特别 地 ， c c Я. 证 完 . 
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由 引 理 5.2.9, 当 @ 为 实 半 单 李 代 数 时 ， 我 们 知道 存在 <E Я, 
使 得 Ce) = Я, 因此 ade EFEN P 上 非 退 化 ， 又 


F(X,Y) = Bte, (X,Y) = Bil X], Y), V X,Y € ©. 
这 时 引 理 5.2.9 的 条 件 (4) 等 价 于 


B([e, Jo X], Y) = В([с, X), Y), 
Blle, (Ad gk) X], (Ad pk)Y) 一 Blle, X], Y), 


其 中 X,Y e k € K, X B([e,Ja X], Y) 为 子 空间 9 上 的 内 积 . 
但 是 KAd gpk), Jo] = 0, 所 以 [ad рс, Jo] = 0. 因此 


Bi Jale, X], JoY) = B([e, X], Y), V X,Y E. 
但 是 ad gpc ЗЕ, Ер (айс) =P. 这 证 明了 上 式 等 价 于 
B(LX,JoY)= B(X,Y), V X,Y € 9. 
JEE 
B{{Ad gE)X, (Adpk)Y) = В(Х,У), V X,Y € @,k € K. 


(Х,У) = В(Љ[е, X], Y) = —B([e, X], JY), V X,Y em. 
为 子 空间 PEHAR. 
© S 
Blle, (Adk) X], (Ad ЮУ) = B(le, X], Y), 
HH ke K. Х,У ep. 由 于 Adk 为 李 代 数 S 的 自 同 构 ， 所 以 
В([с, (Аа pk)X], (Ad p k)Y) = B([(Ad pk) te, Xk Y). 
这 证 明了 
Bife — (Аа) 1с, Х], У) = B(c — (Ad k) le, |X, Y]) = 0, 
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其 中 X,Y € #@. H Pp.) = я PLE Killing ¥ B #E Я EAE, M 
以 证 明了 
(Adk)e= c, УКЕ K. 
即 等 价 于 
ехрі(Аа kje = (ad k)(exptc) = expte, V t€ Е, € K. 
ЖЕП expte W K 中 元 素 可 交换 ， 即 exptc € Ск(К), Vt € Е. R 
Z, Н exptc € Ск(К), 不 难 证 明 
В([с, (Ad фк) X], (Ад pY) = В([с, X], У), 

其 中 ERK, X.Y =€ p. 

我 们 有 

引 理 5.2.10 ZEEL. 则 在 实 半 单 李 代 数 6 中 唯一 存在 元 
Ж c, 使 得 E Calf), С(с) = Я. 所 以 айас IEF. У expte є 
ск(К), V t € R, i B 


Ј =айс, Jo =adge, Ad(c,) = expnad (c). 
证 我 们 先 证 
[Х,ЬҮ}=(Х,Ү}=0, V X,Y Еф. 
FXE, H [B,m] c g, EE X,Y ep, 则 


В(Я,[Х, ҺҮ]) = —B(IX, 9], DY) = В(ЉІХ, Я}, У) 
= B(X, 9, Y) = —B(R, TX, Y). 
所 以 由 [X, Y] + [Jo X, Y] є [P,P] c я Ж Killing X B E R КЁ 
E, ЕНУШ. 
接 下 去 证 J 为 半 单 李 代 数 @ 上 的 微分 ， 事 实 上 ， HA) = 
бф =. 所 以 当 X. Y e T hr, ж 
ДХ,Ү] =0= JX,Y] +[X, JY). ` 
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H X € x.,Y € Z, A 
JIX,Y] = [X, JY] = [J X,Y] + IX, JY]. 

34 X,Y e R Bi, H [8A] с RJA = 0 可知 .为 实 半 单 李 代数 G 
上 的 微分 ， 因 此 存在 d € 5, 使 得 J — аас. 由 于 JA = 0, ЯЯ 
[с',Я] = 0. 但 是 了 =adc Æ P EER, MUARA d 的 中 心 化 
子 С(с) = я. ЊН, сея, 因此 сє Cals). 

9—31, H (9) = 0.75 =P Е H = —id EP Е, 
因此 有 (аа ре)? = іа. 于 是 


{exp madeja = іа, 
(ехртай с')аз = у ену ИИ 
C1 Cr ，， 
= > —@i ` Сут )+ 2 r 023 +1) 2% 
= (совт) (id ) + (sin mr)Jo = — (id). 


因此 证 明了 
J=ade, Ad(co) = exp rad e. 


最 后 ， 由 [Jo, Ada K] = 0 Æ |J, Ad K] = 0. 于 是 
[exptade’, Adk] = 0, V ke K, t C€ R, 


BD 
Ad((expte')k) = Ad (kAd (exp te')). 


于 是 (expte jklexpte) 1k! e€ C(G), YtER, ke K. HEFE G 
为 连通 半 单 李 群 ， 所 以 G 的 中 心 CUG) 为 等 维 李 群 ， 因 此 


(ехр ѓе) (ехр ёс) = e, V ke K,t € R. 
这 证 明了 expte € Cx(K). 引 理 证 完 . 


因此 ， 由 引 理 5.2.6 中 李 群 G 及 李 代 数 6 适合 的 充 要 条 人 忻 及 
引 理 5.2.10 可 知 ， 在 6 为 实 半 单 李 代数 时 ， 有 
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引 理 5.2171 符号 同上 . 充 要 条 人 忻 为 

(1) ЖЕЙК K 中 没有 李 群 G 的 非 平 几 正规 子 群 ， 

(2) 各 = 呈 十 种 为 实 半 单 李 代数 O 的 Cartan 分 解 ， 它 还 有 
(Ad K)& c я, (Ad Куй с 9; 

(3) 在 李 代 数 A HPO C(A 中 存在 元 素 c с, 使 得 


Cle) = C(e') = A, 


(аа фс")? = 一 这 ， ехріс, expte € Ск(К), V t € R; 


(4) (X,Y) = -B(|,X),[e,Y]), V Х,У є P ATEH P E 
的 内 积 ， 


Ш 取 J=adc, 则 J 了 为 加 上 的 线性 变 模 ,而且 有 Ja = 
079 = P, X J = -id 在 子 空间 p БА. R F(X,Y) = 
Bie [X,Y], V X,Y є p, F(6, 8) = 0, JJ Ру ® Бр 
MERHER. 由 expte € Ск(К), пр [Ad (expte), Ad K] = 0, 
Vt Е. 于 是 ade AdK] = 0, 8) |J, Ad K] = 0. 83 X c 9 
时 ， F(JX,X) = B(e,|JX.X]) = -В(с, x], |, XD. 由 条 件 (4) 
可 知 F(JX,X) > 0, 且 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 X c £. 最 后 ， 任 取 
X,Y € m, m 


FX, JY] = Ble, [с X], (с, YJ} 
= е е» X], с), Y] + fe, ffe, Хр, У]р). 


由 (ай рс)? = id, Ile, X]. e [A PILP] с [PP] я, [e,i] = 
0 可 知 
F(JX,JY)= В(с.(Х,Ү]) = F(X,Y). 


至 此 证 明了 引 理 . 


现在 在 子 空间 P bitit. 由 于 é = ñ + p 为 Cartan 分 解 ， 
所 以 Killing 型 p # В(Я, Ф) =0, 又 - 吾 在 紧 子 代数 A БЖ 
ж. Вт P ERIE. 

在 в 中 取 关 于 内 积 (X,Y) = —В е, X], [с, Ү]) 的 标准 正 交 
Ж. ja Killing 型 B(x,y) 关于 这 组 标准 正 交 基 的 方 阵 表 示 为 S, € 
是 非 异 对 称 方 阵 ， 记 айас, аатс 的 方 阵 表示 分 别 为 А, D, WA 


I= -—ASD, AS+SA=0 DS+SD =0, Ю?=<—1[. 
УН ке K, іс Admk [ЛУ Ёл Ак, MA 
ASA, = 5, 4 一 44 РАр = АР, 


特别 地 ， 
AD = DA. 
显然 存在 实 正 交 方 阵 O, 使 得 
OSO = À = diag {X111,: ,А„1,), À: >o- > Aa 
X 465 Z 0. 于 是 可 易 标 准 正 交 基 ， 即 无 妨 设 S = A. 于 是 
А = (DIAT! = DA, 
由 AD = DA A D'AOD = рр'А-!. H AS + SA' — 0 有 D' + 
D = 0. 因此 有 D + D' = 0,D2 = -I 由 DA+AD = 0 # 


DA = AD. 所 以 D = diag (Di, D.h 其 中 р, 和 五 的 阶 相 同 ， 
且 D; + D; = 0, D? = 1}. i 


了 


其 中 单位 方 阵 Т; 的 阶 为 单位 方 阵 Г, 的 阶 之 半 ， 且 无 妨 取 标准 正 
ЖЖ, E 

5 = А = Фар (А, -:-,А,І,), 

А = Фар (А.Л, -, DREAN 

D = diag (J, dh 
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其 中 Ау > +: > Ase 5 AA, = АА, 所 以 D'A 1A, = AD АС}, 
X4 DA, = AxD, 所 以 АА = AA,. Вр 


Ay = diag (At)... А), 


其 中 А R J: ИН, R ЛАО = АЛ, д (А)! = А. 
我 们 按 上 面 的 次 序 将 标准 正 交 基 分 成 * 组 ， 第 i 组 对 应 和 i 
以 它们 为 基 得 到 s 个 子 空间 Po 且 有 


Фе уф, BPa P) = 0, ji. 
1=1 


它 有 
(1) ade Æ P: 中 标准 正 交大 对 应 的 方 阵 表示 为 -A Ja 
(2) айе 在 Фф, 中 标准 正 交 基 下 对 应 的 方 阵 表 示 为 А, 


g © Kining 型 B Ep 中 标准 正 交 基 下 对 应 的 方 阵 麦 示 为 
又 АФК 中 元 素 在 Pi 中 标准 正 交 基 下 对 应 的 方 阵 表示 为 

AP. 它 正 交 ， 且 和 J, 可 交换 . 总 之 , 有 {ad cp, = Pa (айс): = 
Pa (Айт K), = P- 

再 考虑 紧 李 子 群 K 的 表示 (Аа, P) 上 面 的 讨论 证 明了 P: 
为 此 表示 的 不 变 子 空间 由 于 紧 李 群 K 的 表示 完 爹 可 约 ， 所 以 我 
们 可 以 将 每 个 Pi 分 解 为 极 小 不 变 子 空间 直接 和 ， 使 得 它们 关于 
Killing 型 酚 两 正 变 . 至 此 ， 我 们 证 明了 

引 理 5.2.12 符号 同上 . 对 实 半 单 李 代 数 的 Cartan 分 解 @ = 
яр, WJ Фф 可 分 解 为 关于 紧 李 子 群 K 的 表示 (Аа, P) 的 极 小 不 
变 子 空间 直接 和 


P=) Pi 
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其 中 存在 非 零 实数 A. А 有》 二.…> Xe H 
B(%@,.%;) = 0. i Éj, 
XAB БЫТЕ Ф, 上 为 内 积 ， 且 在 Фф, 上 有 
(аа с); = i, (айс), = P, 
Ж ad pe = —А;аа m, C 一 ad g; (–А;с). 
现在 证 明 
引 理 5.213 符号 局 上 .出 
@ = y ;, G= R + i, я = [P p] 
#=1 
为 实 半 单 李 代数 Ф 的 理想 直接 和 . 4A > O PF, Kiling ® B Æ 
P: 上 正定 ， 5, 为 非 紧 型 单 李 代数 , 6; = K; +P: 为 Cartan 分 
W: "4 A< 0 Bi, Killing Н B EP: ЯЖ, MEA б, ARAE 
代数 . МАЕ À; > 0 或 А; < 0, 总 有 ат Ca, (5) = 1. 
Ш “Hu iZ j 由 于 29 A4SAE T [Н], 所 以 有 [A Pr] Br 
1 k <t 又 有 [PP] c 19.9] AR, 
BUR, Pil 8) = -В0, 19,4) = В, Ф) = 0. 


由 Killing 型 B 在 紧 子 代数 A LAE, MERT [ФР] = 0. 
今 [ЯФ] = [Pi P P = 19, 93,91 + p. p. m] = 0. x 
[Ri Яу] = [A Ba B = MA Pil, Pil + [m [R B] = 0. 所 以 证 
明了 [B S| = 0. 


由 引 理 5.2.8 可 知 [фр] = я. 5 p = EP, 所 以 
i=l 


= |P, P] = УФ, > Pj] =з ЧЫ] = Уя, 
其 中 [PaP] = буй RIRE [P] соф, ш, вш 
[Pi я] с, R] c б, AER у = ¿, WJ 
В(Ф;у. [Pi A] = -BP A] B) = 0. 
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这 证 明了 р Z P;. 量 后 ， 有 


[R Aij = [Я{, Pp, 第 让 = [Ri Pil. w] + [PP;, [fi Pll 
сф, P] = Ж. 


所 以 证 明了 [6,6] c б. в у б, 为 李 代数 ® 的 理想 直 和 |， 
бая + Par Yi = 

下 面 考 虑 J = айс. 2 e єй = у], 所 以 c= 并 ,其 
t c € я;. H айс ТЕ p БЕЗЕ, 而 айс и, = айс, 所 以 айс; 
EP: 上 非 异 ， 特 别 地 ， c € са, (Я), (0) = Ас! # 0. 我 们 来 
证 dim Ca (Я) = 1. £ Ca, (8) 为 李 代 数 A 中 的 交换 子 代 数 ， 
又 ad Ca, (A) 中 元 素 对 前 述 标准 正 交 基 的 方 阵 表示 都 是 斜 对 称 方 
阵 ， 所 以 复线 性 空间 Pf 中 存在 基 ， 使 得 ad Ca (я) 中 元 素 的 方 
阵 表 示 为 对 角 方 阵 ， 非 零 对 角 元 素 纯 虚 ， 由 aa Ca (i) X Pi 上 的 
实 线性 变换 ， 所 以 纯 虚 特征 根 成 对 出 现 ， 即 有 


pE = > Pix, 


ДЕФ; 


其 中 为 线性 空间 Са, (Я) 上 的 线性 函数 ， 且 A < Ф; SERY 
À = -А Є Ф;. 于 是 有 


Pi = Y Re(Pia), Re(Pia) = (Pa + PAP: 


А АЕФ, 

今 任 取 X є Ся, (4), 所 以 ехр:Х 和 К 中 元 素 可 交换， 因此 

Ad(exptX) = expt(ad X) Ж А4К 中 元 素 可 交换 ， 所 以 

[ad X, Ad p, K] = 0. 
这 证 明了 
(Ааф, ED(Re (Pi)) C Re (Pia). 

HE Ф: 为 表示 (Ad p.p) 的 极 小 不 变 子 空间 ， 这 证 明了 Ф, 只 由 

一 个 元 素 构成 ， 下 面 证 它 不 等 于 零 ， 事 实 上 ， 若 m, = Re (Pio), 
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则 任 取 X € Си (5), 有 (ad Xy; = 0. 已 知 (ad X), = 0, B 
以 X є Co, (6;). НҒ 8; 的 中 心包 会 在 李 代 数 o 的 中 心中 
HERA G 半 单 ， 所 以 中 心 为 零 ， 这 证 明了 Calf) = 0. KA 
e; 20,6 € Са, (R) FA. AEAT. S 


pE = Pa + Pa 
ER X e Ca. (LNY є Pa. WE Pa = Pia X 
(ad XYY = АХУ, (ad X)Y = —A(X)Y. 


% c € Ca, (XJ), ade Ер, ЕЗЕР. ЯЫ Мс) 3 0. 于 是 记 Хо = 
X AOA e, W) (ad Xo)Y = 0,V Y e Paa. 因此 ad Xo = 0 Æ 
P: ER, МЫ Xo € C(6) = 0. 这 证 明了 X = MXM ie, 
即 dim Ca, (Ri) = 1 

最 后 , 我 们 来 和 证 实 半 单 李 代数 6. 为 单 李 代数 . E Ф, 不 是 单 率 
代数 , 则 为 两 个 非 零 半 单 理想 ОЛ, 和 DL 的 直接 和 . 记 97, = #-+ 
为 Cartan 分 解 . 则 显然 G, = (i q Si) + (97 + J) 为 李 代 数 Ф, 
的 Cartan 分 解 . 由 于 Cartan SREE ЕНЕ, MARDA 


я=# tR, Ф =p + p, 


其 中 я +p = @;, 8? р — @” Jy Cartan S, Н Ф; = 
+ @? 为 理想 直接 和 . $ dim Ca, (4) = 1, MUE сея, 
因此 (аас); = 0. 但 是 аас ТЕЬ 上 非 异 ， 这 证 明了 p = 0, 
BD R = 第 i. S RG = [RG Her (я, pu) c я", 又 对 其 他 
ФА, 6] С [6;,6;] = 站 所 以 яя фб А. хя 
中 无 6 的 非 零 理 想 矛 盾 ， 至 此 证 明了 8 = 0. 由 @ = K + pe 
为 Cartan AR, ENER 67 = 0. fl ®/ 075. 所 以 @; 
为 实 单 李 代 数 . 证 完 ， 
由 引 理 5.2.1, 5.2.3, 5.2.4 和 引 理 5.2.6 一 5.2.10, 我 们 证 明了 
定理 5.214 设 (M,h) 为 Hermite MÉ, G = Aut(M,h) 
为 全 纯 自 同 构 群 ， 在 流 形 М 中 取 定 一 点 p, іа р 的 迷 向 子 群 


‚ 430. 


К = {о є Aut (M,h) | o(p) = p). 910 6 Z R SEP G К 
的 李 代 数 ， 则 (M,A) 为 Hermite 对 称 空 间 ， 当 上 且 仅 当 


(1) 紧 子 群 五 中 没有 李 群 G 的 非 平 几 正 规 子 群 ; 
(2) ЖКБ 关于 Killing 型 有 了 两 两 正 交 的 理想 直接 和 分 
解 
6= 0, й=®пй, 0O<i<t A= A 
a= 0 


ixi 
(3) 理想 Go = я + Po 为 空间 直接 和 ， 其 中 ЛЖ, Po 为 
李 代 数 ® 的 交换 理想 ， 且 Фо = Fer (五 ]; 
(4) 理想 6; = я +9 为 空间 直接 和 ， 它 是 李 代 数 6 的 单 
理想 ， 它 有 
[Ri Ж; с я, [Ri P] = Pi, [P Ф:) = Ri, 
(Аа К)Я; =A, (Aq FQ, = Yi. 


E G: 非 紧 ， 则 6; = 8 +P: 为 Cartan 分 解 ， H ó, = W, + / 1; 
Ж, ВП о. 为 Bi HRHD FeR, MJ 6, = я, + у, 
非 紧 ， 且 为 Cartan 分 解 ， 我 们 称 6, 为 6 的 АЕ ЖАНЕ; 

(5) ETARA A 的 中 心 Ca (Я) 为 一 维 交换 理想 ， 其 中 有 元 ` 
жс, 它 有 

Ce(e;) = i, expte; € Ск(К), V t€ B. 
x | = Pi H 
ай я,с; = 0, (adya)? = idy, 1 < í < t. 

由 定理 5.2.14 可 知 ， 我 们 需要 对 具有 有 性质 (4) 及 (5) 的 实 单 
李 代 数 作 分 类 ， 车 6 为 非 紧 型 实 单 李 代 数 ， 则 它 的 紧 对 侦 ó. = 
N+ /- 1 和 李 代 数 6 都 适合 条 件 (4) 和 (5). 我 们 称 6 MOE 
为 对 偶 . 因此 ， 我 们 首先 要 考虑 紧 型 情形 的 分 类 . 
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首先 由 于 Ся(Я) 为 一 维 子 空间 ， 在 CaA) 中 有 元 素 c, 使 得 
Са(с) = Я, 于 是 紧 子 代数 Я BU Сабап 子 代数 5 ОЖ {ОЕ Ө 的 
RAR Cartan FRA. 记 复 单 李 代 数 ФО 关于 Cartan FRASI 
的 根子 空间 分 解 为 


97 = $€ + у Ga. 


wA 
则 
X = 5 + ba. 


afo 


显然 Ao с A, KEERA П. За II = ImAe, Е Aš = Anat, 
MJ AQ 中 元 素 为 Ho 中 元 素 的 非 负 整数 线性 组 合 ， 又 A5 = -At . 
今 Cole) = Я З 


Ао = {a € А ja(e) = 0}. 


利用 复 单 李 代数 的 单 根系 和 根系 ， 由 直接 计算 可 证 По 的 元 素 个 
数 为 шя — 1, 且 有 如 下 分 类 和 实现 的 结果 ， 


(1) @=su(n+m), Я = s=(u(n) +u(m)), w > m > 1 
(2) Ф=во(2л), k=u(n) п>2; 

(3) @=sp(n), = u(n), n> 1; 

(4) @=so(n+2), Я = во(п) +во(2), nÆ% 

(5) B= Es, Я = ѕо(10) + во (2); 

(6) 6= =E, A= Ee+so(2). 


在 情形 6 = G, Fa, Es 时 ， 不 存在 适合 定理 5.2.14 的 条 件 (4) 和 
(5) 的 紧 单 李 代 数 . 
相应 的 非 紧 情 形 为 
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(1) @=su(m,m,C), A= s(u (n) + (т); 
(2) 6 =ѕо(п, Н), Я = um); 

(3) 6=sp{n, R) Я = (п); 

(4) 6 = ѕо(2п, Е), £= в0(п) + 50 (2); 

(5) 6 = ЕЁ, A= 50(10) + ѕо (2); 

{6) Ф = ER, Я = Es + во (2). 


Ф 的 实 维 数 分 别 为 


(n+ (n+ 2) 


> ‚ 78, 133. 


(n + т)? — 1, n(2n — 1), n(2n + 1), 


又 dimn R@ — dim RA 55 39 


2mn, n(n — 1), n(n + 1), 2n, 32, 54. 
因此 单 李 群 作用 下 的 Hermite 对 称 空间 的 维 数 
dim.(G/K) = > (дип RÖ 一 dim Rí) 


分 别 为 


тъ, nn D змя, э, 16, 27. 


2 

引 理 5.215 ЖМ 为 Hermite 958]. (ЛГ, f) 为 M 的 通 
用 覆盖 空间 ， 即 М 连通 且 单 连通 则 АГ 为 Hermite 对 称 空间 ， 
B 上 为 局 部 等 度量 双全 纯 和 有 厦 . 

i 5 М 为 Hermite 对 称 空间 由 于 /为 连续 开 肌 射 ， 且 为 
Л, 所 以 可 在 拓扑 空间 М 上 引进 复 演 形 结构 ,使 得 f 适合 
BIRER. 余下 证 M 为 Hermite 对 称 空 间 . 事实 上 , 在 M 中 取 定 一 
Жр. i о 为 点 p 的 对 称 变换 . 引进 流 形 М ЈА ИШИ о ШЕ. 
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SAER p e f (p), 则 存在 点 天 的 邻 域 0, 使 得 F(D) = U 为 流 形 
M hap 的 售 域 , НЕО 上 为 同 胜 .我们 在 邻 域 记 上 定义 酉 射 
jloaof = 8. РЖ S(p) = FHE) = Holp) = (р) = B. 
且 作为 拓扑 空间 0 LORH, EARE, AAA PAWAR 
点 ， 又 62 = f-100?0of = id. 对 流 形 М 中 的 任 一 点 ч. 作 联结 
点 p',9 的 连续 曲线 T. 利用 了 为 覆盖 上 映射， 我 们 证 以 将 邻 域 志 上 
定义 的 映射 S 开拓 到 点 g 附近 .从 而 可 在 流 形 M 上 定义 映射 5， 
它 有 aof = fo5. 于 是 不 玲 证 明 售 为 流 形 上 的 点 六 的 对 称 变换 
出 点评 任 取 ， 所 以 证 明了 流 形 М 为 Hermite 对 称 空间 ， 证 完 . 

上 面 引 理 的 证 明 实 际 上 也 证 明了 任 取 рє Aut (M, А), 则 存在 
FE Аш (А,В), CA po f = f o p, РЕЖ p, o f. = f. o P. 因此 
也 证 明了 李 群 Аш (М, А) 及 Аш (М, В) 的 李 代 数 互相 同 构 ， 所 以 
FEFE Аш (А, h) 的 单位 连通 分 支 О 中 属于 中 心 的 离散 子 群 
Г, 使 得 G/T 和 李 群 Аш (M, h) 的 单位 连通 分 支 G 同 构 ， 确 切 地 
说 ， G 为 李 群 G 的 覆盖 群 . 


现在 考虑 定理 5.2.14 给 出 的 实 李 代 数 6 = Y @,. іа G, 为 由 
i=1 ` 


李 代 数 G 决定 的 连通 且 单 连通 李 群 . 由 定理 5.2.14 可 知 ， 存 在 
ci € Ri, 使 得 ad a,c; = 0, (ad 和 ici)2 = —id. 10 о; = expre; € Gi, 
HJ Ad (0:) = expradei 有 (Ad (0;))? = id, Bl o? є Ceo,(Gi) 为 李 
# G 的 中 心 ， 记 Ку = Nala) 为 G; 中 元 素 о, 的 正规 化 子 ， 于 
J K, HÆRE A. 所 以 易 证 К; AFR G DETE BETIE 
商 空间 Gif Ki 为 Hermite 对 称 空间 ， о; 为 点 e; K; 的 对 称 变换 ， 
其 中 e 为 李 群 G; 的 单位 元 素 . 

(1) ER Go/ Ko. 由 于 Фо = fo + Po, 其 中 фо 为 李 代 数 go 
的 变换 理想 ， 所 以 Go/ Ko = expo 为 复 环 面 To WMA Euclid 2 
间 С° 的 拓扑 积 ， 它 的 通用 覆盖 空间 为 Cr+s. 

(2) 考虑 Gi/KKs,i > 0. 由 于 O = я, + ARRERA, Mi 
以 С: AREH., $ С, C Аш (Gif K. hi), B G: 在 Hermite 对 称 
空间 Gi/K; 上 可 递 . 我 们 有 
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8108 5.216 ЖМ 为 Hermite 对 称 空间 ,其 最 大 连通 等 度量 
全 纯 自 同 构 群 Aut (M, h) 车 半 单 ， 若 Aut (М, А) 的 连通 半 单 子 
# GEM иф, 则 GG = Аш (М, А). 

证 ”在 流 形 M 中 取 定 一 点 p. W Аш (М, h)9 中 点 p 的 迷 向 
TEA K,G rh p 的 迷 向 子 群 为 K, UA K= СПК. ра К 
及 五 ' 的 李 代 数 为 8 Е я, MMS я ся 分 别 记 李 群 Aut (M, h)? 
及 G 的 李 代 数 为 8 Ne, MWAO c 6. 5 M 中 点 p 的 对 称 变换 
с 诱导 了 李 代数 @ 的 Самап 分 解 @ = A+ P. o 限制 在 G 上 也 
诱导 了 李 代 数 @' 的 Cartan 分 解 B' = Я' +”, И 9 c ф Ж 
而 біта = dim M = dim P. 这 证 明了 P =P. 而 8 = 8,9], 所 
以 证 明了 A= T ся, Вя = я. 至 此 证 明了 @' = @, Ера 
群 G = Aut (M). 证 完 . 

引 理 5.2.17 5 ¿> O HPF, Hermite 对 称 空间 G; /K, 单 连 通 ， 

证 考虑 Hermite 对 称 空间 М; = G. / K; 的 通用 覆盖 (М, Л). 
由 引 理 5.2.15, М; 为 Hermite 对 称 空 间 ， 又 M. 的 全 纯 自 同 构 
群 Aut (М, А) 的 单位 连通 分 支 Aut (Ma hi)? 为 Аш (G;/ Ki hi? 
ЮНЕ. $ Gi 及 Aut(G;/K¿ hI) 实 半 单 ， 由 引 理 5.2.16, 有 
G; = Aut (G /K; hi)? 为 Aut (Gi/ Kah) 的 单位 连通 分 支 ， 由 G; 
连通 且 单 连通 ， 所 以 证 明了 Aut (M: h)? = С, 由 M; 为 齐 性 流 
形 ， 所 以 证 明了 М; = Mi, Вр Hermite 对 称 空间 M; = G,/ K; 单 连 
通 . 引 理 证 完 . 

РЖ, В 

定理 5.218 Hermite 对 称 空间 М 等 度量 全 纯 间 构 于 Her- 
mite 对 称 空间 的 拓扑 积 Mo x Мух... x Ma 其 中 Mo 为 复 环 面 和 
И Euclid 空间 的 拓扑 积 ，M1,…, М, 为 这 种 Hermite 对 称 空 间 ， 
使 得 Aut (M1),… ,Aut (M,) 为 维 数 大 于 1 的 实 单 李 群 . 

定义 5.2.19 Hermite 对 称 空间 车 为 紧 的 ， 则 称 为 EE, 车 为 
非 紧 的 ， 则 称 为 非 紧 型 , 又 Hermite 对 称 空间 称 为 不 可 分 解 的 , 如 
果 它 不 等 度 瘟 全 纯 同 构 于 两 个 低 维 Hermite 对 称 空间 的 拓扑 积 . 

由 定理 5.2.14 及 5.2.18 пр, Hermite 对 称 空间 М 不 可 分 
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解 ， 当 且 仅 当 实 李 群 Aut(M,h) Æ. Ж Aut (M,h) W 3, W] M 为 
RER: # Аш (M,h) JERA, WM 为 非 紧 型 . 

ЖУ 5.2.20 设 于 为 非 紧 型 不 可 分 解 Hermite 对 称 空 间 ， 李 
群 Aut (M) 的 李 代 数 6 = 4-9. 则 由 紧 单 李 代 数 6. = + /— 1 
决定 的 不 可 分 解 Hermite 对 称 空间 为 紧 型 ， 称 为 非 紧 型 的 紧 对 偶 . 

由 定理 5.2.14 及 5.2.18 可 知 ， 任 一 非 竖 型 不 可 分 解 Hermite 
x ЁК == |a] by Н. 所 以 利用 李 代 数 的 分 类 ， 我 们 机 以 给 出 非 
紧 型 不 可 分 解 Hermite 对 称 空 间 及 紧 对 偶 的 分 类 结果 如 下 : 

(1) n> m > 1, EREA SU (n,m,C)/S(U (n) x U (m)), Ж 
型 为 SU (т + n)/ S(U (m) x U (n)), Ж Ыр mn; 

(2) n > 2, ЗЕ SO (n, H)/U (п), 其 中 H А, 
紧 型 为 SO (2n)/U (n), 复 维 数 为 n(n — 1)/2; 

(3) n> L, 非 紧 型 为 Sp(n, 民 )/U (п), 紧 型 为 Sp (n)/U (n), 复 
维 数 为 n(n 十 1)/2; 

{4) п Z 2, ЗЕЕ) 50 (2,n R)/SO (п) x SO (2), 紧 型 为 
SO (п + 2)/(8О (п) x SO (2)), 复 维 数 为 n; 

(5) 非 紧 型 为 ER/(Spin(10)xSO (2)), 紧 型 为 Be/ (Spin (10) x 
SO (2)), 复 维 数 为 16, 其 中 Spin (10) 为 10 维 旋 量 群 ， 即 SO (10) 
的 通用 覆盖 群 ; 

(6) REX EF/(Ee x SO (2)), REA Er/(E x SO (2)), Ж 
МЭ 27. 


8 5.3 实 半 单 李 群 的 Iwasawa 分 解 


在 这 一 节 ， 我 们 只 考虑 这 样 的 实 连通 半 单 李 群 С, 它 的 李 代 
ЖӨ 有 Cartan 分 解 @ = Я 9, 15 [p.p] = ARP] = 第 y 
dim Ся(Я) = 1, 其 中 存在 元 素 c 有 (adye)? = -id, B. Cel) = я. 
又 有 紧 子 群 

№(ехртс) = Cefexp zc) = K, 
其 中 天 中 没有 李 群 G 的 非 平凡 正规 子 群 . 
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在 这 一 节 ， 我 们 对 所 考虑 的 实 连通 半 单 李 群 С, 给 出 两 种 不 
同 的 分 解 为 连通 李子 群 的 直 乘 积 . 

引 理 5.3.1 设 全 为 实 连 通 李 群 G 的 李 代 数 ， 则 映射 exp : 
@ —+ G EFRA 6 ФЕ А X BU Jacobian 为 


1— exp (~ad X) 


exp,lx = (Lexp Xx) ad X ‚ УХЕ @. 


这 里 
1 — exp (—ad X) = (—1]77! ;- 
y's Эл ин (ad Xl, 
证 已 知 指数 映射 exp 为 Euchd 空间 ë 到 流 形 G 内 的 解 
析 映 射 ， 它 诱导 了 函数 空间 š(G) 到 S(6) 内 的 映射 
h = exp *(P') = F o exp € #(6). 


今 李 代 数 6 作为 解析 流 形 ， 它 就 是 n 维 实 Euclid 空间 .而 6 中 
任 一 点 无 上 的 切 空 间 Tx (6) (520 n 维 实 Euclid 空间 ， 我 们 仍 视 
Tx(@) 为 .于 是 在 指数 映射 exp 下 李 代 数 6 上 的 切 向 量 Y ph 
为 exp. (Y), 它 定 义 为 


(ехр,(У))(Р) = Y(exp*(F))=Y(Foexp)=Y(h), YF €8(G). 
确切 地 说 ， 为 
{exp (Y )(F)lexp x = Y(h)|x, v X € @. 


BERERE е 中 的 点 a = мтч V t.u € R. TENAR 


Yla = Бә, Y (hla = А j, aX, = y. 
所 以 
dhia) 
lx， 
即 有 
(exp (У) (Е). x = 一 人 ыч 
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为 了 计算 Jacobian, 我 们 要 计算 SË. 先 来 证 明 

h(t) = К(в-ехрїХ) = [(ехр®Х](Е)|(д), V g€ G,t € R. 
事实 上 上 ， 当 | <= PF, A(t) # t— 0 附近 关于 + 解析 . # t= 0 0 
ЕЛШЕ, WE 


< аА 
мй = у an 


). ltl < є. 
i=0 


在 李 群 G 中 取 单 位 标 架 (U, р), 点 9 的 标 架 为 (g(0),po Ly) 1ë 
900) x БАЗЕ ҖЫ f. 取 z = д-ехріХ,у = exptX, 则 对 


х= Уу oO 总， 
其 中 B (z) 为 辅助 函数 ， 有 


г 22а) ай? 


- P sr (д (z)aqlP(), 


рч 


中 (Ë) = (H). 所 以 


oo = (X P)(z). 
因此 
а?) 
ағ? 


= (Xš P)(a). 
这 证 明了 


мд = У) TCP) = [(Exp+4X)F|(Q), I| < <. 


1=0 
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ЖЯ AG) R ExptX Ete RAR, ТЇ h(t) = [(ExptX)F](g) 
ЕВА R РЕКУ ЯК, ТОЕ R EpjR z. 这 证 明了 
断言 
MEH h = Коехр, AA a = tX + uY 上 为 
h(a) = (F'oexp)(tX + uY) = Flexp (tX + uY)) 
= (Exp (tX + uY ))F'J(e). 


于 是 
24а) {нео = ($ [Ехр (tX + «Ү)Е]),обехріХ). 
而 
(过 Exp(#X +uY)) = 5 gex ауу 
0) 
= SE (x 1Y + XIYX +... фУХ3-1). 
51 
由 归纳 法 易 证 
S дух" Dc DiT1X™ (ad X)i-1y, 
50 
所 以 


(EExp (tX + uY) 


#1 


= y 7 усі 1} 71X- Чаа Х)'-1у 
7=1 t=1 
> ос 1Pti— 

узуэ с Cpri(—1) X? (ad ХУУ 
р=0 = 


th S . | 
= =х»”у Eeay 
р=0 i=l z: 
Exp [一 tad X) 一 


id 
—t(ad X) (Y). 


= (Exp tX) 
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今 
(Lex x). (F) = F o LexptX = (ExptX)(F). 
这 证 明了 (Loxpix }= = Expt X. 于 是 


1 — Exp (—tad X) 


((ехр„)}У )Ё|хь+х = [Exp Xa OA exptX 


这 证 明了 当 上 = 1 时 有 


exp (Y) = (Бух). Бхр Саа y), 


引 理 证 完 ， 

现在 给 出 所 考虑 的 实 连通 半 单 李 群 G 的 一 种 分 解 . 

定理 5.3.2 设 忆 为 实 连通 单 李 群 记名 = яф 为 李 群 G 
的 李 代数 G 的 Санал 分 解 ， 它 有 


[8,8] СЯ, (Я, p] = P, PE, р = Ж}. 
Н dim Ca( 8) = 1, 在 Cali) 中 存在 元 素 c, CA 
Са(с) = Яй, (ad 和 ce) = ~id. 


ia 
K = No(exp me). 
则 有 


(1) 下 为 李 群 G 的 最 大 紧 子 群 ， 它 连通 ， 且 李 群 G 的 中 心 
C(G) c K; 


(2) 映射 wp: (Х.К) — (exp X)k,V X e W,k € K E (X,k) — 
k(expX), V X € B.k e K AME p x K 3 G E ñ XR AR EBE, 
因此 有 


G = (ехрФ)К = К(ехр@), (exp P)NE = {e}; 
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(3) 李 群 G/(C(G)) 在 商 空间 ——— = G/K 上 的 作用 有 
ж, ERZE G/K AETH Euclid 空间 ; 


(4) 商 空间 G/K 为 半 单 型 Hermite 对 称 空间 ， 且 任 一 Her- 
mite 对 称 空间 ， 只 旨 它 的 等 度量 变换 群 为 单 李 群 ， 则 必 等 度量 全 
纯 同 构 于 这 类 商 空 间 ( 非 紧 型 ) 或 其 对 偶 W). 


证 RENH (1) 和 (2) 放 在 一 起 证 明 . 显然 K = No(exp zc) = 
Co(exp=e) AFP G 的 闭 普通 子 群 ， 所 以 是 李子 群 . 它 的 李 代 数 
为 

o = (X Є Ө | (Ad (expre) X = X). 
我 们 来 证 яо = Я 事实 上 ， 任 取 X c R, WA [eX] = 0. 于 是 
{ехр (ай с))Х = X. 这 证 明子 ЯС Ro 下 面 来 证 o C X. RET 
Ж. FE Y c Qn ño, 由 (ао)? = -这 ,因此 


як т?® 
Y = (екртайс)Ү = y` 页 (ad cr*Y = y` api Y 


下 23 十 1 
十 > giri е Y] = (cosn)Y = —Y. 


这 推出 了 = 0, 因此 证 明了 f = Я. ЗЕ K 的 单位 连通 分 支 
Ko 为 紧 李 群 .… 

HTE FK 的 定义 可 知 ， C(G) c K. 

我 们 来 证 映射 9 22 p< K #J G ЕЮНШ. EJE ç 为 
——#&###{. 

SEEREN O 的 Kiling Ж{ЕЯ ЕД, EP EEF, 
A BRP) = 0. 于 是 在 只 中 取 关 于 -B 的 标准 正 交 基 ,， EpL 
取 关 于 B 的 标准 正 交 基 . 

今 李 群 K WERB A, 所 以 (Ad K)R = Я FH k € K, 
W B(R (Аа к) ) = В((Аак-1)я, P) = B(R,P) = 0， 这 证 明了 
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(Ad K)P = P. ER k e KK, 有 
aan ( g 5, ) (ary= (3 WOE 
Яш (Adk)8 CA, ТЕПЕ Л Adk 按 r 行 、r 列 分 天， 有 
Adk = ( а в) є Oln). 
再 任 取 X £ Фф, 则 由 
eaw (g s) 5, )eaxy=o 


可 知 
ad X = ( 2 С ү 
即 ad X 实 对 称 ， 所 以 expad X 实 正 定 对 称 ， 

今 任 取 k,k' € K, X, X' € 9. 由 (exp X)k = (exp X'}k', 可 
$H (expad X)Adk = (expad Х')Ааҝ. H Adk, Adk' € O(m),m = 
dim ë,expad X,expad Х' 正定 对 称 ， НАВТ RATIER 2 Ë ÉS 
极 分 解 的 唯一 性 , 便 证 明了 exp (ad X) = exp (ad X”), 因此 ad X = 
ad X'. НЕ e А, Ы X = X', Вр exp X = ехрХ', 所 以 
k = k'. 至 此 证 明了 分 解 的 唯一 性 ， 即 映射 w 一 一 . 

今 设 Ko JEF K 的 单位 连通 分 支 . 考虑 商 空 间 G/ Ko. 5 
Ko 中 С 的 正规 子 群 为 КОРС 的 正规 子 群 .由 C 为 连通 单 李 
群 ， 所 以 真正 规 子 群 为 零 维 李 群 ， 而 李 群 G 中 的 离散 正规 子 群 必 
局 中 心 . 这 证 明了 李 群 K 中 只 有 中 心 CG) 为 最 大 正规 子 群 ， 所 
以 (С/(С(б)))/(Ке/(С(С))) 为 Hermite 对 称 空 间 ( 见 定理 5.2.14). 
今 空 间 С/Ко 有 子 集 (exp'B)Ko, 下 面 来 证 G = (exp P)Ko 事实 
L, #0 С/Ко 的 点 eKo 的 切 空 间 T. k a (С/ Ко) 的 维 数 为 dim G 一 
dim Ko = dim @ — dim Я = dm 第 ,所 以 可 取 Tor (G/ Ko) 为 Ф. 而 
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任 一 过 点 еК 的 测 地 线 必 有 形 如 (exptX)Ko, 其 中 X € Ф. НР 
弃 性 空间 是 完备 的 ， 即 任 取 两 点 必 有 测 地 线 相 联 ， 因 此 对 李 群 С 
中 和 企 一 点 9 则 存在 X є Pto Є R, 使 得 (expto X)Ka = gKo, HBD 
g € [exptoX)Ko, 这 证 明了 С = (exp) Ко. 由 С = (exp p) K 的 
分 解 唯一 性 , 便 证 明了 K = Ko. 这 证 明了 子 群 KK 为 连通 紧 子 群 , 

现在 证 包含 K 的 紧 子 群 K =K, 即 K 为 最 大 紧 子 群 ， 事实 
E, H Weyl 定理 可 知 ，Ad K, 可 同时 表示 为 实 正 变 方 阵 . 今 任 取 
k € Кү, 则 存在 X € %, kie К, 使 得 Adk = (expad X)Ad ki, Bf 
Ad кА! = exp (ad X). H expad X 正定 对 称 , 便 证 明了 Ad kk7! = 
id, BẸ kk, ' € C(G) СК. IXWFBR T k € K, В K, = K. 至 此 证 明 
了 (1). 

下 面 我 们 继续 证 明 (2), 即 证 p: (Х, К) — (exp Х)к 为 双 解 析 
HE. $ (exp Xk X-T X e p K k e K ШИЙ. 由 隐 范 数 存 在 
定理 可 知 ， 为 了 证 明 o ЖАЯА Т К, REES р 的 Jacobian 
点 点 不 为 零 ， 

今 流 形 K 中 单位 元 素 e HFA TAK), 于 是 Крй к 
的 切 空 间 为 T(K) = (Бь)„Т„(К), 流 形 ЕЛЖ Па 0) 的 切 
空间 为 邢 ( 冲 )， 作 为 线性 空间 ， 我 们 无 妨 取 TAK) 为 8D) 为 
P. 对 流 形 Tp x K 中 点 (X,k) 的 切 空 间 TB) x T, (FE) 中 的 任 一 
ЙА Ж (У, (L) Z), AA Y E,Z EA, TERE Q 中 过 点 三 的 
测 地 线 为 X +Y, 流 形 K uta k 的 测 地 线 为 书 .expt2. 今 


e(X + tY,k) = (exp (X + tY))k 
= k(adk-!)(exp (X + tY) 
= kexp(Adk-1)(X + tY), 
Ф(Х,Е-ехрё2) = (exp X)k(exptZ) 
= k((ad k !)ехр X)(exp tZ). 


于 是 在 点 (X,k) 的 Jacobian 为 


do( X + tY, k) do(X, k exptZ) 
dt t=0 ағ t=0 


今 
k -exp(AdkTI{X +tY) = КЎ (Ad RI)X +t(Adk-1)Y), 
j=0 “` 


它 的 关于 +t 的 一 次 项 系数 为 


1 


k Е 


(XIIF + ХУ X +--- + Y Xi 1) 


Me 


1=0 
oo 1 
ОЭБ! yar 1)7-1Xi~P(ad ХүРрїЁ 


= СЕЧЕ 


Еф X = {Adk lX, Ў — (Adk-1)Y, 所 以 


(十 下 = 
У(Х + tY, k) > Y: k) = k(Exp X) 


t=0 


id — Exp (—ad X) F) 
ad X | 


显然 


de(X,k ' exptZ) 
dt 


所 以 Jacobian 为 


„o = (Exp (Ad k-1)X)(2) = (k(Exp )) (2), 


(kExp X)( 


id — Exp (—ad X) Ç 
— (Y) +2). 


注意 到 X. y = m. ZEAR. 


Ax(Y) = іа 一 Ехо саах) ӯ. _ У (1) р; 


= (дактуу сал (аа XYY. 
320 ' 
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4 [X,Y] e [P,P] = я, [X [X,Y] є 9.9) c P- X (Ad K)8 = 
A(Ad Kyp = g. 于 是 


сс 1 | 
Ax(Y)= - (Adk!) Y (ad X) tiy 
x > (2j + 2)! 
ау 1 


其 中 
Li k 1 ; 
(Adk рэ 05317 теч XHY є %, 


1 = 1 27+1 
(Adk Эк TAY € g. 
X 26 ñ. WE Jacobian 为 替 ， 则 Ax(Y) Жр БВ У 


(Adk-! >” T XY =0. 
今 对 Kiling 型 B, 任 取 W, € фы = 1,2, 有 
В((аа X} Wi, W>) = B(W,, (ad XY Wa). 
所 以 (ad X)2 为 第 土 的 方 阵 表 示 为 对 称 方 阵 、 叉 
B((ad X)2W,, И) = — B((ad X)W, (ad X)W.). 
由 于 6,91 c R, B BERERE, WA B((ad X)2W,,W,) > 0,. 
ВХ Z 0 hF, 有 (ad X)2 > 0. 由 此 可 知 > g(a 在 
P 上 正定 对 称 . 所 以 (Adk!) Урт ЖҮЛ m = — (ad XY = 0 当 且 仅 


BH Y=0 因此 了 =0. TE Jacobian 恒 为 零 推 出 Z = 0. 至 此 证 
明了 在 点 (X,k), X Z 0, Jacobian 关于 非 零 方向 恒 非 零 ， 即 点 点 正 
则 ， 
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在 点 (0, k), 有 


e(tY,k) = k.-expt(Adk—-1)y, 
Pp{O,k -exptZ) = k - (ай 1)ехр+2). 


于 是 Jacobian 为 k(Adk Y + Z). 注意 到 了 £ lj, Z £ я, Ы 
Jacobian HFA S Y = Z = 0. 因此 证 明了 在 流 形 常 xK 上 任 一 
лї, 映射 e 的 Jacobian 恒 不 等 于 零 ， 即 ç ХЕТ НЕ. 至 此 证 
明了 断言 (2). 

(3) H P> epp AERIAN exp ЕЕ Euclid 空间 . 
而 商 空间 G/K = (exp P)/K, (exp 多)mK = (e), 所 以 商 空间 G/K 
BJ: Euclid 空间 ， 特 别 地 ， 半 单 型 Hermite 流 形 单 连通 . 

(4) 由 定理 5.2.14 立即 可 得 . ЖЕНЕ. 

现在 给 出 所 考虑 的 实 连 通 半 单 李 群 G 的 另 一 种 分 解 ， 即 Iwa- 
sawa 分 解 . 

现在 回 到 一 般 的 实 半 单 李 代 数 的 Iwasawa 分 解 . 设 G 为 一 般 
的 连通 实 半 单 李 群 ， 名 AGUERA, 6=A+P 为 Cartan 分 
解 . 由 定理 2.2.6, 在 子 空间 p 中 存在 极 大 交换 子 代数 列 在 台中 
存在 Cartan 子 代 数 


Ў= я +, АЯСА, С. 


E É K Г) Ж Cartan 子 代数 . 由 定理 2.2.8, 在 实 半 单 李 代数 名 的 
Ai L PREE, i aadA аа, ad R 中 元 素 的 方 阵 表 示 分 别 为 
#} Hermite 方 阵 、 对 角 方 阵 、 对 角 元 素 为 零 的 上 三 角 方 阵 . 我 们 有 

定理 5.3.3(Iwasawa) 设 台 为 实 连 通 半 单 李 群 C 的 李 代数 ， 
6 = А+-Ж-+ p 6 的 Iwasawa HA (UEM 2.2.8)， 分 别 记 
К,А, № Ñ ехр#,ехр,ехр? ЕШ, ША Б М у 
连 道 闭 李 子 群 ， 又 


е: КхАх NƏ KAN =G, 
МНТ. $ G = KAN 为 李 群 G 的 Iwasawa 分 解 . 
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证 ФМЗ, 所 以 8 аа Ер. 
ХН Аас 的 李 代 数 为 ad 6. DERAS С 一 Аас AERE 
核 为 李 群 CG 的 中 心 CefG). 由 则 态 基本 定理 可 知 ， 有 


Ad 
G — — А 
> ZZ 


G/C(G) 


4 (G) 


H С(®) = 0 可 知 dim C(G) = 0, 因此 CG) 为 离散 子 群 ， 

ТЕЛ НЕ Аас 的 Iwasawa 分 解 ， 再 给 出 李 群 G 的 
Iwasawa 分 解 . 

(1) 对 应 ро: ААК x AdA x AdN > AdKAN 为 一 一 对 
应 . 

事实 上 ， FA kk € К,а,а € A,nn' € N, 使 得 Ad kon = 
Adk’a'n', 于 是 有 Ad(k-1kJAda' = AdaAdnn "1. ня E, A 
交换 ， SL ET, TERK ÉE, 4 交换 ， NN RE. Ан 
#228 可 知 ， 在 复 李 代数 ФС 中 存在 基 ， 使 得 ad я, аа, ad Sto 
中 元 素 的 方 阵 表 示人 分别 为 南 Hermite 方 阵 、 对 角 方 阵 及 对 角 元 素 
为 零 的 上 三 角 方 阵 ， 于 是 Аак УРЕ, Ааа, Ааа’ 为 正 
KAATE, Апп 为 对 衣 元 素 等 于 1 的 上 三 角 方 阵 ， 这 证 
明了 Adik 为 具有 正 实数 为 对 角 元 素 的 上 三 角 方 阵 ， 又 是 西方 
阵 ， 所 以 它 只 有 等 于 单位 方 阵 ， 因 此 证 明了 Adk = Adk. 所 以 
Адап! = Adn, Ada! = Ada. 这 证 明了 -- 一 性 . 

(2) 显然 ， 4 为 李 群 Ad G 中 的 连通 上 且 单 连通 闭 子 群 ， 旦 由 定 
理 5.3.2 可 知 ad -э exp (ad A) = Ad A Ж] Бйр — В. ШЕ 
Ad4 单 连通 ， 所 以 4 也 连通 ， 又 C(G) nA = {е}. 

(3) W A Hn, C 中 对 角 元 素 为 稚 的 所 有 上 三 角 方 阵 构 
成 的 模 等 子 代数 ， NN' 为 GL (п, С) 中 对 角 元 素 为 1 的 所 有 上 三 角 
ЭРЕН ЮЕ АЕ. Ш ep: 和 一 Л” 为 到 上 的 一 一 映射 ， 


. 447 ， 


EN 连通 又 单 连 通 . | 
事实 上 , ШЕ ЕЕЕ, Л» ЛИЕ Ao ЖЕЕ, 则 有 log eA = 
Ao, еЕ07+(е40—2)) = вдо, 因此 exp : 7 — N” 为 到 上 的 一 一 映射， 


килин. 由 于 多 为 TON 维 线性 空间 ， 


所 以 N 连通 且 单 连通 ， 闪 此 利用 exp ЖЫ, {ШШ НН TERN 
ЖІ Н 38. 

(4) $ AdN C N’, Ц exp :adgt — Ad N 仍 为 双 解 析 同 
HE. 由 ad9o Aade 的 子 空 间 ， 所 以 Ad N 连通 且 单 连通 ， 且 在 
Аас HARTE. 这 证 明了 N 也 单 连 通 ， 又 CA (N) = {е}. 所 以 
C(O NN = (e). 

(5) ОЕА G 的 李 代 数 ， 且 e 为 子 代 数 的 空间 直 
HA 6 = 6+0. 设 G, 是 由 exp ©, 生成 的 连通 李子 群 ， 则 李 群 
Gi x G> 到 如 内 的 上 映射; (91,91) > mg 解析 ， 且 局 部 一 一 ， 

EXE, ER 9 € G,X € ë, WER G 中 曲线 gexptX,YtEe 
R 在 点 g 的 切 方向 为 ( 工 ,),(XX),， 今 连 遗 李 群 G, x G, ЖИЗ 
Сх {e} K {e} x Ga, 这 里 ，e 为 单位 元 素 . 任 取 gi С, WER 
Gi x ©з 中 点 (g1,92) 的 切 空 闻 Т, „(Сз x С») 同 构 于 子 空间 直 
HA Ty (G1) + Tç, (Gs). 而 任 取 g, € Gi, X, € Gi, Д 


(өт exptXi, g2) = {gı ' exptXi)go = #192((ай gz )exptX)) 
s =mgexpti(Adg;1)X,, 
Elgi, g2exp tX.) = ggexptXa, V te R. 
所 以 映射 上 的 Jacobian 为 


8.00... Ха, (2). Ха) = (о) (Аа 93 X + Хз). 


АТОЕВ & 局 部 一 一 ， 只 要 证 Jacobian ЖЖЖ. REEDA, Вр 
存在 X, € Bi, 有 (Аа!) Х, + X, = 0, 即 Xi +(Ad gz) X2 = 0. H 
A, € @i,(Adg.)X; € ® 可 知 Xi = X2 = 0. 至 此 证 明了 断言 ， 证 


完 . 


. 448 . 


(6) 记 exp {Mo + W) 生成 的 连通 子 群 为 S, 则 有 
Аа Ах Ad N AdAAdN=Ads 


ж E KE X A Br [E] ЛЕ. 

FXE, з 6 = 0+9, Шо 为 可 解 李 代 数 ， 而 ad 6 = 
аі аа No 为 可 解 李 代数 ad 6 关于 子 代 数 dA 及 ad t, 的 空间 
直接 和 .由 (5) 便 证 明了 Ad A x Ad N — (Ad A)(Ad N) C Ad Š 
ХАТЕ, 且 局 部 一 一 ， 由 (1) 可 知 它 一 一 . 余下 证 它 到 上 ， 
BD Ad 5 = (Ad д}{Аа N). 

今 dim (Ad А) + dim (Ad N) = dim % + dim Mo = dim б = 
dim (Ad S). Хн % 为 可 解 李 代数 G 的 理想 ， 所 以 李 群 Ad N 为 
李 群 Ad S 的 闭 正规 子 群 ，Ad 4 为 Ad S 的 闭 子 群 ， 且 


(Ad A)(Ad N) = (Ad N)(Ad A) с (Ad 5). 


因此 (Ad 4)(Ad N) 为 李 群 Ad 5 的 闭 子 群 . $ ANM = 0 # 
出 (Аа А) n (Ad N) 为 零 维 李 子 群 ， 所 以 dim (Ad A}{Ad N) = 
dim (Ad А) + dim (Ad N) = dim (Ad 5), ВЕТ. ЖШ 
明了 (Ad A)(Ad N) 为 (Ad 5) 的 开 子 群 . 由 Ad S ЖШ, GEH 
Т (Ad AXA4 №) = Ad 5. 

(7) 现在 来 证 李 群 Ad C 有 Iwasawa 分 解 . 

事实 上 ， 由 (1) 可 知 AdK x AdA x AdN — Аас 为 到 内 的 
—— 8:81, ЕН (6) 可 知 AdA x AdN — AdS 为 到 上 的 戏 解 析 辣 
Be, AEREE Ad K x Ad5 — Ad G 为 到 上 的 双 解 析 癌 胚 就 况 
Т. 

记 了 工 为 Ad 五 中 AdG 的 最 大 正规 子 群 ， 于 是 为 紧 正 规 子 
Be. 因此 Ad G/T 仍 为 连通 李 群 , B М = (AdG/T)/(Ad куту 
Riamann 对 称 空间 . $ AdS Æ Аас HH, ХТ, РЦ Ad S/T 
在 AdG/T PA. 我 们 来 证 Ad S/T 在 Riemann 对 称 空间 M 上 可 
Ж. 在 M 中 取 定 一 点 BT, 其 中 名 为 李 群 ААС 的 单位 元 素 ， 于 是 
轨道 (Аа 5/T)(E/T) = Ad S/T 在 M 中 为 闭 子 集 . 由 于 全 c Ad K, 
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有 AdS/T = AdS/(T n Ad $) = Ad5, 所 以 上 述 轨道 的 维 数 为 


dim (Ad S) = dim 8 = dim (6) = dim (@) — dim (f) 
= dim G — dim K = dim (Ad G) — dim (Ad K) 
= dim M. 


因此 上 述 轨 道 为 流 形 M РЕ X JF В РЖ. 由 流 形 M 连通 , 便 证 
明了 Ad S/T 在 流 形 M 上 可 递 .所 以 AdGAT = (Ad SAd K))/T. 
H T c Ad K, 因此 证 明了 AdSK = АаС, PB Аа5хА4К > AdG 
为 到 上 的 映射， 由 (1) 可 知 它 是 到 上 的 一 一 映射 . 注意 到 李 代 数 
Ф = 4+5 为 两 个 子 代数 的 空间 直接 和 ,所 以 映射 Ad Sx Ad K > 
Аас 1 8), Кр Ad SñAd K = id. 至 此 证 明了 李 群 Ad CG 
有 分 和解 AdG = Ad SAd K, H (6) € AdN x AdA > AdNAdA= 
AdS. WUA Аас = (Ad К}(Аа5) = (Аа KXAd AXAd4 N). 证 
FU. 

(8) 最 后 证 李 群 全 有 Iwasawa 分 解 . 

事实 上 ,由 (5) 8 AnC(G) = (e), NnC(G) = {е}. КШ С 的 
通用 覆盖 群 (О, 0), 于 是 (G, Ad ow) 为 李 群 Ad G 的 通用 覆盖 群 . 设 
李 代数 Я, 0, N 分 别 决 定 的 李 群 О Mp8 pak R.A. Ñ. 显然 ， 
Ё,А, 分 别 有 通 用 覆盖 群 (Ё, Ad о), (Á, Ad оц), (Ñ, Ad o 9). 
但 是 已 证 AdA 及 AdN 单 连通 ， 即 Ad oç 分 别 在 А, Ñ 上 为 李 
群 的 同 构 ， 因 此 记 Poincaré 群 T = (Ad о 4)-1(е), MI T c K, Н 
WT) = Аа (е) = C(G). 于 是 pR) = Ко C(G). $ G/(C(G)) = 
(K/(C(G))A/(C(G)))(N/(CO(G)), В G = C(G)KAN. H O(G) с 
K 可 知 G = KAN, В K x Ax N — KAN = G ж 
KxAxN С ЕА}. 由 (5) 可 知客 为 局 部 一 一 解析 映射 . 我 
们 来 证 它 一 一 ， 事 实 上 ， 由 Ёг АЙ = {全 ,为 李 群 台 的 单位 元 
Ж, 所 以 КПАМ c O(G). Н АМПС(С) = {e} 可 知 KNAN = {e}, 
因此 映射 K x Ax N — K(AN) 一 一 . E A x N — AN 为 到 
Ей) —— 397, 所 以 证 明了 K x Ax N — КАМ = СЕ 
BF. жи5. 
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定理 5.3.4 HEBE MA 
(1) @=(AdK)%; 
(2) G= KAK. 


iE S [8P] c P, Ы (Ad Kip сф, ВЖ (Ad KOA c Ф. 
АНЕ НҢ ААА Сехр, уйе K. 
FEM (1) 推出 (2). 事实 上 ， 着 再 = (Ad ку, 如 


G = К(ехр@) = К(ехр(Аа KYA) = K(ad Куехр®) 


= Қ U КАК C KAK СС̧. 
kE K 


这 证 明了 G = KAK. 
现在 来 证 (1). BA 6 = яф 为 Cartan 分解， 所 以 Ф. = 
8 + /-T 为 紧 李 代数 ， 检 而 由 6, 决定 的 连通 紧 李 群 


Ge = K(exp у) = (exp /C19)K. 


S у/-ү 为 紧 李 代数 @。 的 交换 子 代 数 ， 所 以 exp СТ ARF 
HE G. 的 紧 连 通 子 群 ， 记 作 A 因为 4 紧 交 换 连通 ， 所 以 为 环 面 . 
在 /-1# 中 取 定 基 Xiz: ' sAr, 取 定 无 理 数 Ar, e" ‚А, 有 


exp vV=-1 AX; = [|e AV ZLX d. 
i=1 i=1 

由 于 任 取 无 理 数 Ao, 则 (nÀo | V n € Z) ÆR Ф, MEENT 
存在 Xo € %, 使 得 单 参数 子 群 expt/CIXo,V t € R 在 紧 连 通 子 群 
А й. 

5589 中 的 元 素 Xo 及 Xo 在 子 空间 VIIP 中 的 中 心 化 
子 Cy-ip{V-1Xo). hA ATAN p 中 的 极 大 交换 子 代数 ， 所 以 
y—I@ с C uE v IX). SERY є C ra (= 1Xo), Y Z 0, 
WA Y € У—1ф,[Ү, VIXo] = 0. 所 以 (ad (VIXo)Y = 0, 因 
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此 (expadt{v—1X0)Y = Y, BD (Ааехрі(у-1Х0))У = Y. 由 
于 exptw-IXKo) 在 А ÞAR, ЫР Y (AdA)Y = Y, Bl 
(Adexp у—19)У = У. 这 推出 (ad (/-19))Y = 0. 由 V 12 为 
У 中 的 极 大 交换 子 代 数 ， 所 以 Y < У-га, Bh 


A = C =m (Xa). 
在 子 空间 Ф 中 任 取 一 元 素 X, 作 映 对 
k— B(V-1Xo (Adk)/—1X). 
它 是 紧 连 通 李 群 K 上 的 连续 函数 , 所 以 在 K 中 的 某 一 元 素 如 达到 


极 小 值 . 考虑 紧 李 群 K 中 的 单 参数 曲线 (exptY)ko,V t € R,Y ER. 
所 以 有 


= В(/—1Лъ, (Ad (exp tY )ko}v—iX)|,_, = 0, 

ЕП 

В(М/—1 Хе, У ЦУ, (Ad ko) Х)) = 0. 
因此 

B(Y,[V—1Xo, /—1(Ad ko)X]) = 0. 
F X e Ф, (Adko)X € P, Xo € P, ИТШ МІХ, VI(Ad ko)X] € 
R. 由 Y(E Я) 任 取 及 Killing X B E ALAE, {ШШЕНН Т 

[Xo, (Ad ko) X} = 0, 


ШОХ є Cpl(Adkg') Ху) = (Аак 2) Ср (Хо) = (Adkz 1) 至 此 证 
HT Фс „y (Aq БУЗ C Ф. 定理 证 完 . 

ЖЕ 5.35 实 半 单 李 代 数 6 关于 Cartan 分 解 6 = R + N 
RAHE Cartan 子 代数 互相 在 Ad K FM. 


证 ”在 定理 5.3.4 的 证 明 中 给 出 最 大 向 量 Cartan 子 代 数 的 
向 量 部 分 9, 型 为 型 中 一 元 素 Xo 在 第 中 的 中 心 化 子 , 其 中 exp tXo 
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在 A= epu ЖИИ. 又 证 明了 任 取 X £ Фф, 则 存在 类 < K 使 得 
(Ad k)X є Ж. 

今 任 取 半 单 李 代 数 O 关于 Cartan HR 6 — я-+% 的 最 大 
HE Cartan 子 代数 Ў = б + %W', Rh бу CRN c p. T 
是 在 在 元 素 X' є w, WẸ eptX yte RÆ expt = А' Ф 
E. KEE ke K, 使 得 (Adk) X EA 于 是 expt(Adk)X' = 
(adk)(exptX') є А, В exp#X' є (ad k”1)A,V t € R. + exptX' 在 
A 中 稠密 ， 所 以 证 明了 A c (adk-1)A, Вр (ad (kA' C A. BEIER 
HHE, FE k'e kK,(adk')Ac A, В (ad (k'k))A' C (adk')A C А. 
由 于 ad(k'k) 为 李 群 G 的 自 同 构 ， 所 以 证 明了 (ad k')A = A, Вр 
(аа) = %'. 因此 


(аа 6) 157 = (айК'у IA, + (аак) 10 = б + 


为 最 大 向 量 Cartan 子 代数 .注意 到 最 大 向 量 Cartan 子 代 数 由 它 
在 审 的 部 分 唯一 决定 ， 至 此 证 明了 定理 ， 证 完 . 

引 理 536 2 6 = ü + f 为 实 半 单 李 并 数 的 Cartan 分 解 ， 
Ж o МККК Я А Cartan 子 代 数 ， 则 在 $o 中 存在 БС HE 
ДЈ Xo. 

Ш + = fi + /-1E A 6 HEIE ФС 的 紧 实 形式 ， 记 
@ Ж (Ф©,е),ёф, X (66,7), WJ 0 = er 是 Cartan HA. 在 台中 取 
最 大 紧 Cartan 子 代数 而 = Hot S., ño C Я, 65, с, 于 是 65 为 
OF 的 Cartan FIR. iE A 为 @2 关于 Санап FR 9С 的 根 
系 ， 记 开 = {aa……ar 为 单 根系 ， 于 是 (ПИП) = H. 因此 


Bla) = =, i= 1,---,{, 


其 中 №7 是 1 2 的 一 个 排列 ， PRU) Ж Ж 


( 1 2 ... 1 | 
i jh сой 
可 分 解 为 s TRR. 
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任 取 一 个 循环 ih 则 有 
olan) = ip (oi ,) = Qin Tla) 一 al- 
i a = 3” ay, ME ola) = o. 
j=1 


我 们 来 证 (oa as) 7 0, j= 1,2,…,t. WE, ШЕ (а, о.) = 
0, 则 有 (обо), z(a; )) = 0, В (о, es) = 0 这样 依次 讨论 二 去， 
ШЕВ Т («,о,) = 0, j= 1,2,---,#,‚ 所 以 (aa) = 0. 至 此 证 明了 
е = 0, 从 而 导出 矛盾 .这 证 明了 断言 


将 置换 
( 1 2 + l ) 
i Jo + jt 


的 s 个 循环 编号 ， 例 如 循环 (1) 为 第 p 个 循环 ， 则 记 6, = 
У. оц. 这 样 有 * 个 元 素 lbo -,8,, Ж old = ñ. РЖ 
了 一 

vis; € Я, i= 1,2,8. НЕК Binta B, 线性 无 关 ， x 


E f 
Y 8: = Y as. 
t 一 1 i=] 
任 取 &1,92,… a) € R, 则 有 
Xo = $ av- є SNA = fo. 
ї=1 
由 于 21,8,:::,8, 线性 无 关 ， 所 以 Cartan 矩阵 
| B(A) oo BM, la) | 
В(8„,) = 8(8,,8,) 
非 异 ， 因 此 实 线 性 方程 组 
YaBB 0 一 1 j=1,2,-.-,8 
#=1 
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有 和 解 ， 所 以 存在 Хо = > aiv TIA: є ño, 使 得 
B( Xo, 8;) =1, j=1,2, 8. 

HT с(Хо) 一 Xo, с(8;) = fj, j = 1,2,++-,8. 这 证 明了 
В(Хо,оц) Æ 0, t= 1,2,...,1, 


因此 Xo 是 ño 中 ®© 的 正则 元 素 ， 证 完 ， 

定理 5.3.7 实 半 单 李 代数 6 关于 Cartan 分 解 Б = 8 + 的 
RAK Cartan 子 代 数 在 Ad K КНН. 

证 ”由 于 紧 李 代数 的 Cartan 子 代数 互相 共 力 ， 所 以 我 们 无 
妨 取 最 大 紧 Catan 子 代数 9: = Hie + Siw, š = 1,2, 其 中 б = 
Ўз. = о 为 紧 李 代数 Я BJ Cartan 子 代 数 ， 又 Di C YP, í = 1,2. 
我 们 来 证 Sre = др, 所 以 $, = Ha- 

事实 上 ， 由 引 理 5.3.6 可 知 ， 在 $o 中 存在 GO 的 正则 元 素 
Xo, 使 得 Coe(Xo) = Cac (Xo) nG 为 G 的 Cartan 子 代数 ， 由 于 
©; C Cə(Xo), š = 1,2, 而 fF № ФС BJ Cartan FAS, ¿= 1,2, 
由 Xo 为 55 的 正则 元 素 ， 所 以 Cec(Xo] = 9С, ¿= 1,2. 这 证 明 
了 

f C Cec (Xo) = Coe (Xo) NG 
=s ne =, i=1,2. 


所 以 证 明了 9. = 名 = Со(Хо). 至 此 证 明了 定理 ， 证 完 ， 
8 5.4 Harish-Chandra А 


回 到 定理 5.2.14. iZ @ = яф 为 实 单 李 代 数 ® 的 Cartan 
分 解 ， 其 中 李 代 数 Б ЗЕК, BESEM 5.2.14 的 条 件 ， 记 6. = 
яту 为 紧 实 形式 , CME. 记 € = ®С 为 6 Я еу 
单 李 代数 , НФ © 上 存在 半 对 合 o,7, 使 得 6 = (2,0), 6, = (£7), 
У = өт = то ZJ Cartan 对 合 . 
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2 Cal 的 维 数 为 1, 在 САЯ) PEETER e, 使 得 Ce(e) = 
Я, (ай рс)? = —1й. 于 是 线性 变换 了 = айс 有 J(8) = 0,709) = P. 
且 在 复线 性 空间 фс 中 有 复 子 空间 


Pa = [X + vV IIX | v X €P}, 
使 得 p. np = 0,97 = p, 十 第 - 鸭子 空间 直接 和 ， 而 且 
ba P4] = [R-.F-] = 0, 


Ф, В] = ре, 96] = gç. 


在 Я hR Cartan 子 代 数 ño, MU 5o 为 6 的 Cartan 子 代 
Ж, Вр So 为 最 大 紧 Санап 子 代数 ， 记 Do 的 复 化 $6 = 9, 则 有 
根子 空间 分 解 


£= + 5 бл, 
8 A 
而 А 实 线性 生成 SR =v- 于 是 
RC = $+ 5 Дд, 
AF 
pe = уа. 
аЄАф 


Ая 中 元 素 称 为 紧 根 , Ag 中 元 素 称 为 JERR. 由 
[RF 4С] с ЯС, 
19, 89] с p<, 
8°, 86] с ЯС, 
所 以 
(Ал Ах) ПА с Ая, 
(Ая Аф) пА с Ag, 
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今 CaA) 中 存在 非 零 元素 c 有 Cole) = A, (арс)? = ~id. 
由 CKA) C So 可 知 c € ño. ХН -Ar = Ax, -Аф = Аф, 所 
以 Аф FEFE Ah = le E Am | — у-1а(е) > 0}, Ag = {а € 
Азр | v 一 iafe] > 0}. 于 是 AZ = —Ay, 且 АО AS = Ар. # AS 
中 取 极 大 实 线性 无 关子 集 ， 再 在 As 中 拼 上 A 的 极 大 实 线性 无 关 
T, AWE A 中 引进 单 根系 ， 且 A; = Ag. 另 一 方面 ， 有 


(As +A) ПАСА , (Ад+А пд =й, 


事实 上 ， 由 正方 向 的 选取 可 知 ， 任 取 5e Ая, HJ 6 < aY a € А. 
但 是 [Pt ,第 +] c 186, 9] = ЯС. обед, B e +B € A, Ш 
а+8 > о> 0, а +8 6 Ая, 这 和 С.С] c RC Я. AER 
Та+ве Ап {0}. Е, #о,Зє Az. J a+ Ag A. 所 以 证 明 
T (Aš + Ag) A =й. 


ja 
б+= у, £. D у £, = p, 
agát «єАҖ 
则 省 + 为 复 单 李 代 数 £ = ®С ЕУ. RAKE Ph = Pa- 
ЖК, adep, = +/-HBd. 今 任 取 a € Aš, Ж £ Tate) > 0. 
由 于 c € о, 所 以 —е„ = (айс)2е, = Ө гө a є Aš. 因此 
а(с)? = —1. h +V—Ie(c) > 0 ВЯ ole) = +/—1. Bh айс, = 

Фу П =adc|p,. 这 证 明了 ЧИ, = Pa. at 我 们 证 明了 

З 5.4.1 W ó = f + p AFERAN 6 的 Cartan 
分 解 ， 其 中 dim Ca(8) = 1, BÆ Cai) 中 存在 元 素 co CE 


Ce(e) = Я, (ad pe)? = 一 
ie £ = 67 Xp SWR, 它 是 复 单 李 代 数 . 而 Ф = (8,0), @, = 
(27), 其 中 @ = R + P, 6, = R + /—1%9. 在 & НЩ Cartan 子 代 
# ño, Ш ло 为 单 李 代数 Б 的 Cartan 子 代数 .于 是 


A” = 97+ у, е, P= Y au 


Eig agy 
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又 可 到 正方 向 ， 使 得 


АЁ = {a € Аф | + /—Ya(e) > 0}. 


P+ = Э Ea, 


«єА 
则 有 子 代数 直接 和 分 解 
Ёй=@®© = Ф, +A +P, 
它 有 
[Ac ， ЯС cC ЯС, [149,3] с Ph, 
Pt Pal = 0, [P P] Я. 


引 理 542 СС 是 由 复 单 李 代 数 £ — ФС 决定 的 连通 且 单 
连通 复 李 群 ， 分 别 由 ep preps epp- 生成 的 СС 的 连通 李 
子 群 记 作 Pt, KS, Po, WE 


(1) P+, KC, P- 为 GE 的 闭 子 群 ， 其 中 P= 单 连 通 ; 

(2) exp: R, — P+ 为 到 上 的 双全 纯 同 胚 ; 

(3) КЄР# = РКС AATE, Н KÇ x Pt 一 К©Р# 为 
яхта; 

(4) Р+К©Р- AREFE СС 中 的 开 子 集 , 又 РУхКохР- — 
P+KCP- ФИ]. 


证 ЖИЕ (1),(2). 今 实 单 李 代数 6 有 Cartan 对 合 8= от = 
r, 而 8 的 不 动 点 集 为 紧 李 代数 A 由 于 李 群 GV EA, ME e 
可 提升 为 复 李 群 GO 的 对 合 自 同 构 记 其 不 动 点 集 K, 为 GC 中 的 
六 普通 子 群 ， 所 以 是 李子 群 ， 且 K, PERSA ЯС, 所 以 КС 为 
闭 子 群 Ki 的 单位 连通 分 支 ， 因 此 仍 为 闭 子 群 . 
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今 P+ 为 交换 复 李 群 ， 它 的 李 代 数 
P= у Бы С у, La =N, 


acà x€A £ 


其 中 п. Ља, H аа, 也 由 需 堆 线性 变 搞 拘 成， 所 以 
adP 也 由 每 零 线性 变换 构成 ， 由 第 + 为 交换 李 人 代数， 所 以 在 复 
李 代 数 © = el 中 存在 一 组 基 ， 司 得 ad 第 + 中 元 素 同 时 宕 示 为 
Улжан Е-е, НЕВА о С 中 存在 另外 
一 组 基 ， 使 得 ad tl. тл А л у ИЖ АУ F = fn r 
阵 ， 因 此 易 证 ad B, 一 Аа (exp Pt) = Ad PE 为 双全 纯 同 构 ， 所 
以 种 + — P+ а БЕШ, 且 局 部 一 一 . 下 面 来 证 它 一 一 . 
FXE, FFE X Z Y, Х,У € Pa, expX = expY, H [X,Y] = 0 
可 知 exp (X — Y) = e. 0 Z = X — Y € B+, # exp Z = e. 于 是 
ехр (аа Z) = id. 但 是 ad Z Ж, MLERAT ad = 0, EB Z = 0. 
因此 推出 矛盾 所 以 pp, 一 P+ 为 到 上 的 双全 纯 同 胚 ， 由 Pa 为 
复 Euclid 空间 ， 可 知 P+ 单 连 通 ， 最 后 证 P+ 为 复 李 群 GC 中 的 
ATE. EXE. НОНА) {exp Х,}, WJ 在 李 代 数 ФС 中 
ЖОР Xo, 因此 exp Xi — exp Хо. 今 有 限 维 线性 空间 的 子 空间 为 
闭 子 集 ， 即 Xo € p+, 所 以 证 明了 exp Xo € Pt, Вр P+ 为 闭 交 换 
子 群 . 至 此 证 明了 (1) 及 (2). 


[8,91] с з, LRT, Ba] C Фу, 


所 以 ЯС + ЖЕКЕ, PL p, 为 理想 . 因此 ，KCP+ 为 李子 
В. H P+ 为 КСР 的 正规 子 群 ,所 以 KC P+ = p+ gC. 下 面 证 
KÇ P+ HJ. 事实 上 ,在 KOPE 中 任 取 收 化 子 序列 {kn ` exp Х„}, 
其 中 kn є КО, X, € Pa. $ lkn) = ka, B(exp Xn) = exp 0(X,,) = 
exp (—X,.) = (exp Xn)-1, 所 以 由 8(k,, .exp Xn) КК, HEH 


(Кы exp X,.)) {kn - exp Xn) = exp 2 X, 
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收获， 所 以 (exp X.) Ж. XET (k.) ШЖ. ШЕЕ КС 及 
P+ 闭 可 知 ， KOPE 中 任 一 收敛 子 序列 收 伍 于 КСР 中 元 素 ， 
即 KEPE HB. Б, KEPE 的 李 代 数 RC + p, 为 子 代 数 直接 
和 .由 定理 5.3.3 的 证 明 (5) 可 知 ， KS x P+ — КОРУ 为 局 
部 一 一 的 双 解 析 映 射 . 岗 此 ， 为 了 证 明 (3) pR ar, R EE BHS 
KE xP? — КСР 一 一 就 通 了 . “ЕЖ к, Кк є KO up, ul ЄР, 
有 kuy = k'u, 于 是 kk = ufu)! € KC nP. Нв GS 
ЮНЕ ЕН, Ж 


КЛЕ = uy (и)! = ыты, 


这 证 明了 шї = (0.)2. 注意 到 Adus 的 方 阵 表示 为 对 角 元 素 等 于 
1 的 上 三 角 方 阵 , 所 以 推出 ua = uh. 因此 到 = 如, 即 开 cxPt > 
KOPE 为 一 一 映秀. 

最 后 证 (4). 现在 来 证 明 复 李 群 СС 有 开 子 集 Pt+KSP-, B 
Р+ x KC x P- — Р+КСР- 为 双 解 析 辣 胚 ， 先 证 这 是 一 一 对 
Бе. 由 (3) TARRE P+ q KS P- = {е}. BETI, ДЕТЕ 
X+ € PRE КС, 有 exp 天 一 大 .exp И exp ad Ху = 
(Adk)Xexpad Х_). 由 ЯС, Ф] c 第 _, TA (expad X. )(B_) C 
P- 设 X4 efir E С, НЫХ = У Ае, ФА, є 


аєа аєлү 
C, ea 属 Weyl Ж. 记 ao 为 Ag 中 的 最 小 正 根 ， 使 得 мл, #0. 于 


是 
[Xi Eas] = Aahas +, 


其 中 没有 写 出 的 项 在 D €. = mt h, X 
аєд+ 
В(ћ.,,ћ) = оо(ћ), У h € 9С. 


因此 
(exp ad X} еа = е 十 Ха, Ве КҮ, 


其 中 没有 写 出 的 项 在 X £, = % 中 . 今 (exp ad X,)e_ O, E€ P, 
аєд+ 
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BEDLI SH ЛИН. 这 证 明了 Pr n KV P- = {е}, 即 证 明了 P+ x K x 
P- > P+KCP- 为 双全 纯 同 胚 . 
余下 要 证 明 Р+КОР- ARER G? URTE. PXE, € 


dim Р+К©Р-— = dim t, + а 8. + dim ЯС 
= dim P? + dimRAc = dim 6“ = dim G°. 


这 证 明了 PTKCP- ФА СС 的 开 子 集 , 所 以 PT ECP- Ж. 
证 完 . 

定理 5.4.3 符号 同上 . j C 为 复 李 群 GC 中 由 ept, 生成 
的 连通 子 群 ， 则 G. AREAREN. ја exp á ÆR G. 的 紧 连 通 
TË K, W| С.К 为 紧 Hermite ЖЕ. B С.К 到 СС(КСР-) 
БЖИ Б] £, 它 定义 为 


EIK) = 9КОР-, VgéGe. 


证 H CV 连通 且 单 连通 ， 又 子 群 KOPO 连通 ， 所 以 商 空 
BJ Є©/(К©Р-}] ж H ЖШ. 考虑 СС 的 紧 子 群 G. 在 商 空间 
GC/(KSP-) 的 作用 . GCAKCP-) 中 点 eKCP- 的 迷 向 子 群 为 
(g € Gelg(e KO P~) = eKCP-}, 其 中 e AER GO 的 单位 元 素 , 因 
此 迷 向 子 群 为 {g € Ce] g € KCP-} = GNKCP-, 它 为 肾 李 群 G。 
的 团子 群 , 其 李 代 数 为 6.N(RC+ 溃 _) = (#+/-1@)г(Я©-_) = 
x, 所 以 K c Ge n KOP- 我 们 来 计算 轨道 的 实 礁 数 ， 它 应 该 为 
dim zG. ~ dim R£ = dim RP. 而 商 空间 QC/(KCP-) 的 实 维 数 为 


dim RGS — dim RE“ — dim RP” = 2dim RP — dim аф = dim к. 


这 证 明了 关于 С. 的 过 点 eKCP- 的 轨道 为 商 空间 СС/(К©Р-) 
的 开 子 集 . 由 Gc 紧 可 知 轨道 紧 , 因此 闭 . 由 GCS/(KSP-) 连通 , JE 
证 明了 Ge 的 过 点 eKCP- 的 轨道 为 GC/(KCP-). 因此 证 明了 映 
ЯЕ: G./K 一 Ge/(ESP-) 为 局 部 一 一 双全 纯 映 射 ， 且 G./K 
为 覆盖 映射 ， 由 GO/{KCP-) 为 单 连通 流 形 便 证 明了 一 一 性 ， 定 
理 证 完 ， 
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由 定理 5.4.3 可 知 , 商 空 间 СС/(КСР-) 为 与 Hermite 对 称 空 
间 G/K 对偶 的 紧 Hermite 对 称 空间 ， 这 里 G 为 GC 中 的 子 群 ， 
它 由 exp @ 生成 . 

定理 5.4.4(Borel 嵌入 定理 ) 符号 同上 . i G 为 复 李 群 GC 
中 由 ept 生成 的 连通 子 群 , 则 G 为 非 紧 连 通 李 群 ， 且 非 紧 型 
Hermite 对 称 空 间 G/K 到 商 空间 GC/{KSP-) AAN l EJ IE 
n, EELA 

ЖоК) = КОРУ, V g € G, 
H n(G/K) 为 商 空 间 GS (KS PO) 的 开 子 集 . 

Ш 今 GOJ(KSP-) 中 点 еКор- 在 GG 作用 下 的 轨道 为 
GKOP-, ж екСР- ЖАТ Сп KCP-, 它 为 李 群 G 的 闭 
子 群 ， 其 李 代 数 为 en (sC + Фф) = я, 所 以 GNKSP- 的 单位 连 
通 分 支 为 紧 连 通 李 群 К. 我 们 来 证 GN KCP- = K. 事实 上 ， 由 
定理 5.3.1, G = Кехр. 所 以 问题 化 为 证 KCP- П\ехрф@ = {е}. 
ER (ехрф) п KOP- Ф ехрх = kp, 其 中 k 8 КС, рє 
P ,X € @. 作用 复 李 群 GC 的 自 同 构 #, 有 (exp X) = kpi, W 
HE k = (exp X)p-1 = (exp Х)-1р. 这 证 明了 р? = (exp X)2. 今 由 
ad. ЖЖЖ УУ, ad X 为 对 称 方 阵 ， 所 以 证 明了 pp = eX = 0. 
因此 KOP- пехр = {е}, 即 过 点 еК©Р- @ G 轨道 为 Hermite 
对 称 空 间 С/К. 和 定理 5.4.3 —Р{, ПЫН ҮШ n 为 到 内 的 双 
ФН, Н m9(G/K) 在 商 空 间 GC/(KCP-) 中 为 开 子 集 . 证 完 . 

由 定理 5.4.3 及 定理 5.4.4, 我 们 将 非 紧 型 Hermite 对 称 空间 赂 
АНЕ АК Я Hermite 空间 中 ， 即 有 


(exp P)K = G/K — GI (KOP) —, G/K. 
对 应 定 习 为 | 
9К У 9К©°Р-, у ge б, gKOP- 5 (К, V g € G. 


注意 到 (exp) х К > (ехрФф)К = G 29 XY Ж А) Е, 
所 以 exp XV X € % 遍历 商 空间 G/K 中 的 所 有 不 同 左 旁 集 的 
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代表 元 素 . 下 面 来 考虑 PTKUP c GC， 由 引 理 5.4.2 可 知 ， 
Р+КО©Р-/(К©Р—)у 为 商 空间 СС/(КСР-) 的 开 子 集 ， 且 由 P+ = 
exp, 及 P+ x KOP- — Р+КСР- 为 双全 纯 同 天 可 知 ， 在 商 
空间 
.P+ECP ҚКОР-) = PHKCP-) 
P, exp X, V X € B, 遍历 了 折 有 不 同 左 旁 集 的 代表 元 素 ， 在 下 面 
我 们 希望 证 明 
СКСР- c Р+КР-. 
这 样 。 我 们 就 可 以 按 上 述 对 应 ， 给 出 
(exp Х)К э (exp XIKCP- ={(ехрҮ)К©Р-, Vv X e m, 


其 中 了 YE ,., 且 由 于 唯一 决定 ， 这 就 是 Harish-Chandra T A. 
为 了 证 明 GKSP- c P+KP-, 我 们 给 出 

引 理 5.4.5 R GAEAF E, O 为 G HERA, 
®=я+ 为 实 半 单 李 代数 O 的 Cartan 分 解 . 设 ® 的 最 大 紧 
Cartan РК СЯ. іа 2 = 60 关于 Санап 子 代数 5С 的 根子 
空间 分 解 为 

&=®© = 5° + Уу” La. 
xC A 

W. В 为 复 半 单 李 代 数 £ 的 Kiling Ж, ha € /-196, 有 alh) = 
B(h.,h), V h € ЯС, X Weyl Æ fe, |V a € AY, WE 


expš(e, е.) 
= (exp (th (а))е,)(ехр(—а ?log(ch (at)))ha ) (exp (th (а))е_ а), 
其 中 t€ R, 2a2 = B(h,, h.) > 0. 
Ш e, ea ha 构成 三 维 复 单 李 代数 s1 (2, C) 的 一 组 基 ， 
它 决 定 了 复 连通 且 单 连通 李 群 GC 的 复 子 群 SL (2, C). 
令 有 表示 


所 以 


exp Ке + ea) 
= exp (at) ( ° a) È а (о 1 ү 
от) шетт (13) 
~ (° “үө ) ( š о ch (aD) ( th (at) ' )- 


exp (th (at))e, =( К 1 ) i 
exp (th (at))e_ „= ( th (at) 1 ). 
-1 
exp(—a 2 logfch (аё)))А, = ( (ch (e) ch (at) ) . 
证 完 . 
定理 5.4.6 符 导 同上 ，Boerel А т: G/K > GO HKO P) 
实际 上 给 出 7: G/K — (Р+УК©Р-У/(К©Р-). 
证 ”我 们 先 证 СКОР- с Р+КСР-. 事实 上 ， 由 定理 5.3.1 
的 (3), 有 G = (exp P)K, 所 以 问题 化 为 证 exp c Р+КСР-, 4 
李 代 数 ó 的 子 空间 P 的 复 化 P = Tp. +P, 其 中 P+ = (X + 
'-ЦС,Х] | V X e p]. FEER X €p, W| X = 3(X+ + X_ ), 
其 中 X4 = X = yije X]. 而 5 = (8,0) 有 о(Х,) = о(Х— 


vile, X]) = X — vile, X] = 
今 人 P+ E Š, ШЗ 22.1, FEER В; e€ Дф,1<і< r 


аА 


ХОЕР Ж. 使 得 


N= у (ед + ea.) 


i=l 
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为 з 中 极 坟 变换 子 代 数 ， 今 с(а) = —о, 所 以 aleg) = Efo 而 
c (es, + ep,) = ез, te-a 则 由 引 理 5.4.2, 有 


exp Y (ев, +e_a) € Pt KŠP-. 


由 于 Al уАе ER, 所 以 exp 9 = А 有 A С Р+К©Р-. 六 此 
КАК c Р+КСР-., 由 定理 5.3.4 使 证 明了 G c Pr KC p-. 
所 以 为 了 证 明定 理 ， 我 们 先 要 证 明 Gn (KS P-)= K, НҢ Ж 
明 (СК©Р-У/(Р+К©Р-) 为 开 子 集 ， 由 G = Kopp, НЕ 
证 ехрф 7 К©Р- = {е}. ÆR exp X € КСР-, Фф Xew, 即 
expX = k.expY,k ë KI YEP. 4 
Blexp X) = (exp Х)-!, Bk) = k, BlexpY) = (exp Y) 2, 
所 以 有 exp Y = (exp X)k. 因此 exp2X = exp2Y. 由 ady ЖЖ, 
ad X 实 对 称 便 证 明了 ad X = 0. ЖХ = 0, RE exp pn EC P- = 
{е}. 另 一 方面 ， 有 
dim R(GR+ P )/(K* P-) = dim RP = 2dim оф 
= 2dim с(Р+КЪР-)/(К+Р-) = dimaR(P*K+P-)/(K+P-). 
至 此 证 明了 (GK+P-)/(K+P-) 为 (Pt+KCP-)/(K+P-) 的 开 子 
Ж. 证 完 . 
于 是 ， 我 们 有 
定理 5.4.7(Harish-Chandra ЖА) 设 G 为 实 连 通 半 单 李 群 ， 
且 无 肾 因 子 ， 又 适合 定理 5.2.14 的 条 件 ， 即 G/K 为 无 紧 因 子 的 
Hermite 对 称 空间 , ДЕЕ Јр В Е е, Е: G/K 一 pt 
жт. 
С/К = (ехр)К > (охр)КСР- = (ехрф+)КСР- — m+. 
《 称 为 Harish-Chandra ЖА, 它 有 
D = £(G/K) 
= {(АаК) у” Aca |N ER, |а < 1, 1<:<r) c m+, 
+=1 
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其 中 Aco b 为 强 正 交 根系 , X Ad(K) 为 西 群 U (r) ВЕТ. 
证 由 定理 5.4.6, 有 到 内 的 双全 纯 同 胚 
n: G/K  (Р+КСРУ-}Қ{КОР-). 

H G =({ехрф)К,ехрф п K = {e}, Pt n KOP = {е}, 所 以 有 
GIK = (exp) K — (exp) KIP c (Р+КСР-) (КСР). 
由 exp PN К©Р- = (e), 可 知 它 为 到 上 的 双全 纯 同 凸 . 由 P+ n 

KOP- = {e}, 可 知 

(exp X)K%UP- = (exp Y)KE PT, 
EP X e g, Y e +, B X — Y дш pt 内 的 一 一 对 应 ， 
于 是 有 Hermite 对 称 空间 G/K 到 复 流 形 (P+KCP-)j(KCP-) 
W BJ K ak 8]. 但 是 Pt n KSP- = {e}, Pt = ep Pa, 其 中 
exp AREARE. 所 以 我 们 给 出 复 流 形 (PtKCP-)/(KC P-) 
到 PT = ep Ph 从 而 到 p. 上 的 一 一 对 应 ， 显 然 这 是 双全 纯 同 
肚 ， 至 此 给 出 了 Harish-Chandra ЖА, Е €. 


下 面 来 具体 刻画 ¿(G/K). AE, RIEBER Cartan + 
代数 5 作 复 半 单 李 代数 了 = БС 的 根子 空间 分 解 


8° = t= 57 + 5 La, 
QEA 
E= у bo POS у La 
` Ea аЕА т 
FER a € Am. Же. € £, 使 得 
(1) r(ea) = —e_s; 
(2) les.e_a] = ħa, [ha, e+a] = +B(h.,h.j)e+a. 
FE tatta llea- е.) EP, X e. € Py Yace Аф. 
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为 了 刻画 4(С/К), RIESE ехрХ є РЕК©Р- ЕТ 
Pt 上 的 投影 ， 记 作 ((ехрХ), 这 里 X єў. 今 由 定理 5.3.4 有 
P = (Ad K)%, L X = (Adk)Y, Жн k € K, Y €A. mi exp X = 
exp (Adk)Y = (ад k)(expY). 另 一 方面 ， 李 群 G 在 Hermite 对 称 
空间 G/K 的 作用 为 gK > gogK, 其 中 go є С, 于 是 在 商 空间 
(GKCP-)AECP-) 上 诱导 为 gKCP C > ъаК©Р-. 

HEER X є,ЕЄ K, m 

(exp X)KI PT ~» klexp XIKCP- 
诱导 的 投影 有 《(exp 瑟 ) — C(R exp X). іа 
exp X = uku, ur€ Pt рє КС, 
则 
k exp X = ((ad kju )kk'u_, 
其 中 к e KS. 而 [4,95] c Ph, 又 存在 Z Epu = exp Z, 所 
以 (adk)u, = (ad E)(exp Z) = exp(Adk)Z. 而 (Ad K), C Ph, 
所 以 证 明了 当 ¿(exp X) = u, 时 有 C(Fexp X) = (ad k)u+, 即 给 出 
(GKCP-)/(KCP-) 上 的 全 纯 自 同 构 | 
Clexp X) 一 (adk)t(exp X) = ¿((ad k)exp X). 
即 
exp Gr(X) — (ad k)exp(,(X) = exp (Adk)c,(X), 
所 以 诱导 了 子 空间 p. 8 p. Ей А Б 
G(X) > (Adk)X.(X), V X € m. 
因此 
&(G/K) = $.) = с. (Аа KM) = (Аа Кс, (97). 

所 以 问题 化 为 求 


ç. (W) = LUS Alea: нед) | V N € R). 


i=] 
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由 引 理 5.4.5, 所 以 
¿(exp Аер, + e—a,)) = exp (th (a; M))ec, 


其 中 а: = у B(ha,; Ва, )/2, 1 < š: < r. 因此 


C(A) = (У (аА) ев, |Y An ttt Ar € RD. 


i=1 


当 А M R Ff, th(a;A J) 遍历 (—1,1). 所 以 证 明了 


EA) = (S tieg, | V —1<{41,-,ф„ < 1}. 
i=1 
上 面 给 出 了 非 紧 型 Hermite 对 称 空间 G/K 可 实现 为 交换 复 
李 代 数 pt 的 子 集 


D=((AdK)> ieg | —1< А, < 1) cC pt, 
i=i 
其 中 A... ,8, 为 强 正 交 系 . 又 复 半 单 李 代数 £ = БС 的 Killing 
型 B(x,y) Æ P LEE. 所 以 Б(т,т(у)) 在 P4 上 为 正定 Hermite 
双 线 性 函数 ， 即 为 复线 性 空间 第 + 上 的 内 积 . LER КЄ К, 则 由 


(z,r(g)) = В((Аа к)г, (Аа kyr(y)) 
= B((Adk)z=, (т(АЯК))(0)), V z, € Ф", 


便 证 明了 在 Pt 中 存在 关于 内 积 Bie, riy) 的 标准 正 交 基 ， 使 得 
线性 变换 Adk ВЛЕ ЕВР НЕЕ, УКЕ К. 定理 证 完 ， 
最 后 ， 我 们 给 出 一 个 例子 来 说 明 如 何 计算 Harish-Chandra $ 
入 的 . 
考虑 自然 数 1 < n m G = SU (n,m) 定义 为 


其 中 X € 5L(n +m,C). Йй КҮ € @ = su (n, m) 定义 为 


Ir O I 0 y 
(2 °)+(% sy )y=s 


即 
A B —r — 
y=( 2 p). A+R = D+ D = 0, паар 
i Z e A, ШШ 
z-(é р J 4+2 =D+D =0, wA=trD=0, 
记 Z e @, WJ 


~ о Бъ") 

#-(® "о )' 
这 时 б = я +9 Cartan 分 解 . 在 只 中 有 Cartan 子 代数 9, 记 
H єў, Wil 

H= ( УТА Ü 

T 0 V—1Às /? 
其 中 A ЯЯ, trA; = 0,9 ERAK Cartan 子 代数 . X 
€ = 9С = (п + т,С). R A HRF Cartan 子 代数 92 的 根系 ， 
有 

ЯС = $° + Y ` eg, g° = Y ` Le 


aca оЄєА з 


于 是 Да = {finga í j), В 


„ò uey 0 0 0 
fi ( 0 о). “= (o ea — ej; J ' 


Аф = fh, hi, ¿i < n, 1 <J < т}, 其 中 


Eii 0 
ы=( 0 —ejj ). 
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e 表示 第 i 行 ,第 j 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 零 的 矩阵 .于 是 
вр = (0 00}, 1сп ій 
fij 0 0 3 — "i 一 H 3 
% =< (0 ° )> 1 < š,j £ m, iZ j; 
0 е: А А 
0 )> 1<і<єп, Ejam 
sm =< ( )> 1< < m, 1 < j “< m. 
z ез Ü 


记 Ey 为 (m + m) x (n + m) FE, ВЕЖ r. Ж; Лос 
1 外 ， 其 余 元 素 为 零 ， 则 在 5° 中 有 基 


Ei — Enimnitm; li<n+m—l1. 


于 是 确定 了 正方 向 ， 且 在 Ар ФЕ 


ka = ha (9 2). 1<i<n. 
于 是 
т-у ®&={( 9 ) | жп хт зен), 
т-- E &-{( ç о) |с т x n C138 
而 且 


(| ( 3 А ) ГА = diag (A1, А), 


0 0 : 
б = Í ( 0 УТА, ) | Ao = diag (m, +++ stim) J, 
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其 中 М, Hi Є Е. 正方 向 按 he sy, Bema 912: a m1,n ЖЕ. 
Pr еер ={ (3 7) | 如 为 nx BERL, 
г) [Сарп x m ЭШЕ}, 


к={(% у) ssum+m), 


(А) (sh(A) 0) 

| } 
( "œ ) (~ z) 
ЗА), A; € R. $ Р+К©СР- фу Х 5 


T vhe nee V). 


v 


A = ера = Í 


其 中 A = diag (Аз, :- 


现在 计算 G PEREP 的 投影 . ç G 中 元 素 (2 D) 
有 


(#>)( 9) (2 8)-(5 5). 


АВ= 00р, АлА-Сс=1, ĎD-PB=]. 


Вр 


Ф Z = BD-1, РАЖ В = 2,0, 代入 有 ZZ = C4-1 而 且 


AU- 2025)А= 1, DU -ZD = I. 
于 是 


I- Z >0 I- Z Zo> O. 
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х _ 
Ау =(I-—ZoZ0 )5, D, = (I 20 Zo)š, 


则 有 АА = U e 0 (п), рр = V € U (m), Bj 
А = AU = (1— ZB iV, D = (I — Zo Zo) V. 


BJ G 中 的 元 素 9 可 表示 为 : 对 任意 nxm BER Zo A 01-2075 > 
0, HEBE U,V, 有 


_fA BY ү AU DWV 
8 Se pJ VUZYAU DV 
_ А, ZaD U 0 
А ZA, D. оуу: 


于 是 对 P+KCP- ЛЖ ( 加 ВИ) 3888 x = 


RA 
А ZoD U 0 U, + Bve B Vi 
DA D 0 V Ca V, 


_ U, + BVC Mbo 
Е С Va i 


mi 
®% = Di VV, + Zo AWU B, V, 
于 是 


Вз = (AAU ВУ) + ZoD VVD V V + Zo A: U ВИ). 


乘积 后 的 矩阵 在 P+ 中 的 投影 为 ( 1 (ав, + B)(CB + ру”! ) 
注意 到 P+ = exp Pr 其 中 对 应 为 
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所 以 取 В, = Z, Bx = W, WER G 中 元 素 9 在 Р+КОР- 上 的 作 
用 诱导 了 第 + B pe КЛ] 
W = (AZ + BXCZ + р). 


下 面 来 考虑 Harish-Chandra KA WIR D. 今 ехр 中 元 素 在 
P+ 上 的 投影 为 


ch (A) sh (А) 0 
| (>) [м 3 ) 
0 0 І + 
-1 
Ë ( sh (A) o) (A :) ) 


0 І 
( I ( (А) 0) ) 
0 І И 
所 以 在 p, 上 的 投影 为 (th (A)0). Ж ААК 的 作用 为 


(лав) ( 0 (th (4) 0) ) 


(өтм (а о) (5 =”) 


(9 U(th (А) OV ). 


Ü 
Rh U € U(n), V єт). 5 
(= diag (tt) 


ЖШШЕ ti = thà; € (—1,1) 可 知 


t“ 
"(ol .. BE -1< tsin < 1}. 
Én 
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И n x m ЖЮ Л, CHAREE (—1,1) 间 ， 当 且 仪 当 
I ZZ' > 0. 因此 Harish-Chandra 嵌入 的 像 为 


[Zn x m SIERE] I — ZZ > 0). 
而 全 纯 自 同 构 群 的 单位 连通 分 支 为 
W = (AZ + BXCZ + D) `!, 


其 中 


A B I 0 АХ C N /I O 
( с D 0 -I вр} Vo -Ij 
出 此 可 知 ， Harish-Chandra АЈ D 中 的 实 参 数 tb. t. 为 
HER Z 的 奇异 值 ， 而 边界 为 
[Z, nx m MIE | rank (1 — ZZ') < n), 
Silov 30 F5 
{Z, nx m MIER | rank (I — ZZ) =0} 
={Z,nxm AER |22 = I). 


8 5.5 Harish-Chandra 嵌入 的 性 质 


# G 为 非 紧 型 实 连 通 且 单 连通 李 群 ， @ 为 李 群 G 的 李 代 
数 ， 它 有 Cartan 分 解 B = R +%. 设 dim Ca(8R) = 1, 且 存 在 元 素 
c € Ca[ 角 ,使 得 


Cefc) 一 R, {ad фс)? 一 一刀 . 


记 G 中 子 集 
K = No(exp e), 
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则 无 为 紧 子 群 H K 的 李 代 数 为 凡 记 K Яс 中 包含 紧 李 
TE KORREKTE, WA 
K° c K c K, 

其 中 R° = K° 分 别 为 紧 李 群 让 及 天 的 单位 连通 分 量 . 

Н K = Na(expe) TA, ÆR G 的 中 心 C(G) c K. НАК 
数 名 单 可 知 CG ЖЕТ, НЕВЕ А, Н 
空间 

G/K = (G/(O(G))/(K/(C(G))) 

为 Hermite 对 称 空间 . 它 是 非 紧 型 ， 复 结构 为 了 = абас. 


今 李 代 数 6 的 最 大 紧 Cartan 子 代 数 ся 复 单 李 代 数 
£ = 5С 有 根子 空间 分 解 


£= + £a ED 》 bo P= Y ж... 


аел eEÀ A сЕДАр 


在 Аф 中 引进 正方 向 ,使 得 — —le(c) > 0 ЧН z > 0. 再 任 
Ң Ля 中 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 ， А 中 有 正 根系 . 于 是 在 
Ap 中 有 Harish-Chandra 强 正 交 根系 0 < ñ, <… < Ar 
由 @ = (2,0),B = 8 + /—TE = (G.T), 0 = or 一 ro 为 
Cartan 对 合 ， 于 是 复 单 李 代 数 有 变换 子 代 数 
Pa = (X F /-l[e, X] | V X EeP}, 


而 exp. = РЕ 为 连通 且 单 连通 交换 李 群 . 另 一 方面 ， r|a = 
іа, тїз = —id. ÆR a € As, Ше, € La A 


[ease-al = ha, Bilha, h) = о(А), V h € $°, 
所 以 Blea,e_a) =1. 再 
T(ea) = 一 号 ， (ea) = ёш, 
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所 以 Bee, = ¿(es + Ec) = (еа + (ев). H Ea = e—a, Ё Кее = 


Lea te-a) МЗ НЕК 
a= DDESG +є-3) | À1,: tAr Е R}. 
i=] 


于 是 在 实 单 李 代数 6 中 有 最 大 向 量 Cartan 子 代数 9o = Doct 
A, 其 中 бос © я, с Ф. 复 单 李 代 数 £ = ec 关于 Cartan 子 代 数 
5S УЖ Т SE 

£= 6° = 56+ у, Oa 
«єл? 

而 А' 实 线性 生成 实 线性 空间 уло. +A ÆA RRE eg + 
e_anl < t < T, 再 在 V loe PRE, 从 而 在 v-o +A 中 引 
进 正方 向 ， 

由 于 AC б, 所 以 复 单 李 代 数 名 关于 ad (9) 有 根子 空间 分 解 


£= 049) + у, Be. 
2774 


其 中 А. 称 为 限制 根系 . 记 根 系 (лу 中 子 集 
P, = (88 (2А), (0) # 8}, P. = (Bñ e (Ant, 0“(0) = 8}, 
于 是 有 P. ПР = 0, P. UP. = (49t. BS 
引 理 551 符号 同上 ， 则 


Са) = 90+ У 6, + У Ga, 


аєР- ає-Р_ 
6; = > бв. 
BePrut— Pr Bla=t 
Ш $id ha E v Iho +A, EH B(h5,z) = B(z), V z € 
VY 一 10e + 0. 于 是 hs = V-IX +Y. Жф X € ño. Y € @. JQ 
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0*(8) = 8 ЖР 0(h5) = CIX -Y = hk = V-IX + Y, В 
Y = 0 所 以 有 EPE Uf- 已 ) 等 价 于 hs € М'—1бос. 由 于 Б(А,@) = 
0, ЯТ fla = 0 当 且 仅 当 8A) = 0, 当 且 仅 当 B(hs, W = 0, SH 
仅 当 Rs € /—1l9os, Bl AA) = 8, & B € PuU(-P_). 至 此 证 明了 


ce 加 = 好 + 和 cr SÜ л. 


а«єР._ -аЄєрР_ 


再 5 = у “+ 二 бы. M z € @ 3 B IX 8 [X,>] = 


СЕА. QE— P+ 
£(X)z=, V X € 9, шге" 为 实 线性 空间 Q 的 对 俩 空间 、 今 
eu € 22, ЖФ a € РҮ, 于 是 e(a) = o, а = É y—le' + a", 
其 中 о € (Y-I), € W, 有 а” Z 0. SAR X 8 %, П 
alX) = ута (Х) + a"(X) = o" (X), 所 以 证 明了 


ё; = бв. 
SEP+U(—Pr) Blan=s 


引 理 证 完 、 
XT S f 
引 理 5.5.2 FSAL MHRA A, 为 


ш с, 型 
Ar = {+15357 tijt 1 < j< k < r), 
(2) ВС, ж, 


А, = {+é;, +2Š;, 1 <j En, +4; E £k, 1<ў<К<т}, 


Н 
бт б; = 2, шб. =1, 1<ў<т, 
dim бее, = a, 1 < i < < т, 

其 中 а Яй 5 ЖЖЖ. 
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今 Harish-Chandra ЖА ç 有 С(С/К) = D, E dh D c Z, (= 
С",п = din ci), 定义 为 


D = {(AdK)Y teg | -1<t < < t <р, 
i=l 

其 中 Arole 为 根系 A 中 的 强 正 交 根系 . 

引 理 5.5.3 10 Hermite 对 称 空间 С/К 的 复 结构 为 了 = ad фс, 
则 

To = с! olog, 

为 实 Euclid 空间 P, 的 通常 复 结构 ， 即 P, 为 复 Босна 空间 . 

Ш SAR ke kK, ij Adk 为 Hermite 对 称 空间 G / E 的 全 
а Н), В Lo Adk = Adko L. 于 是 有 (ometrloAd 大 一 
Аа кос, о Гоф. {ШШ Јоо(соАакос,) = (C7 loAdko(,)o o, W 
С оАакос, ЕЖ P 上 的 线性 变换 , 仍 记 为 Adk, 则 Ad kod, = 
с.о Adk. 于 是 有 одак = Adko D. < (ad P) 为 紧 李 代数 Я 
的 实 不 可 约 表示 , 所 以 (аа, Ф.) 为 紧 李 代数 中 的 复 不 可 约 表 示 ， 
因此 (Ad P4) ДЖА КО 的 复 不 可 约 表示 . 由 Schur НИШ, Н 
知 线性 变换 L 为 纯 量 变换 . 但 是 H = -id, Вр 1, = 士 V 一 Ifid)， 
我 们 取 五 = упа. 这 证 明了 实 线性 空间 第 + 的 复 结构 为 通常 复 
Euclid 空间 的 复 结构 ， 引 理 证 完 . 

定理 5.5.4(Hermann) Harish-Chandra 嵌入 可 表示 为 


C(G/K) = D = {X € P* | jad Re XI| < 1}. 
证 57 有 内 积 
(z, У) = _ B(z,T(4)), 


于 是 任 取 X є m, 有 IXP = (X, X). 而 对 于 C 上 的 复线 性 恋 
& А, 有 
A= Sup (АХ). 
Xepe XI <1 
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注意 到 (P) =P- X 
їт(Х)[# = —В(т(Х),т®(Х)) = —B(X,r(X)) = Х|. 
因此 由 
Р = (лаку Y tiep, | —1< Hh, L, < 1) 

t=1 

可 知 ， 我 们 要 证 明 

ladRe(AdK)S tieg || = ad Re > ties,|| < 1 

i=İ i=l 

当 且 仅 当 -let t. < 1. 

首先 ， 任 取 Х,У € C,k c K, Ж 


(ад (Ad к) ХУ)? = —B((ad (Аа k)X)Y,r((ad (Ad k))X)Y) 
— В([(Аак) Х,У}, r[(Ad k)X,Y]) 

— B((Adk)[X,(Adk-l)y],(Adk)r([X,(Adk-1)Y]|)) 

(га X)((Adk-1)y)|2, 


l H H 


因此 
lad(Adk)X[— _ Sup ` Mad(Adk)X(Y)I 
Yert,lYisi 
= Sup [|(а4Х)(Аай (r) 
ҮЄР+ JS1 
= Sup l(ad Х)(У)ІІ = laa Xi 
YeP+,lyliz1 
这 证 明了 
lad (Аа АХ = ad Xl, УХ. 
另 一 方面 ， 有 
adRe weal 5 ad Re iea Y |. 
ladRe J teal = Sup (айне D tea )Yi 
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W pi C+ У Ge Y ep. ИЩ Y s + У) Yk; ЖН 


+ + 
¿eat esat 


(ев, +е-в,) ЕЯ. 所 以 


1 
Yo € Gh, Ye € Gi, X hk, = Reep, = 2 


(ad Re Y нен) = Ун [he,, Yo 十 y Ye] = ~ у) tit(he, Ye 


i= i= + (= + 
і=1 і=1 gcat i=l reat 


而 


ане Dea Yi Xu, Do EdE (he Ye Ye) 


1 =l сеа 


Е р 012+ у, Yei? 


+ 
АТ 


НР EAE В (Vz, Ye) = 0, 所 以 


lad (Ве Уеа Эр? >, «(еве Уг? 


i=] — ij=l cat 
iYi? У + У Уа? 
3 
这 证 明了 
llad Re у eall < за у ы (h )| 


т=1 А 记 1 


已 知 
1 
& (8) 一 bij B(hg, Re,) = бу B(3 (ев; teg), > (eg, +є-в,)) = 5 бо 


而 £ 取 26,65. + Eg, tr 之 一 ， 所 以 


к\з м, | <1, 


ceat 
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当 且 仅 当 -1<t, t, < REZ. 

定理 5.5.5 Harish-Chandra ЖА D BHA, НЕШ Ид 
Жорт Я, 

证 у= = t, = 0, Ш] 0 = (Ad K)0, В + 中 的 域 D 
BARA. HEH 5.5.4 立即 可 证 域 D 为 凸 域 .余下 和 证 它 甘 于 原 
点 为 圆 型 域 . 事实 上 ,由 于 有 сє Ся(я), E (Аас)? = id. ж 
由 exptadc € Ad K,V t € R. W 


exp tad pe = 5 x (ad жс) 


= (D. ВК (1) а 
= У; ea q +Y rO "ED! Pe 
= (cost)id + (sin tad pe 


& ade 为 Hermite 对 称 空间 G/K 上 的 复线 构 ， 已 知 它 话 导 了 
Harish-Chandra ЖА. (ЕПА D) 上 的 变换 为 viid. 所 以 exp tad pe 
诱导 了 域 D 上 的 线性 变换 为 
(сов га + (sint}(v Tid} = eva). 

ШЖ D 上 有 双全 纯 自 同 构 z> еУ710:,0 < 8 < 2л, 这 证 明了 域 
D 是 以 原点 为 中 心 的 圈 型 域 ， 证 完 ， 

BR, лак ÉRD 上 为 西 线性 变 措 ,这 证 明了 原点 的 迷 向 
子 群 由 一 批 正 变换 构成 . 

下 面 来 计算 域 D 上 的 积分 . 

引 理 5.5.6 符号 同上 . 设 最 大 向 量 Cartan 子 代数 Ho = Sot 
A, 其 中 Sos C A. EN 为 台中 所 有 正则 元 素 构 成 的 开 子 这 ， 记 


M = (k e K | (Adk)% = A}. 
则 M 为 紧 子 群 K MPK TE, УВ о: 
(КУМ) х — (Ad KJY = 9, 
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23 БАТЕ, Же p 为 第 中 所 有 正则 元 素 构 成 的 开 子 
Ж. 
üE ЫЕ е 0 — ВН. Ж ki k; € К,Х,,Х € Я, 使 
得 (АдА,)Х, = (Ad ko) Xa, 于 是 对 天 = Е € K, # (Adk)X: = 
Хз. 因此 对 中 心 化 子 CX: i= 1,2, 有 
(Adk)C(X,) = C((Adk)X,) = С(Ху). 


由 于 (Adk)& C K, (ААК Ф c P, ТИЖ (Ad k)Cy (Xi) = C; (X.). 
考虑 由 ез, +e gj. vl(eg, 一 е9,),1 LILT 线性 生成 的 子 
空间 +, 我 们 来 证 子 空间 CX) 包含 在 至 中， 设 若 不 然 ， 则 存 


在 Y= > (caes + Eala) 其 中 сь € C. 4 ё, = eo, 
EA Lr 


由 Х = 和 tes 十 e-p,) REKK т, 使 得 X Z 0, 再 取 最 高 的 
8, 使 得 8 є ARB E Bo Beca 9 0. 由 强 正 交 根系 的 定义 可 知 
Ait OEA, ТАН [X,Y] = 0 可 推出 Асо = 0. 这 导出 了 矛盾， 至 
此 证 明了 断言 . 

但 是 取 X, 为 正则 元 素 ， 贴 显然 Cp X) =A. 

S (Аак), = P4, 使 证 明了 (Аад = Аф. 35 — J I, 由 
(АЧ ACT) = Cp (Xs) 可 知 (Ad k)° 给 出 强 正 交 根系 Bor 
的 一 个 排列 于 是 (Аа) = A, B £ £ М. ЖЖ ШЕН ТЖК М, 
Ж X, = Х». 所 以 证 明了 一 一 性 . 

ATERN (КУМ) х W > (ААК) 为 双 解 析 同 胚 ， 只 要 
计算 Jacobian Ж Т. 在 (K/M) xU 中 任 取 一 元 素 (ЕМ, Xo), 其 
Ф k € K, Xa € 9. б 

((k-exptY)M, Xo +32), Vtsc RY e R, Z e A, 
Poh Y g mt 0 为 紧 李 群 4 的 李 人 代数， 而 且 


((k -exptY)M, Xo) > (Ad (k - exptY))Xo, 
(kM, Xo +82) > {Ad ку(Хо + sZ). 


(Аа (k .exptY)) Xo = (Ad k)(exptad Y )Xo, 
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微分 得 (Adk)(ad 了)Xo. 又 (Ad k)(Xo + sZ) 微分 得 (Adk)Z, 所 以 
Jacobian 为 


(Adk)([Y, Хо] + Z), V Y € &,Z ë 9. 


今 由 Хо 为 正则 元 素 , 所 以 有 {[У, Xo] +A] V Y e 8,Y FN} 一 第 
这 证 上 明了 映射 K/M xW — (Аа) 六 到 上 的 双 解 析 同 构 ， 证 
76. 

注意 到 实 半 单 李 代数 Б 中 的 所 有 正则 元 素 在 ® 中 (作为 Eu- 
clid 空间 ) 为 竹 密 开 子 集 ， 所 以 交换 子 代数 所 中 的 所 有 正则 元 素 
ЖЯ 中 为 稠密 开 子 集 ， 记 作 w. 记 A = ept, HI А’ 在 连通 交 
HER A 中 为 稠密 开 子 集 ， 所 以 КАК 为 李 群 G = KAK 中 的 
HEFTE. 因此 Harish-Chandra А Н D 中 有 稠密 开 子 集 
G(0), ДФ G Фл g, дє G 定义 如 下 :; 对 с/к 上 的 全 纯 自 同 
构 9, H gK > gK. 它 诱导 了 (P+KCP-)/(KCP-) 上 的 映射 
чыК©Р- > gu, KCP-, За gu, # P+ 上 的 投影 为 (gu), 则 为 
иь > (gu+) ERFT EI} exp X, > expY,. 于 是 当 X+ED 
HF, OY, = g(X.). 

今 Hermite 对 称 空间 G/K 的 Riemann 度量 为 Killing 型 B, 
它 决 定 的 种 积 元 素 记 作 ас. 

X K EBR KARTE M, 而 此 及 喘 分 别 为 它们 的 李 代 数 . 
今 李 代数 由 有 内 积 -Bie y) 紧 子 代数 я 中 关于 子 空间 ОЛ 的 正 
KIR Я, 即 有 空间 直接 和 中 = ЯЛ Ñ. 这 时 ， 切 空间 T. (K/M) 
线性 同 构 于 А. 所 以 ， ~B(X,Y) 诱导 了 切 空 间 w(K/M) 上 的 
内 积 ， 它 可 作为 商 空间 K/M 上 的 不 变 Riemann 度量 ， 它 所 
决定 的 标准 体积 元 素 记 作 dkm. 由 引 理 5.5.6 ШЕН р, вА 
e: (КМ) х — (Аа KYA 的 Jacobian p. 为 


Ф.(ЕМ, Хо) = (Ad k)(IIR, Хо] + A), 
W p = @+ Fe 到 + яй = у], 中 元 素 Te 有 [Xo Ti] = 
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Хо). 今 


1 1 
B(hi, hi) = 吾 (了 (ee +е-в,), у(єв, + ©-в,)) 


1 1 
= zP Ean ee) = >Š 


所 以 vVŽh +, V2h, 为 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 又 在 EnG, 上 取 
RF —B(X,+r(Y)) 两 两 正 变 的 单位 向 量 ， 当 Хо 为 正则 元 素 时 ， 

EX) Te €(X6) Тему Ж Xo D), 从 而 是 P 中 两 两 正 交 
的 单位 向 量 . 所 以 Jacobian 行列 式 为 П (0), 其 中 т, = 


dim ®;. 
E C, 型 时 ， 
À, = { +3, +& +6, 12 j1<4ij<r), 
в 
dim ве = 2b, 1 < j < r, аф = a, t j, 1 S< š, < r. 
记 
£ (Xo) = Ё, 1 < i < T, 


则 
П хо" = JT g- g]. 
i=] 


agát 1җ4<]%г 


在 ВС, 型 时 ， 
Ar = { +é;, +2$,, 1 < j<", +£; +£, i J 1< ij <r), 
H 


dim @; = 25, dim Öze, = 1, 1 < J < r, 
dim z+. =a, Aj l Sij < r. 
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则 


П 0)" = (П) Ц -eefje 


x€ AT ЖШ i=1 
r 2b+1 
= (П) П &- 2. 
i=1 1<1<7<+ 
于 是 有 


定理 5.5.7 {ЕҢ f Ë O(G/E), WJ 
hof, dkar f JAAR) Dotee) 
(e ШП - Bidt .dt, 


<] 
其 中 co 为 正常 数 . ТЕС, WE, A= 2b; 在 ВС, 型 时 ， 和 == +1. 
又 对 Harish-Chandra A С, ДИ ¿(G/K) = D 有 
1 1 r r 
= aaa а r À 
[=], мм баю D tes [eo 


П – 2а, ---dt,, 
t<; 


其 中 co 为 常数 ， 
证 É fo 3358 D fE p, ЮКЕ, TE 


ИЕК 


Е 9. 为 p, ДНЯ Е, РЛ 


L.-L. 


由 引 理 5.5.2 和 引 理 5.5.6 便 证 明了 定理 . 证 完 . 
于 面 我 们 给 出 另 一 种 积分 公式 、 为 此 先 证 
引 理 5.5.8 MWH y: 


K/M x А! — G/K 
定义 为 e(kM,a) = каК, 则 其 Jacobian 行列 式 为 
№ [[ GbE", 


Вєді 


其 中 大 为 9 中 的 正则 元 素 ， mp = dim@5, 而 At 为 限制 正 根 
Ж, 和 0 为 正常 数 . 
证 SERERE ОЯ 


6 = Ce (A) 十 у, @в, 
йєЄ P, 


Ую 的 复 化 B= 有 


£=8° = CA++ у, S, 
ЄА.„ 


ER h € %, 则 Cartan 对 合 8 有 (h) = —h. 而 Xe EO 有 
[h, Xe + 80(Xa)| = 8(Һ)Хр — BIR)O( Xp), 
其 中 (А) а. й 
[һ, 18, Ха + 8(Xa)]] = (А) (Xs + Ө(Ха)). 
所 以 由 子 空 间 
G; = (Y € 6С, (ad R)2Y = (hY [V h € %), 


BEEN. 事实 上 8 EVIS +A, 而 B(T A) = 0. 所 
BAE h e а, 则 Ah) = Biha, h) = ВЫ, h), Ж h: Жр ha ÆA E 
的 投影. 
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今 紧 李 群 K 的 李 代 数 为 A K 的 紧 子 群 M ОА M. 
关于 内 积 Biz, у), M, ТЕ Я PEZE wm. 由 此 可 知 9 п 
Col) = 0. 于 是 [0,917] c ОЛ, BD mc Уу) Ges У Oe. 

Be+P, tex, 
所 以 
(DC 一 Уу) ë. | 
EEA СА, 


由 此 有 
(DC = Y Me Me = 90 n(). 


EEA, 
在 ӨЛ, 中 取 关 于 内 积 —B(z,r(u)) 的 标准 正 交 基 


为 了 给 出 映射 o 的 微分 ， 在 商 空间 中 取 曲 线 kh(exptTss)M， 
它 在 点 EM 的 切 向 量 计 算 如 下 ， 今 


k(exp tT, JM = (аа kjexptTa k M 
= (expt(Ad&)T, ijkM, vieR, 


这 里 上 Ee KK,kiM 为 流 形 K/M 中 一 定点 . 于 是 切 向 量 为 (Adk)Toi. 
对 五 1M x А 中 一 定点 (kM, exp Хо), И! 


е(К(ехріТ, х) М,ехр Хо) = (k(exptT,, :)(ехр Xo K 
= (А(ехр Хо)(аа (exp Xo) !)ехріТ, K. 


ЮВ т: С 一 G/K AARS, HH 
Ф(Е(ехр tTa, i) M, exp Хо) = п(к(ехр Хојехр (Аа (exp Xo) 1), 4). 
所 以 

(pep хоу) кум = (аер Xo) otel Ad (exp Хо) )T a,i 
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S Ты € 9 СЯ, Xo £ Сс $. П 
(Ad (exp Xo) To u = (Ааехр (--Хо)) Т, = (exp (~ad Хр): 


= 2 бю (ed ХаК, _ > E (Cd ЧА) 


k=0 


— > gr iot aX) Xo Tai] 
= (а(х) — (sh (a(X0)))a( Xo) Xo, Tayi]. 
H Tai € 9 C R, a(Xo) [Xo Tai] € p, 8] C P, 所 以 
т+(Аа{ехр Xo) Ti) = —(sh («(Хь)))=( Же) Xo, Т). 
因此 


(ps nr exp хь)) K/M 
= {Lxexp Xo ) К 一 sh («(Хь))е(Хь)* (Xo, Tail) - 


SR Xo 为 АЕ ДЈ, M 
УА, М (Хоу Хо, Tau) 1 < i < mahae Af 
为 再 的 标准 正 交 基 . 事实 上 ， 有 
B{[Xo, Таз], [Xo, Та] = —B((ad Xo} Ta, Таз) 
= — (XY B(T, Та) = —S a se( Xo)’, 

由 Ta 的 选取 可 知 断 言 成 立 . 

Bx K/M x А' 中 定点 (KM, exp Хо), 有 

PkM, (exp Xo)(expt(h¿.))) = (kK(exp Xo)(expt(he K 
= Lkexp xonlexp tihe, )) 


所 以 
(pel (rng exp Xola = (Lk-exp Xoj, Ta (hei) 
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注意 到 л: G э G/K ВТА P > Т.к (G/K), 所 以 
(емер хо) = (Liexp хо) her 
由 此 可 知 ， 跌 射 e 的 Jacobian 行列 式 为 
) П (о), 


c AT 


其 中 Ao 为 正 实 常数 ， 天 为 型 中 的 正则 元 素 ， 证 完 . 
于 是 有 
定理 5.5.9 {ER f ë C(G/K), Wi 


人 = 人， ам f flexp (Ad k)X) 
П (H (Biha), X))™ da, 


sg AZ 


其 中 & = exp X, т. 为 限制 根 o 的 重 数 ， A 为 正常 数 . 
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第 六 章 ”例外 对 称 典 型 域 


8 6.1 Hermite 对 称 空间 的 Siegel 域 实现 


由 第 五 章 可 知 ， Hermite 对 称 空间 是 下 面 三 种 不 可 分 解 Her- 
mite 对 称 空间 的 拓扑 积 . 第 一 种 是 复 欧 氏 空间 及 复 环 面 . 第 二 种 . 
是 紧 单 李 群 作用 的 紧 Hermite 对 称 空间 ， 它 有 四 大 类 和 两 个 例外 
Ж Hermite 对 称 空间 ， 第 三 种 为 第 二 种 的 对 偶 ， 它 人 科 是 非 紧 单 李 
群 作用 的 非 紧 型 Hermite 对 称 空间 .由 Harish-Chandra ЖА. {E £ 
теат Euclid 空间 中 的 齐 性 有 异域 ,也 有 四 大 类 和 两 个 
例外 域 . 它们 统称 典型 城 . 在 这 一 节 中 , 我 们 只 考 吕 第 三 种 情形 . 

四 大 类 不 可 分 解 对 称 有 界 域 的 实现 蚌 E .Cartan 给 出 的 , 它们 
是 

第 一 类 典型 域 (п, т): 记 Z 为 nxm HE BE, Жл 
独立 自 变量 ， 域 定义 为 


I- ZF > 0, 


ЖФ A nxn жЕ, H > 0 36 Hermite УЕ H 定 正 . 
ИЖА Rypin): 为 SU (n,n) 的 截面 ， 定 义 为 


I-ZZ 0 Z= Z. 

ЖЕЖ R(n): 为 Arn) 的 截面 ， 定 义 为 
I-Z >0 Z= -2'. 

第 四 类 典型 域 又 称 为 李 球 ,Riv(n)， 定 义 如 下 : 记 z = 
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(21,5752) € С", IJ 
jzz"| < 1, 1 + |22 — 2z2' > 0. 


为 了 给 出 例外 典型 域 ， 我 们 不 加 证 明 地 号 出 一 些 必要 的 定义 
和 和 结论 如 下 . 

Ж 56.11 R” 中 的 连通 开 集 V 称 为 锥 , 如 果 任 取 2 € V. X > 
0, 则 Xx € V. К" rh ËJ FE V ЖА FROH, 如 果 任 取 zy € V,t € 
[0,1], W zz + (1 — tw € V. 8 V Е" 中 以 原点 为 顶点 ， 且 不 
包含 整 条 直线 的 开 凸 锥 ， R 上 的 非 异 线性 变换 y = zÀ, 若 适 合 
A(V) = {zA |Yx e V} = V, RRA V Eii 线性 自 同 构 . 它们 的 
全 体 构成 集合 АН (У), 则 为 GL (n, R) 中 的 闭 普通 子 群 ， 所 以 是 李 
子 群 ， 称 为 VY 上 的 线性 自 同 构 群 . 当 Af(V) 在 VY 上 可 递 时 ， 称 
EV 为 齐 性 锥 . 

E п] тох m Hermite 方 阵 Н\,---,Н„, ШЕ" 中 有 向 量 西 
数 F(u,u) = (um, Ha V u e Cm. 

定义 6.1.2 W V AR hb Ай, RS 3 BH eh 
ИЧИРЕ, ШШ 


D(V)=1z€C"|Im(z) e V ] 


МЮУ 上 的 第 一 类 Siegel нй. 给 定 Rm” 上 的 向 量 函 数 F(u u), 
则 


D(V,F)= { (z,u) € С" x С" |Im(z) — F(u,u) € V ) 
Ж ЖУ 上 的 第 二 类 Siegel, 如 果 向 量 函 数 下 适合 条 件 
(1) F(u,u) = 0 ER u=0; 
(2) F(u,u) € V,V ú € Cr, 
其 中 站 АЖЕ V ЮЕ. 
第 一 和 第 二 类 Siegel 域 统称 为 Siegel i. 


”491 . 


设 D(V, F) 为 第 二 类 Siegel 域 . 如 果 对 锥 V КЖ FE Ë Fa] EJ 
у= тА, 存在 Q € GL (m, C), 使 得 
FG Q, uQ) = Fu wA, Vu € С", 


显然 非 异 线性 变换 > rA, u э uQ 将 第 二 类 Siegel 域 DIV, F) 
ШАЯ. 

ЖХ 613 Ж D(V, F) X Siegel 8. C" x C” 上 的 仿 射 变 
Жо: z —Ə zA+uB +u > zC +uD + ñ ЖЖ о(р(У, F)) = 
D(V, F), MARA DVF) 的 仿 射 自 同 构 , 它们 全 体 构 成 的 集合 
记 作 Aff(D(V, F) BA, LE Cr x Cm 上 的 仿 射 变换 群 的 闭 普 
通 子 群 ， 所 以 是 李子 群 ， 称 为 域 D(V, P) 上 的 仿 射 自 同 构 群 . 

易 证 

引 理 61.4 Ж D(V, F) X Siegel Ë, Æ V 为 齐 性 锥 ， 即 存在 
ЖУ 上 的 线性 自 同 构 群 АН (У) 的 子 群 Go fE V ET. 如 果 任 
W Go PER у= zA, 存在 Q € GL (m, C), 使 得 


F(uQ,uQ) = Fu uA, V w € C”, 
则 Siegel 域 D(V, F) 在 仿 射 自 同 构 群 Af ( D(V, P)) 的 子 群 
u= А — 2 V—1F(uQ, uo) + v 1P(uo, uo) + a, 


v= uQ - wu, Yacc R”, мєс" 


Кир. 

定理 6.1.5(Piatetski-Shapiro) С° 中 的 Siegel 域 D(V, Р) 
Фа НР Сен" rh Ë EBR. У Siegel 域 D(V, Ру 为 齐 性 
Siegel BË, 即 在 АЙЕ Б ВАШ ГОГИ F) ТЕЕ MIE аи Н ло 


上 述 概念 的 引进 及 结论 的 导出 的 历史 如 下 ， 

在 1935 年 ， 了 .Cartan 给 出 了 对 称 有 界 域 的 分 类 ， 以 及 除了 
两 个 例外 情形 ， 给 出 了 不 可 分 解 对 称 有 界 域 的 实现 .这 些 域 的 实 
现 被 华罗庚 教授 称 为 “典型 域 ". É.Cartan 给 出 了 两 个 例外 的 不 
可 分 解 对 称 有 界 域 {例外 典型 域 ) 写成 旁 集 空间 G/K 的 形式 ， 它 
们 的 香 维 数 分 别 为 16 及 27， 同 时， H.Cartan 计算 了 n= 1,2,3 
时 Cn 中 齐 性 有 界 域 的 完全 分 类 ， 证 了 明了 它们 都 是 对 称 有 界 域 ， 
从 而 也.Cartan 提出 了 如 下 重要 猜想， C" 中 齐 性 有 界 域 必 为 对 称 
有 界 域 ， 直 到 1959 年 ， Piatetski-Shapiro 在 研究 对 称 有 界 域 的 自 
守 函 数论 时 ,发 现 了 两 个 反例 ， 即 在 С Ж CS 中 各 找到 一 个 齐 性 
有 界 域 ， 它 们 都 不 是 对 称 有 界 域 ， 从 而 否定 了 É.Cartan 猜想 . 

由 于 Siegel 在 1943 FA, 在 研究 对 称 有 界 域 的 自 守 逆 数论 
时 , А Ё.Сагсап 的 典型 域 的 表达 方式 不 方便 , 于 是 利用 Cayley 变 
搁 ， 将 前 三 类 典型 域 表 示 成 无 界 域 的 形式 ， 俩 如 ， 在 第 一 类 典型 
RERE, ERE 

Im(Z) — WW > 0, 

Fih Z 3 nx n Jy ,‚ W ZJ nx (п-п) SE, Z, W 中 元 素 总 
ЖЕҢ nm 个 独立 复 变量 . 在 第 二 类 典型 域 的 情形 ， 表 示 成 


Im(Z)>0, Z'= Z. 


而 Piatetski-Shapiro 的 反例 也 用 这 种 形式 来 表达 ， 所 以 他 到 名 为 
Siegel 域 , 且 推 广 为 上 述 定理 6.1.6 的 形式 . 随后 ，Piatetaki-Shapiro 
引进 并 详细 研究 了 齐 性 Siegel 域 ， 得 到 大 量 姓 质 ， 并 举 出 了 更 多 
的 反例 . 直到 1963 年 ， Vinberg, Gindikin, Piatetski-Shapiro 证 明 
了 章 性 有 界 域 的 分 类 归 之 于 齐 性 Siegel 域 的 分 类 ， 在 1990 年 ， 
Piatetski-Shapiro 由 于 上 述 一 系列 工作 及 他 在 自 守 函数 论 方面 的 
贡献 而 获得 Wolf 奖 ， 

但 是 Piatetski-Shapiro 并 没有 解决 齐 性 Siegel 域 的 分 类 问题 
和 笑 现 问题 在 齐 性 Siegel i D(V, F) 的 定义 中 ， V E FZR 
上 是 抽象 定义 的 . 为 了 给 出 第 一 类 齐 性 Siegel 域 的 分 类 ， Vinberg 
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在 1963 年 作 了 尝试 , 他 用 一 类 非 结合 代数 的 子 集 来 刻画 齐 性 锥 ， 
另 一 方面 ， Gindikin MÆ 1964 年 讨论 了 一 些 函 数论 问题 . 

直到 1976 年 ， 作 者 在 齐 性 Siegel 域 中 找到 一 批 由 矩阵 关系 定 
义 的 可 具体 写 出 的 齐 性 Siegel 域 ， 作 者 到 名 为 正规 Siegej BÑ (BA 
名 为 N Siegel 域 ). 作者 证 明了 任 一 齐 性 Siegel 域 仿 射 等 价 于 正规 
Siegel 域 ， 但 是 仍然 没有 和 解 决 齐 性 Siegel 域 的 分 类 问题 和 实现 问 
题 ， 在 加 上 上 一些 条 件 后 ， 作 者 解 次 了 它们 的 分 类 和 实现 ， 这 类 域 
包含 了 对 称 Siegel 域 ， 从 而 在 1979 和 1980 年 ， 作 者 给 出 了 两 个 
例外 的 不 可 分 解 对 称 有 界 域 (例外 典型 域 } 的 标准 域 ， 具 体 实现 了 
Ё.Сагбап 未 能 实现 的 例外 典型 域 . 

另 一 方面 ， 作 者 证 明了 齐 性 Siegel 域 上 的 Bergman 映射 是 全 
纯 同 构 ， 使 得 同 构 像 为 齐 性 有 界 域 ， 因 此 自然 地 可 以 将 两 个 例外 
典型 域 也 写成 有 界 域 的 形式 ， 

由 于 正规 Siegel 域 的 引进 ， 使 得 齐 性 有 界 域 在 全 纯 同 构 分 类 
意义 下 ， 在 每 个 等 价 类 中 可 取 正 规 Siegel 域 来 具体 计算 ， 使 得 研 
究 齐 性 有 界 域 上 的 几何 性 质 和 函数 论 性 质 ， 只 要 在 正规 Siegel 域 
上 讨论 就 可 以 了 ， 因 此 成 为 可 具体 计算 的 事情 .例如 计算 最 大 全 
纯 自 同 构 群 ， 计 算 Bergman Ë. Bergman 英 射 、 Cauchy-Szeg6 
核 和 研究 Poisson 公式 ， 等 等 . 关于 齐 性 有 界 域 的 详细 论述 ， 见 作 
者 的 专著 《 齐 性 有 界 域 理论 》 (科学 出 版 社 ， 2000 年 出 版 ). 

现在 给 出 正规 Siege 域 的 定义 ， 我 们 记 е, = (0,.--,1,. ,0), 
其 中 1 为 第 i 个 分 量 ， 所 以 nx rm SEBE 4 的 第 i 行 、 第 了 列 元 素 
TIEA е, Ае. 

定义 817 iR AF, t = 1,2,-.- ni 为 na x nik XER, 
1 < š < j <N; 909, t = l2 eeng 为 m x m; AER, 
1<:<j< М. ЯБЫ {Ж S Ж 


(1) na = 0 Ж луп = 0,5 1,0-6 1; 


(2) 
САА + (Ау AR = 26,0), 
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Ber 1<stš nj 1 <i<j<k< N; 


(3) 
АА = У (eA Те) AB, 


т 


其 中 1<s<ng 1l<t<np 1<1<ј<р<Ех М; 


(4) 
- Уолтер 
(5) m, =Ü Ж тутр = 0,3 = :+1,.:-- N; 
(6) 
(Q` (909) qi (00) Q!) = 28, тө), 
RERFdhl<st< nj, << N; 


(7) 
9299 = 266.429 yo, 


其 中 1<s<n, Etana 1 <i <j<k<N; 


(8) 
(qt) q! 多 ~ = Y (e Atte No, 


т 


ҖЖрї<а<т1<#<т1<1<})<Ё< М, 


则 和 矩阵 组 {4 转 ,， QU), 1 < t < ni 1 S< í < j < k < N) # N 
ЖЕ ЕН. 
记 z £ R”, 其 中 


п = y ` Thijs 


1<і<уем 
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X ni =: = пим = 1. {ER xz € R", 则 可 记 作 
ж = (ru Tra," TN TN) 2j = (@uj 5 jeah 


其 中 ri. raw € R, zy € R". фа 


rj Tjj сс шум 

тууу Туа) o НУ, (т) 
Са) = : : : ， 

Чу Нм сс тм) 


Eh i<j=< N, TE C(e) 为 
n; = ту + дуу + пун 
阶 实 对 称 方 阵 ， 其 中 уи ХОЛ ЖЕЕ 


RÜ) (e) = Y ` e ты(А у, 1<j<k<1z= N. 


r 


i u € С", m = m +o tmy, u= (wm, oun), u; € C, Wil 


R;(u) = 网 (u) 


RP) 
为 ni x m; ХВЕ, Ж 
RP (u) = =} e; QY, 1<ј<А< N. 
定义 6.1.8 给 定 N 矩阵 组 6 = (ap О}, 由 N 矩阵 组 6 
ELHA N 的 正规 Siegel 域 为 


((z,u) € C" x C™ | Im C;(z) — Ке, (и) (а) >0,1<j<N), 


- 496 . 


它 记 作 Ю(Ум, P). 

定理 6.1.9 秩 为 N 的 正规 Siegel 域 为 齐 性 Siegel 域 ， 且 任 
一 齐 性 Siegel 域 线性 等 价 于 正规 Siegel 域 . 

正规 Siegel 域 线 性 等 价 于 不 可 分 解 正规 Siegel 域 的 拓扑 积 . 

定义 6.1.10 给 定 N 矩阵 组 Ө = (At. QU). 我 们 称 排列 
сохт N 矩阵 组 6 是 可 容许 的 , WEA i<j, oli) > c(j), WE 
najoj) = 0. ER Oy € O(nij), U, € U(mi), 记 


一 (k 
А = PeO) O Aay oek) 
r 


_ ` = 
gH = Y (eCo ee 0730) 0) 0703) 


则 {4 OG) 仍 为 N 矩阵 组 .我 们 称 N 矩阵 组 (An. ОО 和 
(46,99) 互相 等 价 . 

定理 6.1.11 设 正 规 Siegel 域 Р(Ум, F) 和 D, P) 分 别 由 
N 矩阵 组 (At. ОП 和 Ñ вра (А GO) 定义 则 正规 Siegel 
域 D(VN, F) 和 Ю(Ӯм, Р) 互相 等 价 ， 当 且 仅 当 和 矩阵 组 (At, QO) 
А, 90р 互相 等 价 . 

由 此 定理 可 知 , 齐 性 有 漠 域 的 分 类 化 为 N 矩阵 组 在 等 价 意义 
下 的 分 类 . 

为 了 考 虚 例 外 典型 域 的 Siegel 域 形式 的 实现 ， 我 们 要 给 出 正 
规 Siegel 域 的 全 印 自 同 构 群 为 单 李 群 的 条 件 ， 为 此 ， 要 给 出 正 
Ж. Siegel 域 D(Vw, F) Ф А ЕВЕ Аш (D(Vn, F) 的 李 代 数 
aut (СУ. F)). 我 们 有 

引 理 6.1.12 (Каир, Маме, Ochiai) Ж D(V, F) ЖС" x 


m 中 的 Siegel 域 ， 则 22 + „б. E aut (D(V, Р), К rH 3 1 3⁄ 
aut мр, Е)) 为 Siegel 域 DV Р) 的 全 纯 Я тв Ам (D(V, FY) 
HERA. H Aut(D(V, F) 关于 元 素 Z+ n 可 分 解 为 特征 


497 . 


向 量 构成 的 根子 空间 
аш (D(V, F)) = La + L-i + Lo + la + Lo, 


其 中 
L; = {т € aut (D(V, Е)) | (ad 8)z = im). 
而 李 代 数 aut (D(V, F)) 的 根基 S 有 


S=(SNL_ 2)+(SNL) + (SN L), 


dim (575.5) = n — dim з, 
dim (5 N L_,) = 2m — dim Ёл. 


由 引 理 6.1.12 可 知 ， 李 代数 aut (D(V, Ру) 实 半 单 ， 则 
dimn Lı = 2m, dim Lo = n. 


ТЕЗА ІР 9 Siege REAA А RH Аш {D(Viv, P)) 
的 李 代数 aut (D(Vu, F)) 的 一 组 基 如 下 ， | 
定理 6113 8 D(Vn, V) 是 由 Мр (А, QD) 定义 的 
正规 Siegel 8, 则 D(V,y, F) 的 全 纯 自 同 构 铬 Aut (D(Vs, F)) 的 李 
代数 
aut(D(Vy, Еу) = L-a + Li + Lo + L + Lo 


的 子 空间 L, 有 一 组 基 如 下 : 
(1) „ЖЖ 


а 
y er П 
дз i BEA Fi 


其 中 1<t<ni, 1<i<j<N. 
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(2) Lı 有 基 


Р = e +2V=t i(esu’) )a + VI Ту У бб уеде» Б; Я 


i 
z m Zpj 


+ VI (u (Q) «е2 5 


<р т 


= Ba r 
БӨ = w les + 2(e,u;)ə дз; T у У ан А jer 一 
了 


p<j т 


KB l<t<m,1< j< N. 
(3) Lo 有 子 空间 直接 和 分 解 


Lo = Loi + Loz + Los, 
(a) Loi 有 基 


Ə . 
A; = 25е 二 2 zj 一 И tuga 1SisN 


А А a 
х{р = 2(e,zi; уи + s;( “327 но Ee ег) er Ta 


pci r 


r x a 
+ 5 5 (eA zi pJ (э _) + (А; py = + ч; (909) 区 i 
ї<р<ў т 


其 中 1<t<nijl<ic<ij<N. 


(b) 


Год = í >` z; L az= ;+ Dk 


15і<3<№ 
其 中 L 为 mi x miy 实 射 对 称 方 阵 ， К, 为 mi x ms g} Hermite 
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方 阵 ， 它 们 适合 条 件 
І.А – А Lik = = > (ее), 


KQ) -QP K; = Уел) Qi, 
Eh l<t<=w;j1l1<:i<j<k<N. 
(сє) 再 子 空间 Los Ai TETK, PESHA mE 
20 = 2(е,2;; Уу + (е oo) + У x. и 52 


рї r 
4 
+ У аар, ауыл za -tuQ? a , 


i<p<j т 
R h 1<1<m;,1 < š < j < N, Mil Z € L1 S t< nu 当 且 仅 
24 mj > 0. М 
Mi = Mj, nip = ур, | < p, Np пру p < š, Nip = ngj š < p < j. 
特别 地 ， 当 nu = np > 0 PË, nip = тру = nij- 

(4) 引进 多 项 式 向 量 场 


1 ё г = 
B, = (о) +3 De Zm) (XD +90 2 э) 


реі r 


+2 УУ ад h ах, 


icp r 
TẸ = [0,8], 1StSmplsi<js М, 

y — IPP) B], 99 = [B P), í<t< m; 1<j< N. 
则 存在 1 < ñ < - < iç < N, {## B; є Lz 当 且 仅 当 j = 
1,0031. 这 时 

pape 
L AE YP FO, 1 < < m, 1 p< c; 
了 2 有 基 Bi 1SpSo Т) 1 StS nii 1<т<рҳо. 
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又 有 


в.р = 0, ir < p< N, ру іб 1<т<0, 
Түз, > 0, 2 € Los, 1 S t< mi 1<т5р< 0. 


再 
ZÜ) € Loa,1 S t < nppl < p< ip 


B 2 #0, KAIRA p= iip 又 有 
УО (ев + ере„)(Ф)' = 0, p < ip 


УО {(е e, tee) OWN) = 0, ip < p. 


我 们 也 算出 了 一 般 的 正规 Siegel 域 (Ум, Р) 的 Bergman 核 
和 Cauchy-Szeg5 核 如 下 . 


定理 6.1.14 ik D{Vw, F) 是 由 入 矩阵 组 (At, QD) 定义 的 
正规 Siegei 域 ， 记 

А; = A;(z,u;z,u) = ImC;(z) — Re (R;(u)R;(u) ), 1 < j; < М, 
则 正规 Siegel 域 (Ум, F) Bergman б 为 


N 
Kz, u; Z, ü) = со II det Ay{z, u; 7,0)“, 
j= 


其 中 co 为 正 实 常数 ， ш, рм 定义 为 


k 
ушп = —(nx + п + ть), 
j=l 


Nk = Бук + по +++ тп, па = Nikk тад He Ем. 


于 是 正规 Siegel Њ D(Vy , Е) 的 Bergman 度量 为 


N N 
ds? = – у” pyte AJ dA ААД; + У pstr A7 'ddA;. 
j=1 2=1 
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正规 Siegel 域 D(Vn, F) 的 Cauchy-Szegë 核 函数 S(z, u; Ёт) A 


1 


N 
Сү det ( 
пи 


CA GO) FRY = 00А а), 
其 中 С] 为 实 常 数 ， Ду, AN 定义 为 


k 
Ута = — (ль + nÀ + 2т), 1 < & < М. 
j=l 

X (zu) € D(Vx.F)), (€n) € S(D(Vn, F) = ((z,u) € C" x 
ЄС" | Imz = Fuu) ЧУ Silov 边界 . 

引进 形式 Poisson Ж ЇЙ 
|S(z,w; £, 列 | 

S(z,u;Z,u) ' 

其 中 (z,u) є DVn F), (£n) є S(D(Vn, Р}, W Р(2,щ4,97) 为 
Poisson Е, 5 B [V EA Siegel 域 D(Vy , F) 为 对 称 Siegel 
М. 

nA, ЛИШЕН Т 

定理 6115 设 DIVWv, F) 是 由 N 矩阵 组 {4 转 ,8 名 } 定义 的 
正规 Siegel Ж. XF Bergman 度量 K (z, u; Z, u), Ш Bergman В.Й 

K (z, ui Z, t) р 

K(V—lu, 0; Z, T) z=-v Tv a0 
为 正规 Siegel 域 D(Vw, F) 上 的 全 纯 同 构 ， 且 像 域 为 Cn+m 中 的 
齐 性 有 界 域 ， 其 中 vo = (81, Za S21 ZA SN) 81 = 1,s; = 1,z; = 
0,2 < ; < N, WJ (0100,0) € D(Vy, F) 为 正规 Siege 域 中 一 固定 
MN, ÚX P 3 (n +m) x (n + m) 非 异常 数 复 方 阵 . 

一 般 地 说 ， 有 界 域 的 Bergman ВК — E E. 2 BE 8451. 

应 用 于 非 紧 型 不 可 分 解 Hermite 对 称 空间 ， 我 们 知道 全 纯 自 
局 构 群 Аш (Р(У, F) 为 单 李 群 。 由 引 理 6112 可 知 dim L, = 
2m, dim L; = n. 由 定理 6.1.13 有 


P(z,u; £, i) = 


(v, v) = grad (= =) 108 


定理 6.1.26 设 正规 Siegel 域 D(Vw, F) A С" x С" 中 的 非 紧 
型 不 可 分 解 Hermite 对 称 空 间 ， 则 全 纯 自 同 构 群 Aut(D(VsN, F)) 
的 李 代 数 aut (Р(Ум, F) 有 大 


H 
,ee ‚1<Ф#<М,1<414,Ё< М, рек 


(0 22=< дз’ 


Ə 
Әз; 
(2) 2 =< Р, PO, хет. VS j<N>i 

(3) La =< Z) 1515 ту, 1<i<j< N>, 

Lo =< А, 15) <А, XI) IS t< nj, 1<j<k<N>, 


a F 
Loz = {У z; Li; Әз. + У Kg} 
17 1 


其 中 


Li A 一 А Гу = 2 (espa) Aik, 


коў – QW K; = -Уечуеде{р 


(4) =< Yf, EO 1 <t<m,1<:< N >; 


(5) L. =< Bí, 1 Si<NTH, TSESn 1 < i<j< NY 
BERF ni = c > 0, 151<ј5 №, m; =+ > 0,1<:< N ME 
ЖШ. x 


Y QD) leeu + еец) (97) = 0, 


r 


op 1<u,u < m;, 1 <í < j < N. 


证 ”由 于 正规 Siegel 域 Р(УМ, F) 不 可 分 解 ， 由 定理 6.1.12 
有 dim L, = 2m, dim L; = n. 由 定理 6.1.13 的 (4) яа, с = N, 
而 且 11 有 基 YP, YO vii Lz 有 基 B, TP, Ytij 又 有 


n > 0, 219 € Loa, Yti gj, H 
S QU, +e (QI = 0, 1<i<j<s N. 
所 以 ni; = е > 0, mi =+ > 0 都 是 整数 . 证 完 . 
由 定理 6.1.16, 它们 只 可 能 是 : 
(1) N=1, D(V., F) = {z € C,u £ С" | Im z — a > 07; 
(2) N = 2, т = n, my = то = зт 为 偶数 ， 于 是 


D(Vs, F) = (z € С", а € С" | Im (z) — Re Ri(u)Ri(u) > 0}, 


其 中 z = (81,22,82), и = (ui, u2), АО (из) = Уе (QU) , 而且 
8 = u 
со (2 2), ло (нт). 
(3) N23, 
D(Vs , Е) = [(z,u) € С" x C™ | Im GX (z) — ReR,(u)R,(u) > 0}. 


为 了 符号 简单 ， 我 们 引进 2 x 2 方 阵 ; 
1 0 1 0 
r= (o э = (0 5). 
л=(ї 0) »=(1%). 
我 们 有 
引 理 6117 nT nxn БЕ A, An 有 


А А; + A A; = 261, 1< ij < М, 


[1] п = 1,2, 4,8, H # fE 3 1E 28 УЕ 0,01, O2 € O(n), 使 得 Р, = 
Ў е„Ое О А,Оз, 1 < í < n 为 如 下 标准 形 ， 
т=1 
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А 0 
Ü =h р’ 


0 -I ро AN. 
һ-(% о), B= ( 3 2), 


(4) n=8, 


Pi = 1®, Р, = diag (J-J, Л, Л), 


0 —I 
Ps = diag (( K2 2 


(5) 


о A 
_{һ 0 0 0 
B=] o о o -| 
оо -A 0 
сооло 
0 -I 0 оо л 
Р; (ж 0 ): B= JA о о O 
оло O 
0 0 0 -h 0 0 O 
P=| o -h 0 0 P= 0 -h 0 
љ 0 0 0 љ 0 O 
引 理 6118 itni mx m В 1,… ,Qn 有 


则 有 有 


9:9, + Q;Q, = 2ó;;T, 


1 < š, < n, 


m = 2["z°] M, 
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其 中 [a] 为 实数 a 的 整数 部 分 ， M 为 自然 数 . 若 加 上 条 件 


У`0,(ее + еле)! =0, 1<u, n, 
则 对 O £ O (n), Uy, U, € U (т), 在 等 价 关 系 


т 
Q; > YesOe)NQU, 1<i<n 


j=1 


下 的 标准 形 只 出 现下 面 几 种 情形 : 


(0) n=2,Q =I, Q, = =1 1 5); 


(2) n = 4, m = 2, Qh = 1, Q, = ylh, ©з = Л, 
Qa = v —14Jx; 


(3) n = 6, m = 4, 


го p 
Q =, Фу 0 -g ). 
_ о 20 一 0 h 
QI = (ла 0 ), ©, = a(s, 0 )， 


oà n у), ev ү}. 

于 是 有 如 下 分 类 结果 

定理 6.1.19 设 D(Vy, F) 是 由 N 矩阵 组 { А, QU) 定义 
的 正规 Siegel 域 ， 且 它 是 非 紧 型 不 可 分 解 对 称 Siegel 域 ， 则 在 仿 
射 等 价 下 的 标准 域 如 下 ， 

第 一 类 对 称 Siegel н. N = 1， 

D(Vi, F) = (z € C,z € C™ | Im z — ur > 0}. 
N = 2, ni = 2, m > 0, W 4|т. Úr ma = m/4, 于 是 


1 
P=, Ф =у-ї( 4 5, ). 


D(U, Р) 为 


t (2 ) ne (а Саб ) > 由 


其 中 z= (81, 22 一 52) Є С х Ста x Сш 一 (wa, u2) Є єт x С?Т, 


uz 
а 人 一 了 бу). 


N 2 3, mi; = 2, 1 < í < ¿ < N, m > 0, W| 4|m. # m = m/4, 
于 是 


1k __ k (1) _ (2) рі 0 
Aj =I Аў=л Qg =I 9 = (5 2), 


Р(ум, F) = ((z,u) € C" x Cm [Im CO) (z) — Re Ri (ы), (и) > 0}. 
第 二 类 对 称 Siegel й. N > 2, ni = 1, m = 0, Alk = 1, F 


是 
D(Vs) = (z € C" | mO, (z) > 0). 
第 三 类 对 称 Siegel Ж. у = 4, mi =-= тм = 0 B 2, 
0 一 了 
о, a= (° 2), 


2 (+ 0 4 _ 0 д 
Аў = [ Ç K) а= [ ; 0 ' 
Ф =1, QD = TL, R=- QU VI 
于 是 
(Ум, F) = ((z,u) € C" x C | Im C, (z) — Re (u)R (u) > 0). 
第 四 类 对 称 Siegel Ж. М = 2, піз 天 1,2,4, т = 0, 于 是 


У 2 )>% 


23 
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Ep z= (51,25,83) € C x Ст? x C. 
第 五 类 例外 对 称 Siegel Ж. N = 2, N12 = 6. Mi = 179 = 4, 


— f) o 
Q = 1%, Q, = v=1 ( 0 ка). 


о IO ИШ; 
Qa= a o ). Q, = /=t Í P DE 
Ü =. 0 J 
Qs = —Л 2), =v $ 2), 
于 是 域 DIV2, P) 表示 成 z= (31,212,32) Є Cx CS x C,u = (ui, u>) Є 
Ci x С, 


Im ( 2 sal ) т ке ( ваз) ) ( в) ) > 
其 中 
RẸ? (us) = Seru. 
r=1 


第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 . N = 3, nis = пуз = поз = 8, m = 
0, АЗ = Р, IL < š <В, 其 中 Pi, Ph 由 引 理 6.1.17 的 (4) 定 
S. TERETA ` 


D(Vs) = {z = (51, 212, 92,213, 223,83), 5 € C, z;; € C | 


81 212 ЕЕ: 
Im ziz 32 了 Ro(zos) > 0}, 
zis FRolz23) ss 了 


其 中 
8 
Ro(zos) = У elza P!. 


r=1 
Ш 3 N=1,2B, 分别 有 
D(V,, F) = ((z,u) € C x С" | Im z — a! > 0}, 
Ю(У», F) = ((z,u) € C" x С" [Im G, (2) — Re (Ri(G)RI (u) > 0}, 
. 5Ü8 . 


ЖФ u= (u1 42), mi = mo, WH 


к(а), 


Ви) = Y eug, 


OQ; +Q; Qi = 28,1, Y Ө„(еє + ее.) = 0. 


出 引 理 6.1.18, 所 以 当 m > 0 PF, АЖ по = 2, 8 п; = 4m = 2, 
或 niz = 6,т = 4. 相应 的 标准 形 也 已 求 出 。 所 以 ， 当 D(V;, F) 
为 第 二 类 正规 Siegel Жи, ПНЯ Ба. 其 余 为 第 一 类 
正规 Siegel 域 的 情形 .这 证 明了 定理 6.1.19 中 入 =1 及 N=2 的 
情形 的 全 部 结果 ， 

现在 考虑 N > 3. 这 时 先 来 证 明 在 N 旗 阵 组 的 等 价 关系 下 ， 
可 取 标 准 形 如 引 理 6.1.17, 而 且 


AË =P, 1l1<t<m 1<i<ji<k<N. 


为 此 ， 对 N 作 妇 纳 法 ， 当 不 =3 时， 只 出现 4 经 ,1 < t < ma. 由 
引 理 6.1.17 ТАН AD = Pa 1 < t < ng W А = P,, 1 < 
t< ni, 1 < i< j <k < N-1, 我 们 取 О, = I1 < i < ; < 
N — 1,0; € О(тм). 注意 到 ni = о € (1,2,4,8),1 < í < ¿< N, 
我 们 可 取 O; є О(о), 使 得 ОАО = 1,1 < í < ,于 是 无 妨 
设 AI = I 再 作 AW 一 ОАО, 使 得 AN = O: A1NO,, Вр 
О; = Ox,,1 < í < N. 由 引 理 6.1.17, 存在 O,, 使 得 ОАО; = R. 
因此 无 芒 设 


АШ =P,1<t<o AN I l< í< N. 
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注意 到 АП = 了 1 < < j < N, Т 


(Ау AY = (eA eja, ї<ї<ў< М. 


E s =1,# AW = АШ,1<1<)< N. 因此 


(АЗУУ АНУ = У (eP АТУ. 


+ 


Hz t = 1, # (АУУ = —А{У,з > 1. H А = P,, 可 知 A = 
P,,2 < j < -至 此 证 明了 AN = P,,1 <a £ s,1 S í < j < N, 
HERRY. В.Е 38 139 Siege 域 的 情形 ， 只 要 证 明 当 n; = 
8.1<i<j< NB, НЩ N = 3 HAERE Т. 

В n = 8,1 < í <j < N,N > 4. Дн А = P, 可知 


8 
P,P = Y `(e,P,el)P,, 1 < s,t < 8. 
r=1 
He з = 3,t = 5, 则 Ре, = --ет, Кл. 有 PP; = -BP 由 直接 计算 
ERFA. MAERT N = 3. 
最 后 考虑 第 二 类 正规 Siege 域 的 情形 ， 由 于 条 人 忻 


> Qi (eles + е„е)(Ө,)! = 0, 


由 引 理 6.1.18 可 知 , 具有 m =- = ms = r > 0, ШАЖО 2,7 
ÉE, й ос=4,т = 2, R z = 6,т = 4. 

© c€ {1,2,4, 8}. Җ o = 2,т 任意 时 ， 便 给 出 第 一 类 典型 
Ж. 当 = = 4,7 = 2 时 ， 便 给 出 第 三 类 典型 域 , 当 o = 6r = 4 
时 ， 必 须 N = 2, AAH N > 3 时 有 c € {1,2,4,8}， 所 以 只 有 
М = 2,0 = 6,т 二 4. 此 即 第 五 类 便 外 典型 域 ， 率 此 证 明了 定理 . 

不 难 证 明 在 前 四 类 典型 域 的 情形 ， 可 通过 一 些 计 算 将 上 面 的 
表达 式 变 为 Siegel 给 出 的 原来 的 Siegel 域 的 表达 方式 ， 我 们 在 此 
赂 去 . 
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8 62 例外 对 称 Siegel 域 Rv (27) 


在 这 一 节 中 , ЖЇП Ж B УӘ MAN, 给 出 它 的 表达 式 ， 
求 出 它 的 最 大 全 纯 自 同 构 群 、 Bergman ЖЩ, Bergman Bh3f 
和 Bergman 度量 ， 从 而 给 出 有 界 域 表达 形式 ， 进 一 步 计算 它们 的 
Cauchy-Szegë 核 和 和 Poisson Ж. 

由 定理 6.1.19 可 知 ， 第 六 类 例外 典型 城 有 如 下 正规 Siegel Ж 
的 表达 形式 


31 212 213 
Ву1(27) = { С, (2) = 1 | z 928090 (zs) |> 0, } 
zia В(223)) 8319) 


(6.2.1) 
其 中 
z = (81, 212, $2, Z13, Z23, 83), 
EC, TiC EC 1<i< j<8. 
X R(x) 为 8 x 8 XAP, V z c RS, 它 定义 为 
8 
R(z) = Y егер. 
теа 
Б Р,,...,Рь 58 6.1.18 的 (4) E ЫБ 
ВР + РР = 24,16, 1<ij <8, 
了 j 575 (6.2.2) 


РР + PP; = 2019, 1<ij <8, 


Ре, + Pje; = 24де, + 28е 一 28,;еу, 1<i,j<8, (6.2.3) 


X e; = (0,…0,1,0,…,0) € RË, 其 中 1 在 第 + 列 位 置 ， 1 << 8. 
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T H R(z) 是 


Y1 12 T3 T4 25 Tg TT Tg 
—#2 тү Та —Та Te —Ts —Ts тт 
—X3 — #04 01 #2 Үт Tg —Ш — Ts 
—#4 шу —То тү та — T7 tg —75 , (6.2.4) 
—#5® #6 7-07 ~rs Ti #2 T3 T. 
— 15 #5 — Eg Tr 19 TL Ta T3 
-E7 Ta ЖБ -Ers —T3 T4 тү —T? 
—Xs —T7 #6 ЖБ —ťf4 — 23 To 21 


Еф = = (zl Za) € ЕЗ. 因此 有 
R(T) (у) + В(у}Н(у = 22199) Y x,y € В". (6.2.5) 
特别 地 ， 有 | 
(zz') (х) € O(8), Ут є В®—{0}. 
令 Cs (z) = (эз). 
с) (2 o). 
(6.2.6) 
81 212 213 
Ch(z) = ziz sal Ri 223) ) , 
zis Р(223) 531 


车 31 50, 则 
I O -83 1213 I OÜ -s3 213 ' 
Ü I —s3 (гоз) С, (z) 0 I —53 (тоз) 
0 0 1 оо I 


-i п -i 
| #1 一 93 213213 za — ss 243 且 (zas 0 J 


(212 — s3 za R(z2s) (92 — аў12232%3)7 0 
о 
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于 是 在 s;ss £ 223223 时 ， 记 


919 = —(828з3 — 293253) {s3212 — 213 {(223)'), 
qua = —(8283 一 293253) (82213 一 212 (эз), 
доз = —ss R(z23). 
则 
1 Ф2 з 
Qiz) = Ü 1 qaa (6.2.7) 
о 0 I 
有 


А(2) = Q(z)COY(z)Q(zY 


= diag ((sz8s 一 223253) 4Му(2), 


sg '{828з — 223253) 9), в1'®)), (6.2.8) 
其 中 
Ao(z) = #18233 一 81223253 一 82213213 
83212243 + 22138(223)г13. (6.2.9) 
由 此 可 知 
det C, (z) = (3253 一 293253) olz), (6.2.10) 
det Calz) = al (8283 — 223203), (6.2.11) 
det Cs (z) = зз. (6.2.12) 
定理 6.2.1 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 В (27) 可 表示 为 
Im (ss) > 0, 
(Im (sz))(Im (ss)) — (Im (а) (Im (223)) > 0, (6.2.13) 


Ao(Im (z)) > 0. 


iE $ Ryr(27) 中 点 z € C27 定义 为 Im C) (z) > 0, 它 等 价 
于 
Q(Im (2))C (Im (z))Q (Im (z))' > 0, 
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由 式 (6.2.8) 便 证 明了 引 理 . 证 完 ， 
由 定理 6.1.14 立即 有 
定理 6.2.2 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 R; (27) 的 Bergman 


HERA 
K(z,z) = MAo(Im(z) 7, Y + € Rv (27). (6.2.14) 
Bergman 度量 为 
ds? = -18AofIm 2) °[dAo(Im z}dAo(Im z) ~ Ao(Im z)ddAo (Im 2)]. 
(6.2.15) 
Cauchy-Szegë 核 为 


50,0 = А02 ©) (6.216) 


其 中 z є Ау (27), є S(Ry (27) 为 Siegel 域 Ау; (27) 的 Silov 边 
界 ， 即 


S(Ryr(27)) = {Imé = 01 = R”. (6.2.17) 
Poisson 核 为 
1 
т\2 Ао(—==(#- 2))° . 
Plz,€) = A: = № 2-1 z’ (6.2.18) 
00-6 -= &)| 


证 $ my с 6150<)53 DD m tn = 181 S 
i < 3,m; = 0,1 < i `< 3. 由 于 Унт = —{n; + nš), x À na = 
-;( + т), 所 以 2A; = ш, = —18,8ил + из = —18, 8e + Bz + 
из = —18. 因此 
Ва = —18, uz = 126, из = 一 882. 
4 
Kü(z,Z) = Xofdet С. (Im z))™ (det C>(Im z})} (det Ca (Im х)". 
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由 式 (6.2.10)—(6.2.12), 代入 便 算出 式 (6.2.14). 由 А = ун, 所 以 
有 式 (6.2.16), FI E PA 8 zÉ (6.2.18). 证 完 . 

由 此 可 见 , 利用 正规 Siegel 域 (Ум, F) 的 Bergman Жї, 
Bergman 度量 、Bergman 映射 有 界 域 的 表达 形式 ，Cauchy-Szeg6 
ЖЕРЕ #1 Poisson 核 沙 数 的 一 般 表 达 式 , 可 以 很 简单 地 给 出 例外 对 
称 Siegel 域 的 Bergman Ag, Bergman 度量 、Bergman ШЕ], 
有 界 域 的 表达 形式 ， Cauchy-Szegó ЖЕРИ ЖЕТП Poisson Б. 5 
然 这 些 表 达 式 比较 复杂 . 

关于 式 (6.2.18) 给 出 的 Poison 核 适合 关于 Bergman 度量 
的 Laplace-Beltrami ЖР A, RIEA HIE. 证 明 见 作者 的 专 
Ж Ç C" 中 的 齐 往 有 界 域 理论 》 (科学 出 版 社 2000 年 出 版 ). 

由 定理 6.1.16, 有 

定理 6.2.3 i Ry (27) 为 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 ， 它 的 全 
纯 自 同 构 群 Аш (Ru (27)) 的 李 代 数 记 为 аш (Rvy1(27)). Зай ара 
连通 全 纯 自 同 构 群 了 (Rvrf27)) 的 李 代 数 为 (Ry (27), 记 固 定点 


V lu = Vi(,0,1,...,1,0) 


ВОЛЕН TE Iso (Ry (27)) 的 李 代数 为 jso{Rvyz(27))， 则 有 如 下 子 
空间 直接 和 分 解 


aut (Ru (27)) = #(Ry:(27)) + iso (Re r(27)) 
= Laa + Lo + Lo, (6.2.19) 
其 中 
Lo = Loi + Loz + Los, (Ву (27)) = L-a + Lo. (6.2.20) 


(1) L: FÆ: 

2а. ә’ . 

Xi<3, et l<t<8,1<i<j<3; 
дз, 7 


(2) Lo = Loi + Гоз + Гоз 为 子 空间 直接 和 ， 其 中 


а 
дз? 
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І 有 基 : l <t <8, 


8 i а 

Ау = 281 一 一 g + зз, + 213 FPR А 
а ғ 

A; = 2:22 + 212 PR + z23 Эз? 


8 а 
Аз = 283 Sa + “Das + 223 Bae’ 
а ә 
х = (ег) 2- + salen =>) + 23Р. Fe 
а 
XY = Zezi) z+ sale Z z + 2 (е. Р,223)е, =— Jz’ 
XID = 9(e,2,)— saler z — 一) 十 2 ziaP.er)e ә 
23 23 Z © "Өш 


Ір 有 基 : 1<8<+#<8, 


8' а! ә. 
Pye = 2212(е,6 一 etes) Be — 213Р.Р!—— Өс; -+ zza PiP — Эг, 
Los 有 基 ， 1<t<8， 
ә, 
zt = 2(е їз) oo + sile =) + азр 


ә 
ДУ = Hezi) 5— = + si(es— 2) + У) ) Р 
ð ә 
20 = 2(е:223) z zt 82 эе) + 2 2126 re Pis 


(3) 1. BH: 1<Ф<8,1<1<)<3, 


1 r 
Bi = sn + 5 3 5 г) 209 + 3 > еә); 


= 32 + 21221 + 2134] + 812 

195; 212212955 + 213 13 Bs 1212567 

+ 312 + У (zieza P, l 
TA . 126.) 2132 r 
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Вз = 5824: + = 25649) хб ) 十 二 了 


8 ә ‚ ә 
= 9 раз + Z12212 二 一 Әз, + 223223 Fes + 2221297; 


ә 
+ 82223 =——— =, 了 十 2 үзе, r)zasP, o 


1 
Ba = sss As + ç yenot +5 И 


u 


ә a _ , ә 
= 53927 + 2132132 Әз + Z23223 Bos + 33213 а 


ə ё' 
+ 23223 37 + 2 z13Pr у 5 
t 
TP =XẸ, B] = z.B; |. 


证 4+ тә = тз = поз = 8, 由 定理 6.1.16, 可 知 这 时 р _ 
Р 


г . 
хў < t<81<i<3j5S3BR о t Bal S i S 3,e, + 


Б 
Өз; 
T®,1 <t<81<i<j<33RÉ iso(Ryr(27)) 中 .所 以 ， 我 们 只 
要 证 明子 空间 Lo; 有 基 P,,1 < s <t < 8 ЖТ. 

ЖИЕ P, Є Гоз, 即 证 


(~RP)P, – P,(P,P,) = > er[(2(eset 一 e,e,))es P. 


由 s < t B$, 
PPP, = 2á,,P, — P,P! P, = 26, P, — 26 P, + P,P;P, 
= 28,,Р, — 24Р, — P, P, P? 


立即 可 证 ， 
余下 证 已， 1 < s < t < 8 为 基 . 问题 化 为 证 明 : 若 лаба 


y GEST: 
tasla g € Гоз, 则 上 13 = Pos = 0. EXE, H 


LP, - Plg = 0, 1<р<8. 
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He p= 1, 有 Lis = Los. 所 以 LisP, = P+L,s,1 < p < В. 这 推出 
Lao = б, 证 完 . 
显然 ， (Rv1(27)) = L-z + Го. 叉子 代数 iso (Ry :(27)) AF 


空间 直接 和 
iso (Rv (27) = Loz + Гоз + Га, 


其 中 L, 有 基 xP- ZÜ) t < t< 8,1 < í < ; < 3, P, Ж 


ð . (t) д' . 
Bi 十 —,1 < ¿< 3, Tu” + 1<#<8,1<1<уўу<3. 
дз; 全 了 全 中 十 证 ба! к. БЫ ЖЕ J> 


定理 624 第 六 类 例外 对 称 Siegel Җ Rv (27) 的 连通 单 可 
递 李 群 了 (BRvr(27)) 由 有 映射 rla, 8): z 一 y 构 成， 它们 定义 为 


С (т(о, 8)(2)) = P(e)CX(z)P(e)' + CY (8), (8.2.21) 


其 中 ,Pe R7,es > 0 1<i<ji<3, X 


Ql 412 1з 
Р(о)= | 0 orni еар; |,  (6.2.22) 
Ü 0 aad 


т(о, 8) 又 可 写成 = о(о, 8)z = o(a, A)(s1, 212, 82, 213, 223,33), Y = 
(1,012.72, 013, yz ra), 其 中 
ri = {үү + «Түз + 2631632212 + (on20t2)s2 + 201913213 
+ У (озге оз Р,22: + а1за1383, 
гә = зз + 03285 + 2022023253 + ©озоб5заз, 
ra = зз + 03333, 
12 = 812 + ол1022412 + 02201283 + 011 3 (zs P,o5s)es 
+ У (оге! )гоз Р Podaes + a22 >` ауз Р.223е, 
+ 33 Ў (alsPagsjer， 
уз = біз + 2220133213 + Оза Y lanes P, + 03301383, 


узз = a3 + 22033293 十 G3302333. 
(6.2.23) 
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十 G Lo + 上， 中 元 素 可 表示 为 (2) 六 ,其 中 
Elz) = 【St Ста, 22, 613, әз, £33). 
任 取 р, e€ R27, W 
En = баз + 281 pu + 2232055 T 2213013, 
6Ea2 = Саз + 2s2p22 十 2223003, 


E33 == бэз + 283,033, 
уз = буз + (p11 + P22)212 + 82013 


+ У (аз, 223)'е, + У (zs Pr pya)er, 
ёз = бїз + (ри + рэз) zia + Ў (p12e1)z23P! + зріз, 
баз = (022 + P33)z23 + ззроз. 
于 是 
Cy (&(z)) = Р), (2) + С(2)Р(р) + O) (ú). 
В y = т(о,8)(г) 为 常 微分 方程 组 


6100) = P(e)C,(u) + C1(y)P(p) + ОЕ) 
的 适合 初 值 WO) = z 的 唯一 解析 解 ， 今 由 归纳 法 可 证 


k k 
Ca (u) = > Ci P(O, GP, k > 2. 


КШ Су) AT O? 0=0 ЛЕТА, G 


сю в“ аб. . 
С(у) = > ml с la=0) 


k=0 
= C (z) + 0P(p)Ci(z) + ӨС1(2)Р(р + ӨС, (с) 


+ УУС (ӨР(о))С.()(0Р(ру)-! 


k=2 1-0 


21084) + 》 -1 gpi OPON CAOR y 


ij=0 
= C (8C) + (ехреР(ө))С1(2)(0Р(р)). 
由 归纳 法 可 证 唯一 存在 a cR”, au = exp (fpu) > 0,1 < š < 3, й 
得 exp 0P(o) = Р(а). W 0ç = 8, 便 证 明了 式 (6.2.21) RI. 

再 由 式 (6.2.23), 取 2 = v-v, z € Rv (27), 8 = Re zo, 则 可 
唯一 解 出 o € R ан > 0,1 < í < 3. 这 证 明了 李 群 T(Ryr(27)) 
ER Ryr(27) LATS. ES. 

由 定理 6115 有 

定理 6.2.5 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 Ryr(27) 的 Bergman 
映射 为 全 纯 同 构 ， 它 是 标准 Bergman 映射 о 及 一 个 非 异 常数 线性 
ERRER. A y= c(z), WA 


Aole + М1) До(у — V lvo) = 8. (6.2.24) 


记 z = (яу, 213,92, 213, 223, 83),y = (ғ, 512,72, 013, 023,73), 5,1% Є 
С,1<4< 3, zij, yi Є C$, 1 ©1453, Ш ce 为 


— V—1 = 2Ao(z + Моо) (зә + М'—1)(эз + VTI) ~ 223253], 
T 一 м1 = 2A.(z + vI) (вз + V I)(sa + V1) 一 213213], 
тз — М—1 = 240(2 + Vivo) ilsi + v —1){я› + УТ) — 212212], 
12 = 一 2Aofz + v—Ivo 1[(ss + V~1)z12 — Y (zu P,z28)e-], 
уз = —2А (2 + Тоо) (а + V—1)z;is 一 Y \(гәе,)гоз P], 
ms = -2Ao(z + V—luo) (81 + V—T)zəs — У (zie) PA. 
(6.2.25) 
cl 为 
s + vI = 2Aoly — V lu) (ғ — УТ) (з 一 У—1) — узиб], 
s2 + VTI = 2A0(y— V lu)" (т 一 у-ту тз 一 /-1) – Yayah 
s3 + М—1 = 2A0(y — vlv) {r — М—1)(тә — М—1} — yita, 
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гаа = —2Ao(y — Уор) (тз — V—1)sn2 ~ У (ms Рдз)е>}, 
z3 = —2Ао(у — V Tu) (rz ~ VI)yns — Ў „(лге }узз.Ру), 
z23 = —2Ао(у — VIvo) [ri — vZ Dyas — У (иде ans P;]. 
(6.2.26) 
其 中 vg = (1,0,1,0,0,1), 各 ofz) 由 式 (6.2.9) шм. 
证 由 定理 6.1.15, Bergman RYH% 
у = втай (log K (z, Z) — log K(V -ivo,3))|,_ Р, 


其 中 忆 为 非 异 常数 方 阵 ， 而 А (2, 2) = XoAə(Im z) 18. 所 以 
diog Kz, 2) vy-iv 一 一 18Aofz — 32)” 1dAofz — 2). vy Кл 
= — 18Ao{tz + М—1ш)![—Чзь(аз + V —1)(а3 + М—1) 
~ dss(s1 + М//'—1)(эз + М—1) — dss(si + М/'—1)(в2 + vI) 
+ dsszi2212 + 2(53 + м1) 23221, + 982213213 
+ 292 + V 23213 + 191 223253 + 208) + V 1)dzosz2, 
= 235 (Че, )азР,258 — 2 Y (ase, jda P, zs 
_ 2 (mal )zma P, dzəs |. 
详细 写 出 而 且 适 当 取 非 异常 数 方 镍 Р, 便 给 出 了 с. ШЖ 
Ж o. 证 完 . 
为 了 给 出 Bergman 映射 o В, 我 们 来 求 (C (z)+//-11)"1 = 
Cile + vivo) l. 由 式 (6.2.7),{6.2.8) Ж (6.2.9), 有 
Cy (z + Моо)! = Q(z + V—lus)'A(z + Тоо) 1Q(z + То). 
记 Bergman 8 о Жр у = ofz), W Q(z + уо) 为 


[ I mn- v i yz s ) | 1 0 —(s + vI zs J 
0 1 0 0 I ~la + У) ) 1R(z2) |, 
Ü 0 i 0 Ò 
于 是 记 

д) о) + {0 ку), (227 
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其 中 
W(y) = ( Шур Wiz )， 


wis W22 
— a; t I -ol _ * 1 
wi = отар — 2Y Waa = 113113 — 5130132, 
wiz = yita — R(2 (Yi2er una P). 
则 


Cfzt lu) = (С1(#)+/—1)7% = z (Z(y)-v ZII). (6.2.28) 


1 

2 
因此 有 

C12) = VIZW + УПЫ) – VTI, (6.2.29) 

Zü) = УС, (2) – УТС —1(z) + voi) (6.2.30) 


定理 626 设 Лу (27) 为 第 六 类 例外 对 称 Siegel й, с 为 
由 式 (6.2.25) 定义 的 域 Ryr(27) 上 的 Bergman Bh $f. jg o(z) = у, 
BJ G(Rv(27)) = 和 Ryr(27) 可 表示 为 


I- ZZ} > 0, (6.2.31) 


其 中 Z(y) 由 式 (6.2.27) 定义 ， 域 St e (27) 是 27 维 复 Euclid 空间 
C2 中 包含 原点 的 有 界 域 ， 称 为 第 六 类 例外 典型 域 
证 ”由 式 (6.2.29), 所 以 Im O) (z) > 0 等 价 于 


Im O, (z) = (Z) - VTI HU — Z()Z0) AZO + vT, 


即 了 - ZZE > 0. BRR %vr(27) 为 包含 原点 的 有 界 域 ， 证 
=. 
定理 6.2.7 第 六 类 例外 典型 城 Stv (27) ATEAN A A 
HR 
T(Ryr(27)) = {т = т(о, 8) | V œ, 8 € R7}, (6.2.32) 
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其 中 


ск = (a, 012,022, 013, 023,033), © >0 16153, 
оз ЄВ, 1<i<j:=z3, 


又 了 定义 为 
Z(z(u)) = -(2(0)4 + B) (Z(u)B + А), (6.2.33) 
其 中 


A= Р(а) ~ Pla)-! + У-1Р(о)-1С1(0), 


B = /CY(P(e) + P(Y) + Pl) Cl). (6.2.34) 


Ш ”由 定理 6.2.4 пр, ARAIRE Siegel 域 Ry (27) 
有 单 可 递 仿 射 自 同 构 群 


T(Rvi(27)) = {с(а, 8) |У о, 8 е", on > 0,1 < i < 3), 
其 中 o(e,8) Е 
С. (o (e, B)z) = P(e)O, (z) P lay + CX (8), 


这 里 Pa) 由 式 (6.2.22) E. HEW 6.2.5 可 知 第 六 类 例外 对 称 
Siegel Җ Му (27) 到 第 六 类 例外 典型 域 Sy (27) 上 的 Bergman 映 
射 = 为 全 纯 同 鬼 ， 且 式 (6.2.30) 4 H 


Z(e(z)) = V-C) + м1) (С (2) — V-I). 


由 于 域 R @(27) 的 全 纯 自 同 构 olap) 诱导 了 域 tv (27) 的 全 纯 
自 同 构 7(a,8) = сос(о, 8) ec 1 A% a,8 AA R” 中 适合 
au > 0,1 < í < 3 的 元 素 时 ， 由 李 群 (Ку (27)) 在 域 Rvr(27) 
上 单 可 递 ， 可 知 李 群 T(9vi(27)) 在 域 уг (27) 上 单 可 递 ， 由 式 
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(6.2.29) Ж (6.2.30) 有 


2(т(а, 8)у) = Z(r(e, 8)(а(2)) = Zieta, 8)(г))) 
= VTI (Ciela, 802) + vInN {C (о (а, 8)(2)) – V—11) 
= у1(Р(о)С, (2)Р(о) + 0108) + М 10) 

(Р(о)С, (2)Р(а) + С1(8) — У-17) 
= /—1[-V—1P(e)(Z(v) ~ VZIN (Zu) + /=-11)P(ey 

+ OB + VL -VIP Za) – У) 

(Zü) + vI Play + O,(8) — vZ] 
= (Z(u)+ V—11)P(o) + м—1(2(0) ~ V 10) 

P(C) + VED H-Z) + vN 

Р(ау + (#(у) – V—1DP(ay Í 1(C,(8) – /—11)) 
= (Zü) A + B) (ZB + А), 


其 中 17 x 17 复方 阵 A, B 由 式 (6.2.34) 定义 ， 证 完 . 
推论 符号 同上 . 记 Cid = P(ae)P(a)', 则 第 六 类 例外 典型 
жй, (27) 有 参数 表示 | 


{СУ + Ито (8+ VTIS -VIC (8+ УСЇВ))71}, (6.2.35) 


其 中 а = (a11, 212,022, 613, 023, Q33), 8 Є R7 aiu > 0,1 < i < 3. 

证 由 于 李 群 T(Av:(27) ER 只 vrf27) LATH, A 
mv (27) 包含 原点 ， 取 4 = 0, 便 证 明了 推论 . 证 完 ， 

上 面 给 出 了 第 六 类 例外 并 型 域 的 正规 Siege 域 表达 形式 及 有 
界 域 表达 形式 ， 而 Seigel 域 表 达 形 式 具 有 简单 于 有 界 域 表 达 形 式 
的 特点 . 同样 ， 我 们 可 以 在 有 界 域 表 和 达 形 式 上 计算 Bergman £ 
Яў. Bergman 度量 以 及 Cauchy-Szegä 核 、 Poisson 核 .但 是 计算 
这 些 函 数 ， 其 目的 在 于 研究 域 的 冰 数 论 性 质 ， 由 于 在 全 纯 等 价 下 
全 纯 函 数 的 函数 论 性 质 不 改变 .因此 我 们 就 不 再 计算 上 述 各 种 核 
AA. MARE. 

不 过 ，Bergman 映射 有 一 个 重要 特点 , 即 在 上 面 给 出 的 有 界 域 
RAE A Rvi(27) E, 原点 的 迷 向 子 群 由 线性 自 间 构 群 构成 . 定理 
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6.2.7 告诉 我 们 , 域 Ryz(27) 上 的 单 可 递 全 纯 自 同 构 群 Ty (27)) 
让 分 式 线性 变换 构成 ， 另 一 方面 ， 已 知 在 正规 Siegel 域 表 达 形 式 
Ry (27) Бб фара та АЕ T(Rvr27)) 由 线性 自 同 构 构 
成 ， 而 国定 点 viv = (У—1,0,4/—1,0,0, VZD 的 迷 向 子 群 部 分 
由 线性 自 同 构 构 成 ， 部 分 由 分 式 线 性 变换 构成 . 

下 面 我 们 来 求 第 六 类 例外 典型 域 St (27) 的 原点 迷 向 子 群 ， 

由 于 o 为 Bergman Riim, t c(Rv:(27)) = (27) 的 原 
点 迷 疝 子 群 Iso (Wv; (27)) 由 非 蜡 线性 变换 构成 ， 它 具有 表达 简单 
的 特点 ， 因 此 我 们 先 来 计算 齐 性 有 界 域 St (27) 上 的 原点 迷 向 子 
群 Iso (RR (27) 的 李 代 数 


iso (Hy ;(27)) = z, (iso (Rv(27))) = =, (Loz + Lig + Lh) 
= g.{ Loz + e,(L0a) + o. (15). 


定理 628 #FSF E. 
(1) FER a,(Loz) 有 基 

O(P) =P 1<1<)58; (6.2.36) 
(2) 子 空间 oL) 有 基 


ох) - ZP) = C0 - BË, у<<а,>1<ї<ў<з, (6.2.37) 


其 中 
д д а 
в}; = 22%) = + пае Bs + УзР, 


BË обузе!) dO мед ‚12 
1з = 2(%тзе,) Бе Т Зе өы f 2 (ег Pa ey) Энг? 
д а! a 
ві = 2 r _ П 
23 = 2(40зе;) бе, "86 бу + > (ana Pre, er Fuz’ 
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БИ ТА 
СЇ = (ое! Z ~ + те = + MaPt se— Bo 


i 


g а 
ci = 2ye) -tr a + У изе, eb ду д (6.2.38) 
c? = 20е) ao „К? а T > Yi2eretP 


(3) 子 空间 c.(Z2) ЖЖ 


; Ə F g 
с.(Ву) = V—1(2ri— ar + їз д +)ззт Эш ), 
БИ а’ 
о.(В5) = V 一 2" 22 - + 12877 + yaz h 
дуо дуз (6 2 39) 
a д 7 
(Ву) = v- Tars + ТТ + Ys oza 小 


Ə' 
(Oy = IBY 4 pt 
ЧЕТУ +7) = v-1(B;y +С), 


这 里 1 <t<8,1<1i<j<3, 
证 记 efz] = у. ЗА y = (pytt 922), 2 = (21,055, 227). 写成 
函数 表达 式 为 y: = f(2,1 < iS 27, 于 是 dy = D Oa, g 
2 


7 


取 域 Rvr(27) 上 的 向 量 场 Elz) 35506 a= 则 


„Оре 95) = 609) PoR - љи. 


所 以 
n; (u) = Deog 


比较 式 ди = plaz п 可 知 ， 易 du 为 n dz 为 &, 则 得 
7 
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ъ= У) Sç, 由 定理 6.2.5, їс 


) = (mily), т2(0), nly), maly), nst), maa (u)). 
Elz) = {En (у), &уз (у). £92 (у), E1aly), E23 (у), зз(0)), 


则 有 


та 一 一 2Aofz 二 ww 一 luo)-3dAofz 十 v —luo)laz=z 
((s2 + V—1)(ss + V—1) — 223253) + 2До(2 + оо)! 
[©22(#)(эз + V—1) + ©зз(&)(ээ + V—1) — 223(2)253], 
та = — 2А0(2 + V—luo) dAo(z + V Tu)|as=z 
{(в1 + м1) (83 + V—1) — zaza) + 2A0(z + v Iv)? 
[én(z)(s3 + М—1) + ёзз(2](в1 + VTI) — 2613(2)2;3], 
ma = – 2Д0(2 + у'—1ш) 2dAo(z + VTuo)jaz= 
({s1 + М'—1)(вз + М1) — адои) + 2A0(z + УТ)! 
[611(2) (8а + V—1) + аа (2) (81 + V-I) — 22(г)г15], 
то = 2А0(2 + V1v0) 2dA4(z + МТ) ае 
(вв + МТ) ло — У (213P, z}3)er) - 2Ао(2 — V -Ivo)-! 
[за (2) 212 + (as + У 1) — У lial) P, tha 
+ 213 Р. з(2)/)е,], 
тз = 2Д0(2 + У 100) ?dAo(z + V—1u0)laz=€ 
(3 + v —1)zas 一 Y (ге, )zzs P,) — 240(2 + V lu) 1 
[222(#)г1з + (82 + УТ) ез 一 5 (é12e')z23P’ 
一 У (аше) зР!), 
=2A0(z + V lu) dAolz + V 100) азе 
(Cs1 "У 1) оз ~ У (газе, )газР,) — 2A0(z + Моо)! 
әз = [611(2) ғаз + (31 + VTI) — У(612(2)е)азР. 
_ УХазе!)ёзР,], 
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其 中 
dAofz + м Тоо) |а: 
= 11(2) (82 + М1) (ss + М1) — 223223) 

+ 222(2) (1 + м1) (9з + М1) — 21321s) 

+ Є3з(2)(( в + '—1)(в2 + М1) — z12212) 

+ 2612(2)( (213Pr za)er — (8з + V—1)z12) 
+ 2613(2) (У (z12er) Pezza — (82 + У—1)аа) 
+ 245а(2) СУ (ae, )алаР, 一 (sl + 3—1) 253). 


任 取 a = (oi, 012,922, 013,423, 033) Є R27, Ay Є Rš. 取 


ера = Уо +В, )+ PTs 十 Т?) 


igj 
+ УУ ех) – zt), 
їс) Ë 

代入 上 面 的 公式 ， 利 用 定理 6.2.5 便 证 明了 定理 .证 完 . 

于 是 ， 立 即 有 

定理 6.2.9 第 六 类 例外 典型 域 St (27) 是 关于 原点 的 四 型 
域 ， 所 以 是 对 称 有 界 域 .对称 变换 为 y —y. | 

iË "(Bl + B+ Bl) = Viv, 而 exp (V=T0 2) 
X y> уе N 0 e R, 所 以 证 明了 定理 . 证 完 . 

定理 6.2.10， 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 Rv (27) 的 点 y=Tvo 
的 对 称 变换 为 


Ç = A-1 t > — А-1 , 
S1 = Ао (52583 一 223223), Зз = Aç (sszi2 一 У 213 Pr zser), 


= Ag {s153 — 213213), ma = Aç (ez 一 》 (anel )aas P2), 


Sa = Ag (s182 — 212213), Sa = AD (2а — У (aazet)a2isP;), 
(6.2.40) 
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i F , 5 J f А 
Ао = 815283 — 51 223423 — 582213213 — 932122192 +2 {212е1)з13 Р. 253. 


证 今 域 vr(27) = o(Rvr(27)) 有 原点 对 称 变换 7: у= -у. 
所 以 域 Re (27) 有 点 V Тоо 的 对 称 变换 о отос. 由 定理 6.2.5 
及 直接 计算 立即 可 证 . 证 完 . 

在 定理 6.2.7 中 ， 我 们 已 经 算出 对 称 有 界 域 Rvr(27) 的 单 可 
递 全 纯 自 同 构 群 Со. 下 面 来 计算 对 称 有 界 域 St (27) 的 原点 迷 向 
TÆ Iso (Pt, / (27)). 

定理 6.211 第 六 类 例外 典型 域 И, (27) 的 原点 迷 向 子 群 的 
单位 连通 分 支 有 如 于 生成 元 素 ; 

(1) exp Loz = Соз 为 原点 迷 向 子 群 Iso (Mv (27) 的 连通 子 
群 ， 它 为 

Tiri 15<Si<3, мо 030, 1< i<j<3, (6.2.41) 

ОРО = Ў (erO12e))P,, 1<ї<8, (6.2.42) 


r 


其 中 O12, O13 € O (8). 
3 ð 
(2) exp У ano" (Bi + ЕРИ, Уа: € R,1 < í < 3, X 
&1 i 


ri ie2Y Io, ye ~ pje (estos) 1 <i<ji<3. (6.2.43) 
(3) Е; € R ai; € RË, аай = 1, NI 
(а) exp E (one;)o. (X? — 210) X vs = rs, 
01 = rı cos? O12 + ғо sin? 0,; — 2015 зїп 2012, 
va = гу зіп? 012 + ra cos? 013 + ar!» sin 2043, 
Шуд = yis — 2512013(8їп2 12)012 + ze — т2)(вїп 20у» үә, 


Wis = Ула COS fiz 一 (sin Ө\») әз At, 


twa = W23 cos буз + (sin Өз )1n3 Aig. 
(6.2.44) 
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(b) exp ĝis У`(олзег)о. (XY 一 zt) 为 Uy = T>, 
š 


+2 П : 

v1 = ту co082 1з + rasin” 013 — (азал з) sin 2013, 
А 1 А 

v3 = rı sin? 013 + rs соз? Өз + (1303) іп 2013, 


wiz = уз СОВ буз — роз Азза sin Ёз, 
А 1 : 
wis = yig 一 2(элз@1з)(ви1^ Ё\з)=1з + z — ra)(sin 201sjala3， 


waa = уоз Cos Ds + 01243 Sin 013, 
(6.2.45) 


(с) exp xs 5 (oase), (Хд - Жур ui = т, 


ta = го cos2 боз + ra sin? 0.4 一 (1236055 ) sin 203, 
0з = то sin2 8;a + rs cos? боз + (уззоба ) sin 2023, 
wiz = уд Cos Ваз — Y13423 sin 023, 
wis = 113 сов aa + утә А53 віп Өзз, 


. 1 . 
2з = Ya3 — 2(023053) (іп? 0;s)ezas + 5? — ra)(sin 28233)023, 


(6.2.46) 
其 中 
Ar = Y (але! )Р,, Аз = у P'oiser, Азз = Y P.abse,. 
(6.2.47) 


X Pieca Pa BR (6.1.5) 定义 ， 
(4) ТЕҢ ij ER, Qij € R? owyat; = 1, Ш] 


g 
(а) ехрёџ У(алзе!)о. (TH + е 
t EZES 


] 为 Vs = тэ, 


ту = тү cos? бүл — ғо він? Өү, + v 12а! з sin 2012, 
v: = ғұ sin? @\з + го cos? fia + М гай віп 2012, 
м1 

2 
wia = фіз Cos 012 + V lya Al, sin Өү», 
Ww2s = yag соз бүз + V 112 Ао sin буз. 


(ri + ға) (зіл 2012)оцә + 1201 зоо сов 2612, (6.2.48) 


012 = 
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g 
(b) ехрӣз (ne!)o, (TH +g ) Ж о = rz, 
t 213 


тү = Ti cos? 013 — rs sin? бүз + V узот з sin 2613, 

vs = —ту sin? Өүз + ra cos? 013 + М—1у1з@1з sin 2013, 

шуо = 112 COS Вуз 十 V — Туоз Аз sin fig, (6.2.49) 

мІ 
2 

шоз = Yas СОЗ бүз + V 1512413 sin Өз. 


(ri + ra)(sin 2013)013 + 513013013 сов 2013, 


wia 一 


g 
(c) exp O23 У-(аззе!)о, (TY + 5 ) 为 v = т, 
1 223 


Ua 一 To cos2 f3 — тз sin? fy 十 V —1узз@®з sin 2053, 


оз = 一 ra віп? Ёз + Ta сов? Baa + V — 1303053 Sin 2023, 


wiz = 112 СОВ bos + V – Пуз А зз sin 023, | (6.2.50) 
wig = уз соз fag + V — уло А53 Sin боз, 

һ—1 А 
023 = (гә + тз) (віп 2023)ооз + Угзаззооз сов 2023. 


2 


Ш FEHERJE (3) 及 (4). ER 0; € R, ag € RË, 
leyl = 1, ЖЮ 


expl У (aeon (XY – 200), 1<41<ў<3 
t 


分 别 为 常 微 分 方程 组 的 适合 初 秆 2(0) = у 的 唯一 解析 解 . 


(a) (2,73) = (1,2), = = (тү, £12, £22, £13, T23, T33), Mil 


dz 2 dz 

— K eco 
хәз dx 

49 = YT (euet)zis P, r = 211301, 
dr dz 

was, SB o, 
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(b) G,j)= (1,3), W 


dri 
Чез = 一 >; «зз Р, tager, 9 = (111 — 233)013; 
dr агі 
Та = Y (ezeta Pr, 9 = 2513053, 
dr dr 
e = 0, PTI = 2213013, 
(с) (4,7) = (2,3), 则 
да dz 
9. = 一 >》 (zisP,z2ə)e,, -二 = $ \(тзе,)вззР, 
азза dtir __ 
TE = (222 一 тадл)ооз, a = 0, 
drag dz35 
PrE = — 2223093, ЕТЕ = 2293023. 


因此 相应 的 单 参数 子 群 为 定理 中 的 (3). 
再 任 取 ou € R°, 则 exp У(04/)о-(6:50-— Т0) 分 别 为 党 
微分 方程 组 的 适合 初 值 =(0) = у 的 唯一 解析 解 : 


(а) (Ь7) = (1,2), MM 


dr 4 
ЕВ = М —1(z1i + 252)o312, r = V-I 3 алге )сәзР!, 
dr : б 
-i = v—1 Y T (oazel)anaP,,, dru = 24 —1а12013, 
БЕ 
РТУ = 2% 1212045, za = 0, 
(b) (473) = (1,3), MM 
=: dz 
F =w 1 5 (олзР, 223jer， ЕТИ =y -en + X33)c13, 
аз а 
= УТУ (туе, )олзР,, 一 2v 一 1ziscls， 
dasa dras 
"a = 0, a 一 2v 一 1rli3ai3， 
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(b) (¿j)= (2,3), MM 


4 
dz12 = y —1(ж1зР„о%л)}е», _ = w —1 У (тәзе, aga Ps, 


аё 
d dr 

ar = V —1(zx2 + v33)023, P =0, 

d dg 

za = 2w 一 1z2scz53， Era = 2 —IməaacCyos. 


因此 相应 的 单 参数 子 群 为 定理 中 的 (4). 证 完 . 
最 后 ， 我 们 来 考 趾 李 群 Aut (Ку (27) 的 连通 分 支 ， 我 们 有 
定理 6.2.12 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 Ry1(27) 的 全 纯 自 同 
构 群 Аш (Rv (27)) 双 连 通 ， 除 单位 连通 分 支 外 ， 另 一 分 量 代 表 元 
ЖХ] 


Pi — rot З, уа — ууз, уаз > — 013,523 > оз. (6.2.51) 


第 六 类 例外 典型 域 St (27) 的 全 纯 自 同 构 群 Aut (01, (27)) ER 
连通 . 

下 面 我 们 写 出 证 明 概 村， 考虑 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 Ну, 
利用 Vinberg 的 代数 李 群 的 极 大 三 角子 群 的 共 轰 性 定理 ， 可 证 无 
妨 取 最 大 全 纯 自 同 构 群 Aut (Пу) 的 连通 分 支 的 代表 元 素 ， 在 共 
固 下 使 三 角 群 T(Ry7) 不 动 ， 从 而 可 证 可 取 连 通 分 支 的 代表 元 素 
为 仿 射 变换 . 利用 域 Ryr ВЯ ФЕ T(R) FETE, 可 证 无 
妨 取 连 通 分 支 的 代表 元 素 为 使 点 (vlw 0) 不 动 的 仿 射 变换 .， 它 
将 第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 Ry; 的 Silov 边界 变 为 自身 , 因此 它 具 
有 形式 o :一 xz4o, 其 中 Ao < GL (27, R). 进一步 利用 Iso (Куг) — 
o(Iso (Ry;))e 1, 由 直接 计算 可 知 无 妨 取 分 量 代 表 元 素 为 恒 等 变换 
id т — r 1 < í < 3,02 — 12 313 — -Ya 23 > —Уоз. 所 以 证 
明了 李 群 Aut (Буг) 双 连 通 ， 因 此 ， 李 群 Aut (Wv r(27)) th XY PE il 
( 见 参考 文献 [38]). 
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8 6.3 例外 对 称 Siegel 域 Ry (16) 


在 这 一 节 中 , 我 们 考虑 第 五 类 例外 典型 域 , 给 出 它 的 表达 式 ， 
求 出 它 的 最 大 全 纯 自 同 构 群 、Bergman AAA, Bergman 映射 和 
Bergman 度量 ， 从 而 给 出 有 界 域 的 表达 形式 ， 进 一 步 计 算 它 们 的 
Cauchy-Szegö 核 和 Poisson 核 . 

由 定理 6.1.19 可 知 ， 第 五 类 例外 典型 域 有 如 下 正规 Siegel Ж 
的 表达 形式 Rv (16): 


Im č (z) — Re В, (и)В, (u) > 0, (6.3.1) 


其 中 z= (31, 212, 52), 51, 32 € C, гу; € С, и = (ui, us), ui, uo € C$, 


G1(z) = ( Z, ssl ). R.(u) = ( RL) ), (6.3.2) 


Ж Riu) 为 6x4 复 矩阵 ， 它 定义 为 


6 
Ru) = У eur, 
r=1 
而 4x 4 FË 1, Qo 由 引 理 6.1.18 EX. 
显然 有 


QQ; + QQ; = 28160, isije, (6.3.3) 


6 6 
DQilesev + ее); = У (ее, + ере); =0 (6.3.4) 
ї=1 


i=1 


其 中 1<u,v<4, 


6 
Y Q ele 0; = 28,109 — 2Је е, 1 S u, < 4, ` (6.3.5) 


t=1 


` 584 · 


5 
ЭРК = 26,10% + 2Jete, J, 1 < и, < 4, (6.3.6) 
4=1 
{QI = -Q;J, ї<)<6, (6.3.7) 
这 里 
ofo -hħì__ 
= ( 5 ) = 903. (6.3.8) 


所 以 记 ua = (£1, 22, 23,94), 则 


Ty то з T4 
一 vV 一 iel -vlez VvV-lxs V —lza 


—22 


_ £3 z —g 
Rad = | ута Cha 1а (Siz |; (689) 
£a — 13 => “#1 
— in a -y le, —V- la; -yir 
于 是 
R(ua)R(uz) + (и) R(us) = 2|и;[21®!. (6.3.10) 
而 
Im C, (2) — Re (Ri(u)Fi Gu) ) = ( 2 22 ). (6.3.11) 
其 中 
eu = Im (я1) — ui, саа = (Im (eo) — jue) ®, 
6 
c12 = Im (212) — У (Ке (uy Ф), (6312) 
#=1 
NER a,8 € Ct, 记 
6 4 
А = У)609, B= Y Q;B'e;, (6.3.13) 


j=1 7=1 
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则 
一 6 — 
АА! = У`0;аод; = 2a Н + JT, 
j=l 


- (6.3.14) 
ВВ =у QB 80, = 288 1 ~ 2J8'8J. 
了 一 1 
且 有 АЈа =0, BJB- 0, 
ААА = 2а|24, ВВВ = 2|8|2B. (6.3.15) 


于 是 
(А'А)® = 次 -le 六 -2 页 4， (BEB): = 2-3 82F-2pB'. (6.3.16) 
定理 631 第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Rv (16) 可 表示 为 
Im (з) ~ |ua}? > 0, 


(Im (si) — |а |2) (П (so) — |ш;|?) 
(6.3.17) 


в 
— [ёа (әу) — У Re (и. )е |? > 0. 
i=l 


证 由 


( I —s;lzi2 8р 212 1 8122 
0 1 zia 521 0 I 
#1 一 37 112г» 0 
0 syi j?’ 


当 s; €R, 212 € R° nf, (2 а )>% 当 且 仅 当 和 > os 


215 821 
sz 212212 > 0. HZ s; 为 Im (а;) – [ш[2,гу; 为 六 Re(uiQ;uy')e; Œ 
t=1 
证 明了 定理 . 证 完 . 
由 定理 6.1.14 立即 有 
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定理 6.3.2 ”第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Ру (16) 的 Bergman Ж 
800) 


K(z,w z,u) = Xo[(Im (81) — ja 的 (im (ва) — |wa12) 


一 У (Im Zj 一 Re (aQ), [6.3.18) 


i=l 


其 中 Ao > 0, 212 = (24, `. 26} € cs, (з1, 212,82, чі, мо) € Ry (16). 
Bergman 度量 为 | 


ds? = ddlog K (z, u; Z, 0). (6.3.19) 


Cauchy-Szegö 核 为 


Slaw = MG =n 6) а)ба - 8) ш) 


5 1 1 = = -a 


-EGZ 一 下 一 yt Qty 一 2.209, 6192] -į 
= MK(z, =u; £, Oš, (6.3.20) 


其 中 А> 0, ХЕ = (Eia thi = (m, g) € Ct, to € 
С = (б, С̧а), Ci, бә € С“, 造 合 条 性 


6 


Im ((£;) = |>, i = 1,2, Im (#12) = Y (Re (Qae (6.3.21) 


т=1 


它们 全 体 构 成 的 集合 为 第 五 类 例外 对 称 Siegel й Rv (16) 的 Silov 
边界 5(Вү (16)). Poisson 核 为 


Sin ч; ё, 9)2 _ (кешт? ETI? 
5(2, щт, Z) Kfz, u Z, меме! 


Ш $ ni; = 6, 所 以 


Р(2,щё, т) = (6.3.22) 


ni + r = 2111 + па = 8, ma + r = nis + 2поо = 8. 
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. M та = то 二 4 所 以 由 

j i 1 , 

Y nm; = —(n; + пу + mih $ Anij = -3 + n; + 2rn;), 
+=1 i=l 


有 #1 = —12, #2 = 60, Ау = —8,45 = 40. А 


— 


К(2,и; 2,9) = Modet (Ci (Im z) ~ Re (Ri (u) Ri (и) у) 
Че (Co (Im z) 一 Re(R;(u)Rə(u) yuz, 
其 中 
Cai(z) = ( 2 22 ) ‚ Cale) = (82), 


219 Saf 


чү 
i=l 


由 于 det Ci(z)“ det Ca{z)"? = {s183 – 21221), V z € R°, 所 以 证 
明了 式 (6.3.18) 成 立 . $ А; = Е 1,2. 所 以 证 明了 式 (6.3.20), 
从 而 式 (6.3.22) 成 立 . 证 完 . 
由 定理 6.1.16 有 
定理 633 记 aut(Rr) 为 第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Ау 上 
的 全 纯 自 同 构 群 Aut (Ry) 的 李 代 数 ， (Ry) 及 iso (Rv) 分 别 为 
域 Ку 上 的 单 可 递 连通 全 纯 自 同 构 寿 T(Rv) 及 国定 点 
(V—1us,0) = (V-1,0, //—1; 0,0) 
的 迷 向 子 群 Iso (Ау) WERK. 则 有 如 下 子 空间 直接 和 分 解 
aut (Ry (16)) = HRvy(16)) + iso (Ry (16)) 
= L. + LEi + Lo + Li + Lo, (6.3.23) 


其 中 
t (Ry (16)) = L + Lı + Lo. (6.3.24) 
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记 212 一 (1,1,6) € ce, 则 


ә ð ð д 
(1) £: 有 基 : Bar 2s: By Bye 


D Li 有 基 : 1 < t< 4, 
a a = Ə 
(6 _ Т ү 
P = е т + 2% -lueg + 1 > (029,60) ае ` 
~ a! Ө 一 Ə 
(O _ r > ү 
Ру = v-16% 37 + 20е; дә + à (из@, е) gy 1 
PD = e12 4 V Tie, Š тунд 
> = @,— + 1де — + v — (uiQ,e,)—, 
Ән» Әз» Ө 
B9 = = м — Te, 2- - +244043. + > ае) у 


(3) Lo = Loi + Loz + Гоз, 而且 


(a) Loi 存 基 
Әд Ə P” 
ц targ ЗИ 
РД g 
Аз = 2219. + 22 By шр; 


Б д 一 F 
Xs = 22 50 СТЯ + wl er 1 < š < 6; 


(b) Los ЖФ Ao = Ма МЕ 及 


ð Ə 
Ps = 2(% э gz ) 一 -0,® +wQ,Q. = ‚1 < s <t < 6; 


(c) Los 有 基 


а д r 
2 Tagg Haa, 1 < t < 6; 
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(4) L; 有 基 


1 Ə' 8 
B, = sls (AY + чї бы) + > z, (Z; + ш.) 
а э 
= 2.0. + 2221225; +8 31212 盏 十 suz = 十 У А 


1 
Б = 2152642 + w) + Det 十 9,32) 
8 д а — @ а 
— g2 , _“_ — — 上 
= 52 Әз + 212219 дзі + 8221271, + > 2.086), Эи; + 3242 Bay 
T = [Х.В = [Z Ba], 1 <t< 6; 
(5) 11 有 基 
y) = [p pJ, YP B, Б], 1<t<41<i<2. 
Ш 今 nis = 6,т = т = 4, 由 定理 6.1.16 可 知 ， 这 时 多 
项 式 向 量 场 


—X, 1<t<6 д +B, 2. + Bə, 2. + Tr 1 < t< 6, 


' Өзу 
ye) 2 Б, y _ Р), 1 < f < 4,1 = 1,2 
都 在 iso (Rvy(16)) 中 ， 所 以 我 们 只 要 证 明子 空间 Lo 有 基 Pri < 
з<1<8 HBT. 
ЖШ Py € Гоз. 由 定理 可 知 ， 要 证 


{(—©,0,)©Ь = Q, (Q: Q,) = > е„(2(е,е; 一 erves))ey Qr 


$ s < t,Q,Q, + Q,Q, = 0,Q, = F,Q, = —Q,,t > 1, 所 以 


– Q.Q.Q, - Q,Q,Q, = Q,Q,Q, + QQQ. 
= – Q,Q,Q, + 25,0. – 0,0,0, = –28.,0, + 25,0, 
= 2 Уу er(esel ~ EEs) Qr 
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TERHES, B P, € Loo,1 < s < t < 6. 
余下 证 Ао 及 P,,1 < s < t < 6 为 子 空间 Lo Е. 问题 


化 为 讨论 мк + Ка 2. Є Го. 这 时 有 К.О, – QK = 
0,1 < p < 6, ЙН К, +, = 0,1 < s < 2 WJ 8 K; = К, B 
KiQ, = Q, Ki. 因此 K, 为 纯 量 斜 Hermite 方 阵 , 所 以 K, = K, = 


МП, X € 及 ,这 证 明了 ТА tus Ko 2 为 Ao 的 实 纯 量 


ди» 
显然 {Rv (16)) = Lz + L-1 + Lo, 又 子 代数 iso (Rv(16)) 有 
子 空间 直接 和 iso (Бу (16)) = Los + Lha + L + Lt, 其 中 L EE 
X,-Z,1<t<6 D Ж yl p) yO- PO суса 12, 


B AE ос +В, +В, зат ек6 
t 
定理 634 连通 单 可 递 李 群 T(Ru) 由 映射 + = rla 3:6) : 


(zu) 一 (0,0) 构成 ， 它 们 定义 为 
С1(77 (2) = PICi(z) + V<1R,G8)R, (и) + ТР, (а) (5) 
+ lp (уйу + УС (8)R,(8) + COP, 


2 
Ri (”'(u)) = PR,(u) + РВ, (8), 


(6.3.25) 
其 中 
т(а, 8; ó)(z, u) = (72), '(u)) = (w, ©), ape Rë, ô € cs, 
У . 
Pla) = P = ( ац аз ) | (6.3.26) 


其 中 а = (G; clay 22), о € R, од > 0, = 1,2, G; Є RE. 而 第 五 
类 例外 对 称 Siegel 域 Rv (16) 的 全 纯 自 同 构 群 Aut (Rvf16)) 有 半 
ARRIR 


Aut (Ау (16)) = T(Rv(16))iso (Ry (16)). (6.3.27) 
541. 


证 ” 由 直接 验算 可 知 ， 令 8 = 0, š = 0, Mz (6.3.25) 可 写 
成 如 下 的 坐标 表达 式 


31 > а?у sa 十 pe 十 («1за12)82, 
85 — а2,82, 

212 © 011022212 + 02201292: 

му — өрүшү + 032 Ri (us), 


Шо} Cooly. 
邻 an = арз = 1, айз = 0, 1 

ô = (1,82), ó; € C*,8 = (bn, 812, бәз), би € R, Daz € RŠ, 
则 式 (6.3.25) 可 写成 如 下 的 坐标 表达 式 


s1 81 + 2/'—1шбү + V—1665, + ñu, 
212 > з + fu + Vl 05 + 20,5, + (Re (610,5)))е,, 


s2 — s3 + 2'—1шәб, + V 166, + Bo, 
мр > uj + йу, 
из — ча + бо. 


最 后 证 它 单 可 递 ， 事 实 上 ， 在 域 Ry(16) 中 任 取 一 点 
(209), 090) = (s), 209), s), (шщ, ч), 
则 有 如 下 唯一 解 a, 86, 使 得 
(о, 8;8)(:9), ы®)у = (Тоу, 0), 


其 中 
di = —-щ°, би = —Re (sË), š = 1,2, 
Biz = 一 Re eD), en = AHTI, ов =A}, 
— 
a2 = —X lu {Im 200 — Re Уо, ег), 
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À = (Im Бш ) 一 POMOR 2, 
1 


и = det (Im C) (z(9) — Re А, (и), (4090) )2. 
所 以 证 明了 定理 . 证 完 . 
现在 考虑 域 R (16) 上 的 Bergman В| с. ië 


z = (su, 212) 82), у = (Tu yT), 8; r; € C, 212,812 € С, 
u = (u; ugh, V = (01,202), tu t; € С^. 


Хі 
А{2) = 8182 — 212213, (6.3.28) 


我 们 有 

定理 6.3.5 ЖЖЖ УКЖ] Ик Siegel 域 Ry{16) 上 的 Bergman 
БЕЙ] с, 将 域 Rvf16] 全 纯 同 构 地 了 映 为 齐 性 有 界 域 务 v(16). 它 是 16 
维 复 Euclid 空间 C15 中 包含 原点 的 有 界 域 , 称 为 第 五 类 例外 典型 
w. 这 里 с 的 举 标 表达 式 为 


= М1 + 24(2 + Vle "(вз + v—1), 
адау). l(a + у 1), 
лз = —2A(z + 1а) гэ, (6.3.29) 
= vV2A(z + VIvo) (в + М—1)ш — У жиз}, 
v = V2A(z + vivo) (в. + VT) — Уаш), 


其 中 412 一 {z `. ,26), 70 = (1,0, 1), 又 有 
Alz + /—Luo) )А(у — y —lu) = 4. (6.3.30) 
Ш ”由 定理 6.1.15, Bergman 映射 为 


K(z,u; z, 2) | р 
K(V lu, 0; 3,9) Iz=— VTTvo ,d=0 ' 
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(y, v) = grad (= «у log 


其 中 忆 为 非 异 常数 方 阵 ， 由 定理 6.3.2, Bergman ЖА 
K(z,u; z, u) = [tm (s1) = Ju) |2)(Im (82) – |020?) 


-È (Im (z;) — Re aa Q; ))2] "12, 


所 以 


dlog K(z,u; Z Dha -iw ao 


= —12Ao(z + v —1u0) dF]. Vivo u= 
其 中 
FP(z,u;Z,u) = (ву — Зу — 2VTə|uy|2)(sa — #з — 2/—TJusa|?) 
6 

- Уу = 3; VI Vl du) 

j=l 
ЧЕ] = ито = (si + у'—1)(—Чэз — 2v- 1uzduz ) 
+ (sa + V—1)(—ds, — 2y —Tuyduy ) 

8 

二 23 ` z; (dz; + V—-luiQ;duz + /'—1шз@уйш ). 


j=1 
详细 写 出 Bergman 映射 的 表达 式 ， 省 当选 取 非 异常 数 方 阵 ， 便 证 
明了 定理 . 证 完 . 


由 直接 计算 可 知 ， 定 理 6.3.5 给 出 的 Bergman 映射 > 的 道观 
о, 的 坐标 表达 式 为 


= -М—1+24А(у— Vua) {r2 — М1), 
= -ZI + Aly ~ vam) (r — М—1), 

z217 = -2А(у ~ у) ло, (6.3.31) 
= М?А(у – V—lu) (re — V—1)u 一 Y uQ), 

чә = V2Aly — V lu) (ту ~ МТ) ~ 2 uQ). 
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现在 来 给 出 第 五 类 例外 典型 域 St (16) 的 坐标 表达 式 ， 由 定 


理 6.3.1 及 定理 6.3.5, 我 们 有 
定理 6.3.6 第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Ry(16) Æ Bergman $ 
ос 下 的 像 为 第 五 类 例外 典型 域 у (16), 它 定义 为 


Ry(16) = {(y, v) € CE x C л-р > 0, gi —g2+gs > 0}, (6.3.32) 


其 中 
яс = 1 — [күтә — hyo — Im (r1 + r2)(FiF2 — Yapha + 1), 
= þri — м Ц + [rs — М/— 120191 
-= 26е У (F1 + М—1)у + (r2 — УТ), ) 0,0, 


+ >` 1-0, (vi 9, + 2200,9), 
(6.3.33) 
яу = 1— [r]? — [r2]? — 241282 + |та — 20121, 
ga = 2(1 — fri? jova + 2(1 — fral jo, 
+ 4Re Ут + rap, Jv 9.9 (6.3.34) 
- 23 („д + 0, QT), 
9з = гу) [Qr — 4 |22. 


证 ”由 定理 6.3.1 可 知 第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Ау (16) 由 


(Im (в) — |juy|2)(Im (s2) 一 ) -2(m (zr) — Re (ui Q,2))2 > 0 
(6.3.35) 
以 及 
Im {s2) – [|2 > 0 
定义 . 显然 条 件 (6.3.35) 蕴含 (Im (ai) — |uy|2)(Im (sz) — Juz?) > 0. 
所 以 Im (аа) — Jual? > 0 当 且 仅 当 Im (вт +в) — uy |? — ш»? > 0. 因 
此 第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Rv (16) 的 定义 条 件 可 写 为 式 (6.3.35) 
及 
Im (51 + s3) 一 |м |2 — Jual? > 0. (6.3.36) 
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记 До = 44(z + viv) t, 
fi = (а +), fs = li|? + luz}, 
= (Im (s. ))(Im (sz)) — (Im (#12))(Im (z12)"), 
& = |u| Im (82) + [uz Im (si) — 2 У (Im (zr)Re (u Q, 22), 
& = |02152 — 5 (Ве (Q8). 


于 是 式 (6.3.35) 为 gi — gat fa > 0, =Ë (6.3.36) 24 f, — fo > 0. {Е 
Bergman 上 映射， 我 们 来 求 齐 性 有 界 域 Ry (16) 的 定义 条 件 . 首先 ， 
Ао 一 4A(z + Тоо)! = А(у – мї). x 


А. = Im {((эу + VZT} + (s2 + М/—1))—2 
= 2|Aol ?Ве{Ав(М—1=| + 2—12 ~ 2 — А,)) 
= 231Ao| Re (Ao(-F1F? + Pigi — 1)) = 2|Ao| ?fh, 
Б = |ш[# + luz]? = 2|Aol ?fs 
ĝi = (Im (в + V—1) — 1)(Im (92 + 1) — 1) — Im (212) (212) 
= |Aol [Avir — 1) + А(—М//-1г« – 1) = |802) 
(Ao(V—171 — 1) + &0(— vir – 1) — [Ao)) 
+ (Agyi — Дот) (Ао — Доби )) 
= |Aoj А? — 251274: 
二 {ri 一 yI) + V-I) + (# 十 v —1)(r2 一 v 一 1 
+(1 -vim — w 一 IFajAn + (1 + vir 十 V —1r+)Áo] 
= |Aol lrir: — arial? — ||? — lr + 1] = Ае] 224, 
92 = |ш| (Im (ss + VZT) – 1) + hl (ш (s1 + VZT) — 1) 
– 2) (Im(z,))Re (u:Q,15) 
= [w]? — [ш]? — v —2|Ao| 2 
(о (от) + s2(&0u2) — (Aou ) — (Абиз). 
利用 > 9.(08 + Во), = 0,7 œ, 8 e Ct, 由 直接 计算 可 证 
9 = |Ao| -29a. 
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& = huy [ш]? — 5 (Re Ga Qa) 
= шаро? 2 Уат) 
74 932222) 一 5274920291, 
由 于 У Qa'a, = 0,V = € С, 所 以 


Уеа)? = У, а)? = 0. 


因此 
= halal = 3 ар. 


再 不 断 利 用 关于 Qi1,…, Qs 的 恒 等 关 系 式 便 得 gs = lAo) g. 证 
完 . 

将 第 五 类 例外 对 称 Siegel $& Ri (16) FRE u = 0, 得 到 第 四 
类 典型 域 人 Rry (8) 的 Siegel 域 表 达 形 式 Ауу (8) : 


{z Є C? | Im (ву + s2} > 0, Im (#1)Tm (82) — Im (212) (га), > 0}. 
第 四 类 典型 域 的 Siegel 域 表达 形式 Rrv (8) 作 Bergman 映射 ; 


= /-1+2A(z + /—lua) (ва + v—1), 
тә = /—1+2A(z+ уо) ‘(si + М—1), 
йо = — 2А(= + V —luo) izg 
得 到 齐 性 有 界 域 r (8) 的 表达 形式 为 
{y E CË | 1 > [rira — уло {2 + Im (r1 + о) (тә — 915945 + D, 
1> tral? + iral? + 2412912 — [7179 — 1421121 }. 
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显然 作 线性 同 构 
Tiz: = 012, @7 = 二 一 


(mi 十 r2), ma 一 3 — r>). 
记 
z = (£12, £7, £8) = (mi,- ra) € С, 
则 它 将 域 R, (8) RAER 
Rrv (8) = (z ECIN1+ |mz!|2 > 227,1 > |mz!|2 + 2Re(1 — тг), }. 
为 此 ， 我 们 对 第 五 类 例外 典型 域 St (16) 再 作 钱 性 同 构 ， 定 
XA 
у = (та, 12,72) — z = (х12,17,08), уд = (#1, Egh V — u, 

其 中 

212 = Yiz, 27 = тб +72), zs = S(r 一 ryh v = 0. (6.3.37) 


BARNE А) 
2 = туд, гү = V ley + £g, го = У 17 — £g, v=v. (6.3.38) 
这 时 域 Sy (16) 映 为 齐 性 有 界 域 Ry(16). 
定理 6.3.7 Bergman В о(6.2.29) 和 线性 同 构 (6.3.37) 将 
域 Ry{16) Pk AJ bk Ry(16), 定义 为 


т 8 R _ 
КОРШ 
其 中 
f(z, v) = 1 — jez? — 29Rez;(1 — Zz!), 
fa(z,u) = |V lay + zg — VTi va +|М—1шт ~ za — v-o]? 

~ 26е Y [(М—1— v Izr + ZEs)z,. 
+ (М-1#т — za — V—1)E,]u, Qt 
+J ez (VQ + 0,0,5), 
” (6.3.40) 
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g(x, v) = 1 227 + [zz |2, 
galz, v) = 2(1 — |v Z Irr + zs|2)|u2|?2 + 201 — |V -ler — zs |2)|>:12 
一 4Re 2 177 一 Жа), — (y ier — ®а)®,|1@+%, 


一 2 并 ct (QQ, + ®ә0,О,®,), 
А 


g(s v) = 2 5 QT]? — 4: |[ьә|?, 
" (6.3.41) 
也 称 为 第 五 类 例外 典型 域 . 

上 面 的 计算 给 出 了 第 五 类 例外 典型 域 的 正规 Siege 域 的 表达 
形式 ， 记 作 Rv(16), 也 给 出 了 第 五 类 例外 典型 域 的 有 界 域 表达 形 
式 , 记 作 Rv(16). 而 正规 Siegel 域 的 表达 形式 比 有 界 域 的 表达 形式 
简单 ， 并 且 单 可 弟 全 纯 自 同 构 群 工 (Rvy(16)) 由 仿 射 自 同 构 组 成 ， 
但 是 单 可 递 全 纯 自 同 构 群 T' R (16)) 由 有 理 分 式 变换 构成 ， 另 一 
方面 , 对 迷 向 子 群 io (Rv(16)) 及 I (йу (16)) 而 言 ，Iso (Rv{16)) 
由 有 理 分 式 变换 构成 ， 而 150 (9v(16)) 却 由 线性 自 同 构 构 成 ， 且 
由 此 可 知 ， 原 点 迷 向 子 群 Iso (у (16)) 有 一 维 中 心 ， 使 得 第 五 类 
例外 典型 域 Rv (16) 为 关于 原点 的 有 界 贺 型 域 ， 

由 定理 6.3.3 可 知 ， 迷 向 子 群 Iso (Ry(16) 的 李 代 数 


iso (Ку (16)) = Loz + Гоз + LA + 15, 


其 中 Lo 有 基 Ao, Pum l < s < t < 6,14 有 基 X, — Y,,1 < t < 
6, 5 ЖЖ ҮЗ БОО -POI < t < 4 = 12, L, 有 基 
B +P bh t + 2.15156 
下 面 来 求 李 群 bo(Ay) HERZ iso (Ry{16)) 的 一 组 基 - 今 
记 T 为 由 式 (6.3.29) 及 (6.3.37) 给 出 的 Bergman 映射 ， 显 然 有 
iso (Hy(16)) = r, (iso (Ry (16))) 
= TelLoa) + (Гоз) + Ts(L1) +т,(14), (6.3.42) 
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且 有 
dim(Aut(Rv(16))) = 78, dim (Iso (Ry{16))) = 46. (6.3.43) 
定理 6.3.8 符号 同上 ， 记 由 式 (6.3.29) RA (6.3.37) 定义 的 
Bergman 映射 为 r, 则 李 代 数 iso (9ty (16)) = +, (iso (Ry (16))) Ж Ж 
如 下 ; 


(1) FEE 7.(Loz) Ж Ж 
二 Vin 六- + V — lu Z, (6.3.44) 


ә ə 
L,t = 2(z。 一 一 Bz, 一 )— 19,912 + QQ Z a (6.3.45) 
其 中 1<s<t<x6i 


(2) FER + (Lo,) 有 基 


Lag = а, 52. 一 Ta— Бе )— “©, + 0,22. (6.3.46) 
JUrB 1 < s < 6; 
(3) FA 7,015) 有 基 
А} = 2/12. + VIŽ, (6.3.47) 


8 a Ga ә 
Іт = 2(zr a _ K -y 1 о + = (6.3.48) 


AT Ta, (6.3.49) 


ә 
Гат = (rsz rz = )+ V 一 lw Ys 
T7 


其 中 1<s<6; 
(4) FEN 
(IA) = {21(а) + 2.08) | V e, 8 € с}, (6.3.50) 
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l, _ 8 8 一 F. 
Z (e) = (ya) Be, V laz + Vood = 
十 (z7 一 2 + v — Ina 2, (6.3.51) 


28) = TO X-a э _ + v= z?) + Узв: 


+(=+ + лн? + VCB: а (6.3.52) 


其 中 A 及 В НХ (6.3.13) EX. 
iE $ olz u) = (у,0) 有 

dri = —2A(z + Vlvw) 2(dA(z + /—1u))(ss + VZT) 
+ 2A(z + vln) lda, 

dra = – 2A(z + Vv-lvo) 2(dA(z + 3—1 ))(э + МТ) 
+ 2А{г + М/—1ш) 1431, 

dyg = 2А( + Vlw) 2(dA(z + vaino) zaz 
— 2А( + М—1ш) 14212, 

dui = – V2A(z + Vivo) 2(dA(z + v iv) 
((э2 + vV -Iu — 2 au; + V2A(z + v Ivo) 1(dsə)un 


+ (82 + V —T)du, 一 У dz )uaQ; - >a (qua)Qi), 


do; = — V2A(z + v= Iv)? (dA(z + Vn) 
(( 81 + 4/1); 一 S awug, + v2A( (z + V Tua) (ds Juz 


+(s + V T)duy — 2 dang. _ Y z (dui)Q,). 


t 


ER Elz, uZ > +, u E aut «(Жеў 则 
с.((2, y +n(z,u) 2 = Ely, 2 EET Š 
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其 中 
g(a, ш) = (С (2, ч), Sr2(z,u),£22(2, ub, 
a(z u) = (m(z,u), 2 (z,u)), 
Ely, v) = (Ё (u, v), alu, з), £22 (u, v)), 
(ут) = (iy v): T (y, v))- 
易 dr, 为 ONS = 1,2. 易 dyz 为 Balz, u). 易 du; 2J (г, u), i = 
1,2. 52 ds; 为 Ён(д,ы), t = 1,2. 易 daz 为 ulz) 8 du 为 
nilz u), í = 1,2. 
直接 将 定理 63. 给 出 的 迷 向 子 群 的 李 代 数 iso (Ау) 的 基 用 
上 面 的 办 法 代入 计算 ， 青 作 线 性 同 构 


-yaer = -lm rv = 
T12 = Yiz tr = ЗҮ! + ro), тв = z — "21,0 = U, 
便 证 明了 定理 . 证 完 ， 
利用 定理 :6.3.8, 我 们 来 给 出 紧 李 群 Iso (Rv) 的 单位 连通 分 支 
如 下 : 
(1) ”由 基 Ао, А 生成 的 子 空 间 为 李 代 数 iso (ү) 的 交换 子 
代数 ， 而 exp (8A, + pdo) 为 


zm rev 下 vev Tite) y ep € R. (6.3.53) 
由 此 可 知 域 Rv 为 阅 型 域 ， 所 以 是 对 称 有 界 域 ， 由 式 (6.3.53) 48 
成 的 连通 交换 李 群 记 作 Go. 


(2) BÆ L,,1 < s < t < 8 生成 的 子 空间 为 李 代 数 iso (у) 
的 紧 子 代数 ， 它 同 构 于 so(8), 其 中 元 素 可 表示 为 


а 


r Ko S + оК , (6.3.54) 
这 里 Ко 取 任 一 8 阶 实 斜 对 称 方 阵 ， 而 K, 为 8 prg Hermite 方 
阵 ， 它 有 
_ Ку K 
К, = ( 5 Ka ) А (6.3.55) 
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其 中 
Ku = ~ E VC l(erKok)1 - > (e, Koel)Q,Q,, 


a< t 


6 
Куз = > У (е, Кое) + У 10е, Кое), 
s=1 


1 1 
Кэ = 7Y —l(er Koek} + 5 Y `(e, Kaer) Qi Q,. 


axt 
ә ә 
У ехр (= Ко + Ку 9р) 为 
r— техр Ко, v— vexp Ki, (6.3.56) 


其 中 exp Ko 遍历 SO (8) 中 元 素 . 由 式 (6.3.56) 构成 的 连通 李 群 记 
作 С. 


(3) 子 空间 + (Li) 有 生成 元 集 exp 2, (оа) 及 exp 2(8), 其 中 
Zi (a), 2208) 由 式 (6.3.51) 及 式 (6.3.52) ЖУ, Ya pett. 
利用 式 (6.3.54) 及 式 (6.3.55) 我 们 分 别 计算 如 下 ; 


п) 记 


0 /—1А 
Куз = о 0 И 
_ /— lea 0 
l, Vla 
Ka = 0 иш wag 
—1А 0 0 
于 是 
ajaj) АА” 0 
(Кл Кәр) = (—1)* elal) la|” , 
0 =y U = У-ІЛ) 


一 『 一 [а] Ta'a 0 
(Ко Куз)" = (—1)* ( 0 {2lol2)*-1A А ) 
v 1(2|a]J2)E А 
(Ka Kiz)" Ку lal 
1 1 
= (—1)# 0 — a| — as 可 | 
| Ушар Žo ж 


而 


exp Zi(a) = (x, vjexp K 


= (z, Ë СА (ар ) 
2,0) P огт 5 1)! ( (KaKa) Ka Kas Sd ). 
所 以 exp Z, (а) 为 
212 > 212 + (2]0[2) (cos Уо — Dz AA 
+ vi(v2loal) (sin Vja jA, 
тэ zler — У=1гв)(сов а} — 1) + ту — о] (аш [a)na 


VI 


1 
Ta 一 50У 一 1z7 + za)(cos |а| — 1) + ze 一 —lel| (sin jajna, 
v — al (сов |а| — luma + o + lal- (sin |oe|)(z; 一 v 一 1zsja， 


оо > (2lal) (cos V2lal — luz A + u + VIW) eA. 


у а (6.3.57) 
0 к, УВ о 
к (к, 0 ). ra= 0 2 
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1 一 
0 50 — 8 
于 是 
oo, pp BBB 0 
(Ki2 Kx) = (—1) 0 P ar vin) 
29-1 BF 0 
(Kx Куо)“ = (—1)# [ ( |8! 0 |8|2®-28'°8 ) 
VSO о 
Ki (Ko A Ку)“ = (— 1)“ 0 ШЕ , 
/—18|#*8 
(Ka Ki)" Ко 
ү TBB 0 0 
= (—1 一 |/ 一 一 上 
C o -Hepp У арк 
所 以 


212 > туз + (2|8|2) (cos /2|8| — 1)z12B B 
+ V—1(v2l8|) (sin v2|8|)w B, 
27 — z + (er + М—1жв)(соз |8| — 1) 一 эдш 81)ъ2', 


VC в-аз (вр, 


28 — zs 一 P (V=1m = х8)(сов |8] — 1) + 
б > (28) (cos /2]8| — 1) BB + v 
+ V—1(V2|8|) 1 (sin v2|8|)zizB , 
vz 一 к= J8| — 1)o28 8 + va + |8] (sin (Aer + V—1zsa)8. 
， 我 们 有 
Pq) 6.39 第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Ry 和 第 五 类 例外 典型 
域 Ry 的 全 纯 自 间 构 群 都 是 连通 李 群 . 
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这 个 定理 的 证 明 方法 和 定理 6.2.12 的 证 明 方法 完全 相同 ， 见 


参考 文献 [37]. 
定理 6.3.10 第 五 类 例外 上 典型 域 mu (16) 是 关于 原点 的 圆 型 


域 ， 所 以 是 对 称 有 界 域 ， 对 称 变换 为 y э р. 
还 5 


a a 
* Ё у — —. — 2 
а*(Бу + Bs) = 2v я + 2¥ luzy’ 
而 
д! г 
exp (у -lB + У lu su) 


ж y> yeY Te yo € 及 ,所 以 证 明了 定理 ,证 完 . 

由 式 (6.3.53), 用 Bergman 映射 的 道 ， 我 们 有 

定理 6.3.11 第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 Ry MIA (Viw) 
的 对 称 变换 为 


81 一 一 з2Ау?, 85 — —sA 1, 212 一 As 1212, 
= _ 

uy => — v —1(s2%4 一 DETAL 1, 

цо > — v —1l(sius 一 S gugaz’, 


其 中 До = s9 — 212213. 
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mm: 


AT 
不 可 约 表示 
无 穷 小 变换 

苑 穷 小 变换 群 
ЖЯ Riemann 度量 
不 变 Hermite 度量 
不 变性 

不 变 子 空间 
不 变 内 积 

.不 变 对 称 双 线性 孙 数 
不 变 复 结构 


不 变 对 称 双 线性 函数 的 核 


无 限 维 李 代数 
中 心 
内 自 同 构 


15,184,241,314 


Ж 引 


内 自问 构 群 
内 积 

内 微分 

内 微分 代数 
互相 共 蜀 的 
互相 等 价 的 
互相 同 构 
NAE 8 
х9 514 
互相 平行 
bikt dEi 
TAH 
ХУ ЙЕ ЙТ FJ ШЕ 
ИАЖ 

反 交 换 性 
反射 
я 


ИЖЕ 
я] ЕЗ 
Е 
TARR 

可 容许 标 架 
зу йу 

可 容许 向 量 场 
可 数 稠密 子 集 
TRÆ 

可 解 李 群 

可 容许 排列 
正规 Siegel 域 


= 


15,241 
108 

14 

14 
15,184,296 
232,497 
222 


269,387 
175 
186 
186 
283 
497 
496 
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正 交 群 

ЈЕУ 

ТЕ ШЕ 

正规 化 子 
ENEE 

EH 

ERK 

外 自 同 构 

Ў Siegel 10 

对 偶 空 间 

х 

TIPR I ER PE PA ЖД 
ЗЇ ЖЕ Ж & 
чтит 

2395 0] 

左 不 变 一 次 外 微分 形式 
ТЗ л 
左 平移 

左 不 变 商 量 场 

右 平 移 

右 正则 表示 
БЕ 
平方 可 积 函 数 空 间 
平方 可 积 亢 数 类 
平方 可 积 类 函数 类 
半 单 线性 变换 
半 单 李 代 数 
жж 

半 对 合 

包 络 代数 


>F 
IN 


全 系 不 变量 
зай 

ФИЯ 
全 纯 自问 构 群 
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214 
214 
173 
19,294 
23,297,322 
42 
42 
314 
506 
35 

284 

16 
411 
365 
270 
284 
286 
183 
188 


281 
106,107 
71 


403,492 


оса 
жал. 
AEM 
EA 

同 态 映射 
同 构 
同 构 映射 
brt E 
НЕ 

自 司 构 群 
自 同 构 映 射 
наж 

H 81 
负 根 


F tt Hermite ЖЖ 
A tE Kahler ЖЖ 
齐 性 Riemann 流 形 
FH Siegel ай 
齐 性 的 

齐 性 空间 

FE 
齐 性 有 界 域 
芒 射 自 同 构 
仿 射 自 辣 构 群 

向 量 场 


+ë 


李子 群 
FEATH 


171 

297 

381 

4,222 
4,222 
4,184,380 
4,222 

5 

4,184 
240,380 


491 


492 


ERE 
ita h A 
李 代 数 的 内 自 同 构 
李 代 数 的 内 自 同 构 群 
李 代 数 的 秩 

李 群 

李 群 的 萄 
李 群 的 同 构 

李 群 的 自 同 构 

李 群 的 内 自 同 构 
ЗЕР P3 Ë ЕЕЕ. 
ERDER 

Е ge EJ IH] ЖЕНЫ 
знан 
李 群 的 覆盖 同 术 
李 群 的 自 同 构 群 
李 变 换 群 
FEREN Lie 三 个 基本 定理 
李 球 

伴随 表示 

伴随 表示 的 核 
ЕЕ 

完备 Riemann ЩЖ 
完全 可 约 表 示 
+H 

辛 方 阵 

HEH 

百 群 

西方 阵 

HFE 

жер 

MRR 

坐标 

连续 映射 

连续 函数 类 
EART 


184 
184 
184,241 
241 
188 
221 
184 


170 
170 
170 
183 
361 
362 


ЖЕКЕ 

KER 

作用 有 效 

纯 量 变换 

形式 Poisson ЖР 


Щч] 


实 李 代 数 

实 形式 

实 半 单 李 代 数 的 鞭 
实 表示 

实 表示 的 复 化 
XARAK 

实 流 形 
实 解 析 映 射 

实 李 群 
实 正 交 群 
单位 坐标 邻 域 组 
њак 


非 作用 有 效 

RHA 
FRAY 

ЖЕЕ {ЕТЕ ЗЇ pp Е s Ж 
表示 的 等 价 

жэ 

表示 空间 | 

Жок Ë5 TE Ө ЕЕ PR ЖК 
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表示 的 Killing 型 
表示 的 Kronecker RH 
Жай 

线性 李 我 数 

БЕ. 


线性 变换 和 的 Kronecker 乘积 


线性 自 同 构 

РЕВ ТИНЕ 

板 大 可 解 正规 子 群 
е 5 па ки 
WR XN Б.Ж. 
#5 Ж 838 2 R p BE 
极 大 球面 
ШАТ 


Ai 


复 化 f 
же {Еш 
复 李 代数 

жн 

ETH 

55] 

复 结构 
复 解 析 映 身 
жн 

复 流 形 

复 表示 

复 表示 的 权 系 
ааш 


. 562. 


170 


ж 

RENA 
退化 的 对 称 双 线性 函数 
结合 代数 

点 Pp 迷 向 子 群 

点 的 坐标 

Шр. е 

指数 映射 

жи Жл 


+ 


根子 空间 分 解 
根 链 

根系 

根基 

特殊 矩阵 李 代 数 
Kek B РЕЗЕ Р 
ЕЕЗ ВЕ 
特征 
特征 子 代 数 
特征 子 空间 
特征 函数 
特殊 包 络 代 数 
特殊 西 群 
特殊 正 交 星 群 
а 
ELES 
ЖЕК 
REEERE 
FR 


170 
170 
16 
71 
381 
170 
181 
205 
387 
262,381 
344 


25,34,35 


6.283 


338 


374 


140,456 


ERR 

ЖУН 

RER 
紧 李 群 的 秩 

紧 型 对 称 空间 

流 形 的 解析 结构 
流 形 上 的 解析 函数 
к 

离散 正规 子 群 
К. ЕЕ 
通用 包 络 代数 
RHE 

ж 

ЖЯ N 的 正规 Siegel 域 
换 位 子 代数 

换 位 子 群 

换 位 运算 

дея 


理想 

商 李 群 

WAE 

商家 示 

再 空间 

育 李 代数 

基本 表示 
Ижан 

辖 助 西数 

КЕ 

第 一 类 不 可 芍 甫 示 
第 一 类 实 单 李 代 数 
第 一 类 标准 标 架 
第 一 类 Siegel 域 
3 — ЖЖ 5 
第 一 类 对 称 Siegel W 


140 
431,436 
284 
311 
436 
170 
173 

231 
231 
233,226 
74 


81 
4,81,270 
4 
104 
185 
189 
337 
147 
156 
2D7 
491 
490 
506 


第 二 类 不 可 约 表 示 
第 二 类 实 单 李 代 数 
第 二 类 标准 标 架 

第 二 类 Siegel 域 

第 二 类 典型 域 
第 二 类 对 称 Siegel 域 
第 三 类 标准 标 架 

第 三 类 典型 域 
第 三 类 对 称 Siegel 域 
第 四 类 典型 域 
第 四 类 对 称 Siegel W 
第 五 类 例外 对 称 Siegel 域 
第 五 类 例外 和 典型 域 


:| 第 六 类 例外 典型 域 


第 六 类 例外 对 称 Siegel 域 
第 :个 基本 表示 
距离 


+2 


EFFE 

ETRE 
KT tt EB 
жт 
ВАКТЕ 

最 高 根 

最 高 权 

最 低 权 

RAN ӨЫ 

最 大 可 解 理 起 

最 大 向 量 Cartan 子 代 数 
最 大 紧 Cartan РЙ 
А Н Ж 

强 正 交 根系 
SERER 
等 价 的 表示 


147 
156 
207 
491 
490 
507 
207 
490 
507 
490 
507 
508 
543,549 
522 
508 
104 
387 


380,403 
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十 四 枉 以 上 


Адо 定理 
Ascoli 定理 


Bergman 804 i 
Bergman 度量 
Bergman Wif 
Borel 嵌入 定理 


Campbell-Baker-Hausdorf 公式 


Cartan 子 代数 

Cartan Ж Е 

Cartan #@ 

Cartan 对 合 

Cartan 子 代数 的 球面 部 分 
Cartan 子 代数 的 向 量 部 分 
Cartan Р 


246 


19,125 


45 
114 
122 
126 
126 
294 


Casimir $F 
Cauchy_Szeg5 Ж 


Dieudonné 单位 分 解 定 理 
Dynkin 图 


Engel 定理 


G TEAR 
Gram 矩阵 


Haar 测度 
Harish-Chandra {# А. 
Hermite WR E 8 # 
Hermite 度量 
Hermite ЖЖ 
Hermite 3 {0 
Hermite WZ fJ 
Hausdorf 拓扑 空间 


[wasawa 分 解 


Jacobi EFA 


Jacobian 


Jordan 分解 


к 

Kšhler 形式 

Kihler 流 形 

Kähler 村 代数 

Killing Я 

Kronecker 乘积 
Levi-Maicev 定理 

Lie 定理 

Lie 的 三 个 基本 定理 
Lie Zt EH Hi 


Maurer-Cartan 形式 


n 维 李 代数 
N EH 


89 
502 


287 
59 


10 


291 
45 


289 
465 
115 
400 
400 
407 
411 
170 


134,447 


1 
171,305 


410 
17,85 
101,102 


A A eT ninani aal Hiid bh: ahi aiiai S per м 


(p.q) 型 Lorentz ЁЁ 

(р, 9) 型 Lorentz 方 阵 

(p. q) EAR 

(p. q) 型 特殊 百 群 

(n. g) 型 辛 群 

P BW Ж 
Poincaré-Bikhoff-Witt 定理 
Peter-Weyl 定理 

Foincaré 

Poisson 核 


r 阶 共 变 ， в 阶 上 反 变 张 量 场 
r 阶 共 变 张 量 场 
r 形式 


215 
215 
220 
220 
220 

79 

79 
373,376 
231 
502 


177 
17T 
177 


Riemann В Ё 
Riemann Й 
Riemann 联络 


Schur 9128 
Siegel 域 

Silov 边界 

в 阶 皮 变 张 量 场 


Wev Ж 

Weyl 群 

Wey] 房 

Weyl 定理 
Weyl 特征 公式 
Wey] 维 数 公式 


178, 


380 
178 
381 


83 
491 
502 
177 


54 
322 
323 
291 
348 
359 
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